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V  o  r  w  o  r  t. 


Wenn  ich  meinem  seit  mehreren  Jahren  vergriffenen  Lehr- 
buch der  Algebra  hiermit  eine  zweite  Auflage  nachfolgen  lasse, 
so  habe  ich  mich  dabei  hauptsächlich-  durch  die  Absicht  leiten 
lassen,  einerseits  meinen  Zuhörern^  ein  bequemes  Hülfsmittel 
zur  Wiederholung  meiner  Vorlesungen  über  Algebra  an  die 
Hand  zu  geben  und  anderseits  dem  Theil  der  studirenden  Ju- 
gend, der  bei  seiner  Vorbereitung  theilweise  oder  ganz  auf 
Selbstunterricht  augewiesen  ist,  den  Weg  für  höhere  mathe- 
matische Studien  zu  ebnen.  Von  diesem  Gesichtspunkt  aus 
ist  Form  und  Inhalt,  Anlage  und  Behandlungsweise  des  Stoffes 
zu  beurtheilen  und  dürfte  sich  namentlich  die  Ausführlichkeit 
rechtfertigen,  deren  man  in  einem  bloss  an  der  Hand  des  Leh- 
rers zu  benutzenden  Leitfaden  füglich  entbehren  kann.  Es  hat 
dadurch  die  erste  Aullage  eine  wesentliche  Aenderung  erlitten, 
indem  dieselbe  nicht  nur  grösstenteils  umgearbeitet,  son- 
dern auch  bedeutend  vermehrt  werden  musste,  so  dass  das 
Buch  in  seiner  gegenwärtigen  Gestalt  den  ganzen  Umfang  des 
algebraischen  Lehrstoffs  enthält,  der  für  den  Eintritt  in  poly- 
technische Schulen  und  als  Grundlage  höherer  mathematischer 
Studien  überhaupt  gefordert  werden  muss.  Es  zerfällt  in  zwei 
Theile,  von  welchen  der  erste  den  Inhalt  meiner  Vorlesungen 
über  Algebra  im  Wintersemester  ausmacht  und  als  eine  Um- 
arbeitung der  ersten  Auflage  betrachtet  werden  kann,  während 
der  zweite  Theil  den  Stoff  für  das  Sommersemester  bildet, 
allerdings  in  einer  etwas  grössern  Ausdehnung,  als  ich  bei'  der 
beschränkten  Zeit  am  Vorkurs  durchzunehmen  pflege,  doch 
keineswegs  über  dasjenige  Mass  hinaus,  welches  man  an  unsern 


Industrie-  und  Gewerbeschulen  zu  erreichen  im  Stande  ist; 
befinden  sich  diese  doch  in  der  günstigen  Lage,  den  Stoff,  der 
am  Vorkurs  auf  ein  Jahr  zusammengedrängt  werden  muss, 
auf  einen  viel  längern  Zeitraum  vertheilen  zu  können,  wodurch 
sie  der  Notwendigkeit  überhoben  sind,  sich  strikte  auf  die 
Anforderungen  des  eidgenössischen  Polytechnikums  zu  beschrän- 
ken. Dass  einzelne  bloss  theoretische  Partieen  der  frühem 
Auflage  unterdrückt  und  durch  eine  Anzahl  vollständig 
durchgeführter  Rechnungsbeispiele  als  Anwendung  vorausge- 
gangener Theorien  ersetzt  wurden,  wird  sich  durch  die  oben 
ausgesprochene  Bestimmung  des  Buches  hinlänglich  rechtferti- 
gen, sowie  auch  die  über  die  Forderung  unsers  Aufnahmsre- 
gulativs hinausgehende  Ausdehnung  des  letzten  Abschnittes, 
welcher  die  für  Bestimmung  der  reellen  Wurzeln  wichtigsten 
Eigenschaften  der  höheren  Gleichungen  behandelt  und  neben 
der  Regula  Falsi  auch  die  Horner'sche  Methode  zur  Aufsuchung 
der  inkommensurabeln  Wurzeln  an  speziellen  Beispielen  lehrt, 
sich  aus  der  Rücksicht  auf  verwandte  Lehranstalten  erklärt. 

Ich  habe  also  in  dem  Buche  ohngefähr  das  geboten,  was 
nach  meinen  früheren  Erfahrungen  an  unsern  schweizerischen 
Industrie-  und  Gewerbeschulen  ohne  Schwierigkeit  erreicht 
werden  kann,  und  gebe  mich  daher  auch  der  Hoffnung  hin. 
dass,  obwol  das  Buch  zunächst  für  meine  eigenen  Zuhörer  be- 
stimmt ist,  doch  vielleicht  dann  und  wann  einer  meiner  Herren 
Collegen  sich  veranlasst  finden  dürfte,  dasselbe  auch  seinen 
Schülern  als  brauchbares  Hülfsmittel  zur  Befestigung  und  Er- 
weiterung ihrer  mathematischen  Kenntnisse  zu  empfehlen. 

Zürich  im  April  1872. 


Der  Verfasser. 
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Orelu,  Algebra.  2te  Auflage. 
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Einleitung, 


1.  Denkt  man  sich  vorläufig  unter  den  Buchstaben  positive 
ganze  Zahlen,  so  versteht  man  unter  Summe  zweier  oder  meh- 
rerer Zahlen  a,  b,  c  etc.  eine  neue  Zahl,  welche  so  viele  Einheiten 
enthält,  als  die  gegebenen  Zahlen  zusammen  genommen.  Die  ein- 
zelnen Zahlen  er,  6,  c  etc.  werden  Summanden,  die  resultirende 
Zahl  wird  Summe  genannt  und  gefunden,  wenn  man  zu  der  Zahl 
a  die  in  b  enthaltenen  Einheiten  successive  hinzuzählt  ,  zum 
Resultat  die  in  c  enthaltenen  Einheiten  u.  s.  £  Angedeutet  wird 
diese  Operation  dadurch,  dass  man  die  Summanden  durch  stehende 
Kreuze  verbindet.    Hieraus  ist  die  Bedeutung  der  Gleichung 

a\-b  =  c  (1) 

unmittelbar  klar. 

Mit  Hülfe  der  Relation  (1)  ist  man  im  Stande  ,  aus  irgend 
zwei  der  3  Grössen  a,  b  und  c  die  dritte  zu  bestimmen.  Man  kann 
daher  suchen 

1.  die  Summe  c,  wenn  gegeben  sind  die  beiden  Summan- 
den a  und  b.  Die  Bestimmung  der  Summe  aus  den  einzelnen 
Summanden  heisst  Addition. 

2.  den  ersten  Summanden  a  aus  der  Summe  c  und  dem 
2ten  Summanden  b.  Man  darf  nur  beachten,  dass  der  gesuchte 
Summand  nach  der  Stellung,  die  er  einnimmt,  eine  Zahl  bedeutet, 
zu  welcher  man  noch  b  Einheiten  hinzufügen  muss,  um  die  Summe 
c  zu  erhalten.  Wenn  wir  nun  von  der  Summe  c  so  viele  Einhei- 
ten wegnehmen,  als  b  enthält,  so  ist  der  Rest  offenbar  eine  Zahl, 
zu  welcher  man  nur  wieder  addiren  dürfte,  um  c  zu  bekommen, 
d.  h.  dieser  Rest  wäre  die  gesuchte  Zahl. 

3.  den  zweiten  Summanden  &,  wenn  die  Summe  c  und  der 
erste  Summand  a  gegeben  sind.  Vermöge  seiner  Stellung  ist  die- 
ser zweite  Summand  eine  Zahl,  welche,  zum  ersten  Summanden  a 
addirt,  gerade  c  als  Summe  giebt.    Wenn  man  daher  zum  ersten 

1* 
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Summanden  a  successive  so  viele  Einheiten  addirt,  dass  man  schliess- 
lich c  als  Summe  erhält,  so  wird  die  Summe  aller  zu  a  hinzuge- 
fügten Einheiten  die  gesuchte  Zahl  b  sein. 

Die  Bestimmung  irgend  eines  der  beiden  Summanden  aus 
der  Summe  und  dem  andern  Summanden  heisst  Subtr  aktio  n;  die 
gegebene  Summe  wird  Minuend,  der  gegebene  Summand  Sub- 
trahend, der  gesuchte  Summand  dagegen  Rest  oder  Differenz 
genannt.  In  beiden  Fällen  wird  die  Subtraktion  dadurch  ange- 
deutet, dass  man  erst  den  Minuenden,  dann  den  Subtrahenden  an- 
schreibt und  zwischen  beide  einen  horizontalen  Strich  als  Zeichen 
der  Subtraktion  setzt,  der  gelesen  wird:  minus  oder  weniger. 
Aus  der  Gleichung  (1)  ergeben  sich  demnach  die  zwei  folgenden: 

c  —  b  =  o 

c  —  a  =  b. 

Die  Bestimmung  des  ersten  Summanden  a  wird  durch  Weg- 
nahme der  in  6  enthaltenen  Einheiten  vom  Minuenden,  die  des 
zweiten  aber  durch  Hinzufügen  so  vieler  Einheiten  zum  ersten 
Summanden  vollzogen,  als  erforderlich  sind,  um  den  Minuenden  c 
als  Summe  zu  erhalten.  Da  aber,  wie  wir  sogleich  zeigen  werden, 
a  -f.  b  =  b  -f-  a,  so  steht  es  vollkommen  frei,  die  Differenz  auf  die 
eine  oder  andere  Art  zu  bestimmen,  unbekümmert  darum,  ob 
der  erste  oder  der  zweite  Summand  zu  suchen  sei. 

2.  Man  kann  die  Reihe  der  natürlichen  Zahlen  bildlich  dar- 
stellen. Nimmt  man  nämlich  eine  ganz  beliebige  Distanz  AB  als 
Bild  für  die  Zahl  1,  so  wird  eine  zwei-,  drei-,  viermal  so  grosse 
Distanz  auch   eine  2,  3,  4  mal  so  grosse  Zahl  darstellen. 

A      B      C      D      /;      F     G      II       I       K  L 
~~0~  1      2~   3      4      5      8      7      8      9  10 

Wählt  man  daher  auf  einer  unbegrenzten  Geraden  einen  fes- 
ten Punkt  A  als  Anfangs-  oder  Nullpunkt  und  trägt  auf  derselben 
z.B.  nach  rechts  die  Vielfachen  der  als  Einheit  gewählton  Distanz 
ab,  so  werden  diese  vom  Nullpunkt  aus  abgetragenen  Distanzen 
geometrische  Bilder  der  Zahlen  1,  2,  3,  4  etc.  sein.  Die  End- 
punkte dieser  einzelnen  Distanzen  werden  Zahlörtcr  der  betreffen- 
den Zahlen  genannt.  So  wäre  C  der  Zahlort  von  2,  E  der  Zahl- 
ort von  4,  H  der  Zahlort  von  7  etc.;  aber  nicht  der  Punkt  C  re- 
präsentirt  die  Zahl  2,  nicht  der  Punkt  H  die  Zahl  7,  sondern  die 
Distanz  AC  ist  das  Bild  der  Zahl  2,  die  Distanz  AH  das  Bild  der 
Zahl  7. 

Hieraus  wird  nun  aber  sofort  klar,   dass  man  die  beiden 
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Summanden  einer  Summe  vertauschen  kann,  ohne  den  Werth  der 
Summe  zu  ändern,  dass  z.  B.  4  -f-  3  =  3  +  4. 

Wenn  ich  nämlich  von  A  aus  erst  um  4  Einheiten,  also  bis 
E,  fortschreite  und  dann  von  hier  aus  noch  um  3  Einheiten  weiter 
gehe,  so  gelang  ich  an  die  Stelle  H  (Zahlort  der  Zahl  7);  an 
die  gleiche  Stelle  komme  ich  aber  auch,  wenn  ich  von  A  aus  erst 
um  3  Einheiten  vorwärts  gebe,  wodurch  ich  nach  D  komme,  und 
dann  von  D  aus  noch  um  4  Einheiten  fortschreite.  Es  ist  also 
in  der  That  4  4-3  =  3  +  4. 

3.  Multiplikation.    Wenn  in  einer  Summe 

o-l-Hc-f  fl  +  g-l-... 
mehrerer  Summanden  die  sämmtlichen  Summanden  einander  gleich 
werden,  wenn  also  b  =  c  =  d  =  e  etc.  =  «,  so  dass  man  hat: 
a_l_a_l_a_l_a_|-a4-...  (6  mal),  so  nennt  man  eine  solche  Summe 
von  lauter  gleichen  Summanden  speciell  ein  Produkt.  Der 
Summand,  der  mehrmal  vorkommt,  wird  Multiplikand,  die 
Zahl,  welche  angibt,  wie  ottmal  jener  als  Summand  vorkommt, 
Multiplikator  und  beide  zusammen  die  Faktoren  des  Pro- 
duktes genannt.  Eine  solche  Summe  von  gleichen  Summanden 
d.  h.  ein  Produkt  wird  auf  abgekürzte  Weise  geschrieben,  indem 
man  den  Summanden,  der  mehrmal  vorkommt,  nur  einmal 
schreibt,  rechts  daneben  die  Zahl,  welche  angibt,  wie  oftmal  er 
vorkommt,  und  zwischen  beide  ein  liegendes  Kreuz  oder  einen 
Punkt  oder  auch  gar  Nichts.  So  wäre  a-f-rt-ha-r-a-f-a... 
(b  mal)  =  axb  =  ab  =  ab.  Das  blosse  Hintereinandersetzen 
der  Faktoren  ohne  Verbindungszeichen  wäre  nicht  mein*  gestattet, 
wenn  die  Faktoren  bestimmte  Zahlen  wären,  z.  B.  8.7  dürfte  nicht 
durch  8  7  angedeutet  werden.  Wir  werden  also  in  der  Folge 
bei  einem  Produkt  zweier  Faktoren  immer  den  ersten  als  Mul- 
tiplikand, den  zweiten  als  Multiplikator  auffassen  \  daher 
9  5  _  9+9+9  +  9+  9  =45 
5.9  =  5  +  5  +  5+5  (9  mal). 

4.  Die  beiden  Produkte  ab  und  ba  haben  demnach  eine 
ganz  verschiedene  Bedeutung-,  das  erste  ist  eine  Summe  aus  b 
Summanden,  jeder  =  a,  das  2te  eine  Summe  aus  a  Summanden, 
jeder  =  b.  Der  Werth  beider  ist  aber  der  nämliche.  Denn  es  ist 
ab  =  a  +  a  +  a  +  •  •  .  ,  wo  a  gerade  b  mal  als  Summand  vor- 
kommt. 

Allein  a«=l  +  l+l+l+...  (a  mal);  somit 
a6  =  (1  +1+1  +  1  +...)  +  (!  +1  +  1 +  !+...)  +  ( 1+1+1+1+...)+... 


Die  Summe  aller  in  diesen  b  Klammern  enthaltenen  Einheiten  lasst 
sich  auf  doppelte  Weise  bilden:  1.  dadurch,  dass|  man  die  Einer 
einer  jeden  Klammer  addirt  und  die  erhaltenen  Resultate  zusam- 
menzieht, wodurch  wir  eine  Summe  bekommen  aus  b  Summanden, 
jeder  =  a  d.  h.  gerade  das ,  was  unser  Produkt  ursprünglich  be- 
deutet; —  2.  aber  auch  dadurch,  dass  man  zuerst  die  Summe  al- 
ler ersten  Einer  bildet,  die  =  6;  dann  die  Summe  aller  zweiten 
Einer,  die  wieder  =  b  u.  s.  f.,  zuletzt  die  Summe  aller  letzten  oder 
r?-ten  Einer,  die  abermals  =  b.  Wir  erhalten  so  eine  Summe  aus 
a  Summanden,  von  welchen  jeder  =  b,  also 

b  +  b  +"4  .+'Jb  +  * . .  (a  mal),  was  =  bu. 
5.    Bezeichnet  c  die  Anzahl  der  in  dem  Produkt  ab  ent- 
haltenen Einheiten,  so  haben  wir  die  Gleichung 

ab  =  c  (2) 

Auch  diese  Gleichung  gibt  wieder  zu  3  Aufgaben  Veranlassung. 
Man  kann  fragen 

1.  nach  dem  Produkt  c,  wenn  gegeben  sind  der  Multiplikand 
a  und  der  Multiplikator  b.  Die  Bestimmung  des  Produktes  aus 
den  beiden  Faktoren  heisst  Multiplikation. 

2.  nachdem  Multiplikanden  a,  wenn  gegeben  das  Produkt 
c  und  der  Multiplikator  6.  Man  findet  den  Multiplikanden  offen- 
bar dadurch,  dass  man  das  Produkt  c  in  so  viele  gleiche  Theile 
theilt,  als  der  Multiplikator  Einheiten  enthalt.  Jeder  Theil  ist 
dann  =  dem  Multiplikanden  a.    Diese  Operation  heisst  Th eilen. 

3.  nach  dem  Multiplikator  b  ,  wenn  gegeben  das  Produkt  c 
und  der  Multiplikand  a.  liiebei  hat  man  bloss  zu  untersuchen, 
wie  oftmal  der  Multiplikand  im  gegebenen  Produkt  als  Summand 
enthalten  sei.    Diese  Untersuchung  wird  Messen  genannt. 

Die  Bestimmung  eines  Faktors  aus  dem  Produkt  und  dem 
andern  Faktor  heisst  Division;  das  gegebene  Produkt  wird  Di- 
vidend, der  gegebene  Faktor  Divisor,  der  gesuchte  Faktor 
endlich  Quotient  genannt.  Die  Division  ist  ein  Theilen,  wenn 
nach  dem  Multiplikanden,  ein  .Messen,  wenn  nach  dem 
Multiplikator  gefragt  wird.  Da  aber  ab  =  ba,  so  steht  es 
beim  Rechnen  mit  unbenannten  (abstrakten)  Zahlen  frei,  den  Quo- 
tienten durch  Theilung  oder  Messung  zu  bestimmen.  Diese  Frei- 
heit hört  aber  auf,  sobald  man  mit  benannten  Zahlen  rechnet.  Da 
können  dann  nur  2  Fälle  vorkommen:  Entweder  sind  Dividend 
und  Divisor  benannte  Zahlen ;  alsdann  ist  die  Division  als  ein 
Messen  aufzufassen  und  der  Quotient  ist  stets  eine  unbenannte 
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Zahl,  z.  B.  45  frcs  :  9  frcs  =  5,  —  oder  der  Dividend  ist  be- 
nannt, der  Divisor  unbenannt:  dann  kann  die  Division  nur  als  ein 
T heilen  aufgefasst  werden  und  der  Quotient  ist  dann  stets  eine 
benannte  Zahl,  z.B.: 

45  frcs  :  9  =  5  frcs. 
Der  Fall  endlich,  dass  Dividend  unbenannt,  der  Divisor  aber  be- 
nannt wäre,  z.B.:  45  :  9  frcs  —  ist  völlig  sinnlos  und  kann  da- 
her nie  vorkommen,  weil  gar  keine  Zahl  existirt,  welche,  mit  9  frcs 
durch  Multiplikation  verbunden,  die  unbenannte  Zahl  45  zum  Pro- 
dukt gäbe. 

(J.  Potenzirung.  Werden  die  Faktoren  eines  Produktes 
alle  einander  gleich ,  wie  in  a  .  a  .  a  .  a  .  a,  so  kann  man  dasselbe 
auf  abgekürzte  Weise  dadurch  bezeichnen,  dass  man  den  mehrmals 
vorkommenden  Faktor  a  nur  einmal  anschreibt,  rechts  oben 
aber  die  Zahl  5,  welche  angibt,  wie  oftmal  der  Faktor  im  Pro 
dukt  vorkommt,  also  a.a.a.a.a=a*,  was  gelesen  wird:  a  hoch 
5  oder  a  in  der  fünften  (Potenz). 

Ein  solches  Produkt  mehrerer  gleichen  Faktoren  heisst  Po- 
tenz; der  wiederholt  vorkommende  Faktor  wird  Basis  oder 
Grundzahl,  die  rechts  oben  stehende  Zahl,  welche  angibt,  wie 
oftmal  die  Basis  als  Faktor  vorkommt,  Exponent  der  Potenz 
genannt. 

In  53  s=  12o  ist  5  Basis,  3  Exponent  und  125  die  Potenz. 

Kommt  in  dem  Produkt   a.a.a  .  a          der  Faktor  a  gerade  b 

mal  vor  und  ist  c  die  Zahl  der  in  a*  enthaltenen  Einheiten ,  so 
haben  wir  die  Gleichung 

ab  =  c  (3) 

und  auch  diese  Gleichung  giebt  zu  3  verschiedenen  Aufgaben  An- 
lass.    Man  kann  fragen 

1.  nach  der  Potenz  c,  wenn  gegeben  sind  die  Basis  a  und 
der  Exponent  b.  Die  Operation,  durch  welche  die  Potenz  c  be- 
stimmt wird  und  die  nichts  anderes  ist  als  eine  wiederholte  Mul- 
tiplikation, heisst  Potenzirung. 

2.  nach  der  Basis  a,  wenn  bekannt  sind  die  Potenz  c  und 
der  Exponent  b.  Die  Operation,  durch  welche  aus  der  Potenz  und  dem 
Exponenten  die  Basis  bestimmt  wird,  heisst  Wurzelausziehung 

h.  

und  wird  in  unserm  Fall  angedeutet  durch  V  c  (gelesen :  bte  Wur- 
zel aus  c),  sodass  also,  wenn  ah  =  c,  dann 

b 

a  =  v  c  . 
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Der  Exponent  b  wird  hier  Wurzelindex,  die  unter  dem  Wur. 
zelzeichen  stehende  Grösse  aber  Radikand  genannt. 

3.  nach  dem  Exponenten  6,  wenn  gegeben  sind  die  Potenz  c 
und  die  Basis  a.  Die  Bestimmung  des  Exponenten  aus  der  Po- 
tenz und  der  Basis  heisst  Logarithmirung  und  der  gesuchte 
Exponent  selbst  wird  Logarithmus  der  Potenz  c  genannt. 

In  der  Gleichung  ab  =  c  wird  dieselbe  Zahl  b  zugleich  Ex- 
ponent und  Logarithmus  genannt,  aber  dabei  in  verschiedener  Be- 
ziehung gedacht.  Sie  heisst  Exponent  gegenüber  der  Basis,  d;r 
gegen  Logarithmus  gegenüber  der  erzeugten  Potenz.  So  ist  in  der 
Gleichung 

25  =  32 

das  5  der  Exponent  von  2  und  zugleich  der  Logarithmus  von  32 
in  Bezug  auf  die  Basis  2. 

Während  bei  der  Summe  a  -f-  b  die  beiden  Summanden  und 
beim  Produkt  ab  die  beiden  Faktoren  mit  einander  vertauscht  wer- 
den durften,  ohne  eine  Aenderung  im  Resultate  hervorzubringen, 
ist  dagegen  bei  der  Potenz  ab  eine  solche  Vertauschung  zwischen 
Exponent  und  Basis  nicht  mehr  gestattet.  Es  ist  also  ab  durch- 
aus nicht  gleich  6".  So  ist  z.  B.  53  =  125;  dagegen  3S  ms  243. 
Daher  sind  auch  Wurzelausziehung  und  Logarithmirung  zwei  ganz 
verschiedene  Operationen.    Aus  jeder  der  3  Gleichungen 

1.  fl-|e.ft  =  , 

2.  ab    =  c 

3.  ab    ==  c 

resultirten  3  Aufgaben,  bei  welchen  der  Reihe  nach  c,  a  und  b 
aus  den  beiden  übrigen  bestimmt  wurden.  Weil  aber  a-\-b  =  b-\-a 
und  ab  =  ba,  so  bildete  die  Bestimmung  der  Grössen  a  und  b  im 
lsten  und  2ten  Fall  nicht  zwei  wesentlich  verschiedene,  sondern  je 
nur  eine  Operation.  J ■]>  ri-aU-n  .sich  also  aus  der  lsten  und  2ten 
Gleichung  je  nur  2  Operationen,  während  aus  der  3ten  Gleichung 
3  verschiedene  Operationen  entspringen.  Wir  haben  also  im  Gan- 
zen folgende  7  Operationen: 

1.     Addition  \ 

%     Sul Fraktion  J   <UL  a  C 

3.  Multiplikation^ 

.     ~.  .  .  )  aus  ab  =  c 

4.  Division  ! 

5.  Potenzirung  | 

6.  Wurzelausziehung  '  aus  ah  =  c. 

7.  Logarithmirung 


Von  diesen  werdeu  Addition,  Multiplikation  und  Potenzirung  di- 
rekte, die  übrigen  aber  indirekte  oder  i  n  v  e  r  s  e  Operationen 
genannt. 

7.  Ist  der  Multiplikator  eines  Produktes  eine  bestimmte 
Zahl,  der  Multiplikand  aber  ein  Buclistabenausdruck ,  so  wird  je- 
ner in  der  Regel  dem  letzten  als  Faktor  vorangeschrieben  und 
heisst  in  diesem  Fall  Co  effizient  des  Ausdruckes.  In  5  a2b, 
J  x*y  sind  also  5  und  ^  die  Coeffizienten. 

8.  Ein  Ausdruck,  der  entweder  nur  einen  Buchstaben  ent- 
hält, oder  dann  aus  mehreren  durch  Multiplikation  oder  Division, 
nicht  aber  durch  Addition  oder  Subtraktion  verbundenen  Buch- 
staben besteht,  heisst  Monom.  Die  Anzahl  der  darin  vorkom- 
menden Buchstabenfaktoren,  die  gleich  ist  der  Summe  ihrer  Ex- 
ponenten, heisst  Grad  des  Monoms.  Der  Grad  von  5  a4  h3  c1 
ist  =  4  4-  3  -f-  2  =  9.  Ist  das  Monom  gebrochen,  so  versteht 
man  unter  seinem  Grad  die  Differenz  zwischen  dem  Grad  des 
Zählers  und  dem  Grade  des  Nenners.  Der  Grad  eines  gebroche- 
nen Monoms  wird  daher  positiv,  null  oder  negativ  ausfallen,  je 
nachdem  der  Grad  des  Zählers  grösser,  gleich  oder  kleiner  als  der 
Grad  des  Nenners  Ist. 

TV  ba1xi       7a4x5       Sab*     .  _ 

Die  Monome  sri* — »-  *    — - — - — =  sind  der  Keine 

3b1  y*    9    9  yz*  '    11  x*  y3 

nach  vom  Grade  6,  0  und  —  6. 

9.  Wenn  zwei  Monome  erstens  aus  denselben  Buchstaben 
bestehen,  wenn  zweitens  die  gleichen  Buchstaben  in  beiden  noch 
überdies  die  nämlichen  Exponenten  enthalten,  s<>  heissen  sie  gleich- 
artig; ungleichartig  dagegen,  sobald  diese  Bedingungen  nicht 
erfüllt  sind.  So  sind  l^x^y^z  und  — 5  x  4  y 3  z  zwei  gleich- 
artige Monome,  weil  sie  nicht  nur  dieselben  Buchstaben  enthalten, 
sondern  diese  Buchstabenfaktoren  auch  überdies*  in  beiden  diesel- 
ben Exponenten  haben.  Dagegen  waren  7  ßz  J5  Ca  und  8  a2 '6 5  C3 
schon  ungleichartig;  es  kommen  zwar  in  beiden  noch  dieselben  Buch- 
stabenfaktoren und  sogar  die  gleichen  Exponenten  vor,  aber  die 
gleichen  Buchstaben  haben  nicht  in  beiden  die  nämlichen  Expo- 
nenten; ebenso  wären  ungleichartig  lla?5y4  und  —  13  x2zb. 

10.  Jeder  Ausdruck,  der  aus  zwei  oder  mehreren  durch  -f- 
oder  —  verbundenen  Theilen  besteht,  heisst  ein  Polynom;  die 
einzelnen  Theile  werden  die  Glieder  des  Polynoms  genannt  und 
sind  nichts  anderes  als  Monome.  Es  heisst  speciell  Binom,  wenn 
es  aus  zwei,  Trinom,  wenn  es  aus  3  Gliedern  besteht. 
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Sind  alle  Glieder  eines  Polynoms  vom  gleichen  Grade ,  so 
heisst  das  Polynom  homogen;  so  ist  aA — 7  a3  b  -j-5a2A2  — 
3«63-f-64  ein  homogenes  Polynom  vom  vierten  Grade. 


Erster  Abschnitt 

Ton  don  negativen  Grössen. 

11.  Bei  der  ans  a-\-b  =  c  abgeleiteten  Gleichung  a  =  c  —  b 
bleibt  die  Differenz  a  so  lange  eine  pos.  ganze  Zahl,  als  die  '2te 
Gleichung  wirklich  aus  der  Isten  abgeleitet  gedacht  wird.  Hebt 
man  aber  diese  Beschränkung  auf,  die  nichts  andres  sagt,  als  dass 
c  stets  durch  Addition  der  beiden  Zahlen  a  und  b  entstanden,  folg- 
lich b  kleiner  sei  als  c,  so  kann  uns  die  Subtraktion  auf  eine 
neue  Zahlform,  die  negative  Zahl,  führen.  Haben  wir  näm- 
lich von  einer  kleinern  Zahl  eine  grössere  zu  subtrahiren,  so 
denken  wir  uns  den  Subtrahenden  in  2  Theile  zerlegt,  deren  ei- 
ner gleich  ist  dem  Minuenden,  der  andere  aber  gleich  dem  Ueber- 
schuss  des  Subtrahenden  über  den  Minuenden.  Wir  können  als- 
dann nur  den  ersten  Theil  vom  Minuenden  wegnehmen  und  es 
bleibt  der  2te  Theil  als  eine  noch  zu  s  ub  tr  a  h irend  e  Grösse 
übrig.  So  wenn  wir  z.  B.  von  12  zu  subtrahiren  haben  19,  so 
sagen  wir:  19  =  12 -f- 7.  Wir  können  also  von  12  successive  erst 
12  und  dann  noch  7  wegnehmen.  Allein  12  — 12  =0  und  es 
bleiben  uns  somit  noch  7  zu  subtrahirende  Einheiten  übrig.  Um 
nun  anzudeuten,  dass  die  Differenz  7  eine  subtraktive  Grösse  sei, 
setzen  wir  vor  dieselbe  das  Minuszeichen  und  schreiben  demnach 

12  19  ==  -  7. 
Wir  nennen  nun  solche  mit  dem  Minuszeichen  versehene  und  dess- 
halb  als  subtraktiv  zu  betrachtende  Zahlen  negative  Grössen,  und 
im  Gegensatz  zu  diesen  heissen  die  übrigen  positive  Grössen  und 
werden  etwa  auch  mit  dem  Vorzeichen  -f-  versehen.  Unter  dem 
absoluten  Werth  einer  positiven  oder  negativen  Zahl  versteht 
man  ihren  Zahlwerth.,  abgesehen  vom  Vorzeichen.  So  ist  der  ab- 
solute Werth  von  —  35  gleich  35,  der  von  -f-  40  gleich  40.  Von 
den  beiden  Zahlen  — 57  und  +49  wird  daher  — 57  dem  abso- 
luten Werth  nach  die  grössere  sein. 
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Grössen  mit  gleichen  Vorzeichen,  wie  positive  und  positive 
oder  negative  und  negative,  hcissen  gleichnamige,  solche  mit 
ungleichen  Vorzeicheu  aber  entgegengesetzte  Grössen. 

Es  folgt  unmittelbar  aus  der  Entstehung  negativer  Zahlen, 
dass  entgegengesetzte  Grössen,  die  dem  absoluten  Werthe  nach 
einander  gleich  sind,  bei  ihrer  Addition  sich  gegenseitig  aufheben. 
So  ist  (4-  13)  4-  ( — 13)  =  13  —  13  -=  0.  Wir  können  daher  die 
Definition  entgegengesetzter  Grössen  auch  so  fassen :  Entgegen- 
gesetzte Grössen  sind  solche,*  die,  wenn  sie  dem  ab- 
soluten Werthe  nach  gleich  sind  und  durch  Addition 
verbunden  werden,  sich  gegenseitig  zu  Null  auf- 
heben. 

Um  die  Vorzeichen  positiver  und  negativer  Zahlen  nicht  mit 
den  Operationszeichen  zu  verwechseln,  setzen  wir  positive  und  ne- 
gative Zahlen  mit  ihren  Vorzeichen  vorläufig  in  Klammern. 

Wir  gehen  nun  zur  Rechnung  mit  positiven  und  negativen 
Zahlen  über. 

12.    Addition.    Hier  behandeln  wir  nacheinander : 

a.  Addition  zweier  gleichnamigen, 

b.  Addition  zweier  entgegengesetzten  Grössen, 

c.  Addition  mehrerer  theils  positiver ,   theils  negativer 

Zahlen. 

a.    Addition  gleichnamiger  Grössen. 

1.  (+25)  +  (+16)=  4-41. 

2.  (_  25)4- (-  16)=  —41. 

Ad  1.  Im  ersten  Summanden*  4-  25  kommt  die  positive 
Einheit  25  mal,  im  2ten  Summanden  4-16  aber  16  mal,  folglich  in 
beiden  Summanden  zusammen  25  4-  16  =  41  mal  vor;  die  Summe 
ist  also  =  4-41. 

Ad  2.    Ganz  analog. 

In  beiden  Fällen  ist  der  absolute  Werth  des  Resultates  gleich 
der  Summe  der  absoluten  Werthe  der  beiden  Summanden  und  das 
Vorzeichen  desselben  ist  das  den  beiden  Summanden  gemeinschaft- 
liche Zeichen.  Daher  der  Satz:  Gleichnamige  Grössen 
werden  addirt,  indem  man  ihre  absoluten  Werthe 
addirt  und  der  Summe  das  allen  gemeinschaftliche 
Vorzeichen  gibt. 

b.    Addition  entgeug esetzter  Grössen. 
1.  (4- 35)  4- (-23)=  ? 
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Es  ist  +  35  =  (+  23)  4-  (+  12) 

—  23  =  —  23  

Daher  (+  35)  4-  (—  23)  =  (+  23)  +  (—  23)  +  (+  1 2)  =  4-  12, 
weil    (+23)  +  (-    23)  =  0  nach  Definition. 

2.  (  -  35)  +  (  -  23;  g  g 

Es  ist  —  35  =  (  ~  23)  + (-  12) 

-f-  23  -    +  23  

somit  (—  35)-f- (+23)  =  (—  23;  +  (+  23)+  (—  VI)  =  —  12. 

Vergleichen  wir  in  beiden  Fällen  das  Resultat  mit  den  bei- 
den Summanden,  so  erkennen  wir,  dass  der  absolute  Werth  des- 
selben gleich  der  Differenz  der  absoluten  Werthe  der  beiden  Sum- 
manden ist  und  stets  das  Vorzeichen  des  grössern  Summanden  tragt. 

Daher  der  Satz: 

Entgegengesetzte  Grössen  werden  addirt,  wenn  man 
den  absoluten  Werth  des  kleinem  Summanden  vom 
absoluten  Werth  des  grössern  subtrahirt  und  dem 
Rest  das  Vorzeichen  des  grössern  Summanden  gibt. 

c  Addition  mehrerer  theils  positiver,  theils 
negativer  Zahlen. 

Hat  man  mehrere  positive  und  negative  Grössen  zu  addiren, 
so  kann  man  hiebei  auf  doppelte  Weise  verfahren: 

Man  kann  entweder  die  positiven  Grössen  besonders  addiren, 
ebenso  die  negativen,  und  dann  die  beiden  Summen  noch  zusam- 
menziehen. Man  erhält  hiebei  zwei  Additionen  gleichnamiger 
und  eine  Addition  entgegengesetzter  Grössen. 

Oder  man  addirt  zum  ersten  Summanden  den  2ten ,  zur 
Summe  den  3ten,  zur  neuen  Summe  den  4ten  u.  s.  f.,  bis  man  den 
letzten  Summanden  addirt  hat.  Man  erhält  hiebei  so  viele  Addi- 
tionen als  Summanden  vorkommen,  weniger  eine;  also  bei  n  Sum- 
manden n  —  1  Additionen. 

Beispiel : 

(+  20)  +  (—  35)  +  (-  40)  +  (+  81)  +  (—  56)  +  (+  92)  =  ? 
Erste  Art:      +20  —  35 

+  81  —  40 

+  92  —56 
+  193  —131 
Also  Summe  =  (+  193)  +  (—  131)     +  62. 

Zweite  Art.  (+  20) +(— 35)  =  —  15 
(— 15)  +  (  _  40)  =  — 55 
(-55)  + (+81)=  +26 
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(+  26) -H—  56)  =  —  30 

(—  30)  +  (+  92)  =  +  62,  wie  oben. 

Zur  Uebung: 

1.  (+  27)  +  (—  39)  +  (+  218)  +  ( —  48)  +  (+  59)  +  (—  186)  + 
(-  42)+ (+512)  =  ? 

2.  (_  618)  +  (+  209)  +  {+34)+(—  304)  +  (+  729)  +  (—  469; 
+  (—469) +  (+57) +(—278)  m  ? 

18.  Subtraktion.  Wir  stützen  uns  hiebei  auf  den  in 
No.  2  entwickelten  Begriff  der  Subtraktion  und  erinnern  uns,  dass 
wir  die  Differenz  auf  doppelte  Weise  bilden  können :  entweder  da- 
durch, dass  wir  vom  Minuenden  successive  so  viele  Einheiten  weg- 
nehmen, als  der  Subtrahend  enthalt,  'oder  dann  dadurch,  dass  wir 
zum  Subtrahenden  so  viele  Einheiten  addiren,  dass  wir  schliesslich 
als  Summe  den  Minuenden  bekommen. 

Hinsichtlich  des  Vorzeichens  sind  4  Fälle  zu  unterscheiden: 

1.  Minuend  und  Subtrahend  positiv. 

2.  Minuend  positiv  und  Subtrahend  negativ. 

3.  Minuend  negativ  und  Subtrahend  positiv. 

4.  Minuend  und  Subtrahend  negativ. 

In  jedem  dieser  Fälle  kann  dann  ct.  der  Minuend,  ß,  der 
Subtrahend  dem  absoluten  Werthe  nach  grösser  sein. 

1.  Fall.    ct.  (4-15)  —  (+  7)  =  -f-8. 

ßi  (+  7)  —  (+15)  =  -8. 

Erklärung  von  a,  wie  in  der  Arithmetik. 

Erklärung  von  ß  entweder  wie  in  No.  11  bei  Entstehung 
der  negativen  Zahlen,  oder  dann  in  folgender  Weise:  Wir  sollen 
eine  Zahl  suchen,  welche,  zu  +15  addirt,  +  7  zur  Summe  gibt. 
Die  Differenz  kann  zunächst  einmal  jedenfalls  nicht  positiv  sein, 
weil,  wenn  wir  zum  Subtrahenden  +  15  noch  mehr  positive  Einhei- 
ten addiren,  wir  eine  immer  grössere  positive  Zahl,  nie  aber  den 
Minuenden  +  7  als  Summe  erhalten.  Die  Differenz  muss  daher 
jedenfalls  negativ  sein.  Addiren  wir  nun  zu  +15  successive  ne- 
gative Einheiten,  so  wird  durch  jede  negative  Einheit,  die  wir  ad- 
diren, eine  positive  Einheit  vom  Subtrahenden  +15  aufgehoben, 
und  wenn  wir  im  Ganzen  8  negative  Einheiten  zum  Subtrahenden 
+  15  addirt  haben,  so  bleiben  noch  +  7  als  Summe  übrig;  die 
Differenz  ist  also  =  —  8.  Und  in  der  That  ist  ( — 8)  +  (+15) 
=  +7. 

2.  Fall.    a.  (+15)  — (—    7)  =  +  22. 

ß-  (+   7)-  (—15)  =  +  22. 


Ad  a.  Wir  finden  zunächst  wieder  ,  dass  die  Differenz 
jedenfalls  positiv  sein  nniss.  Addiren  wir  nun  zum  Subtrahenden 
—  7  sein  Entgegengesetztes  +  7,  so  erhaltet!  wir  Null.  Zu  Null 
müssen  wir  noch  15  positive  Einheit en  addiren,  um  +15  zu  be- 
kommen. Im  Ganzen  haben  wir  also  zum  Subtrahenden  —  7  zu- 
nächst 7  und  dann  noch  15  positive  Einheiten  addiren  müssen, 
um  den  Minuenden  zu  bekommen.  Die  Differenz  ist  somit  = 
(+  7)  +  (+  15)  =  +  22.  Und  in  der  That  Ist  (+  22)  +  (  —  7)  = 
+  15.    Ebenso  ß. 

3.  Fall.    a.  (—  15)  —  (+  7)  =  —  22. 

ß.  (—  7)  — f+  15)  =  — 22. 
Die  Erklärung  von  a  und  ß  der  vorigen  ganz  aualog. 

4.  Fall.    a.  (     15)-(  —  7)  =  —  8. 

ß.  (—   7)  — (—15)=  +  8. 
Der  Fall  a  ist  ohne  Weiteres  klar. 

Ad  (¥.   Wir  haben   eine  Grösse  zu  suchen,    die,   zu  —  15 
addirt,  —  7  als  Summe  gibt.    Diese  Differenz  kann  jedenfalls  zu- 
nächst nicht  negativ  sein;  denn  wenn  wir  zu  —  15  noch  mehr  ne 
gative  Einheiten  addiren,  so  erhalten  wir  eine  immer  grössere  ne- 
gative Zahl  und  nie  —  7. 

Wir  addiren  also  zu  —  15  positive  Einheiten,  so  wird  durch 
jede  hinzukommende  positive  Einheit  eine  negative  aufgehoben  und 
wenn  wir  8  positive  Einheiten  addirt  haben,  so  bekommen  wir  als 
Resultat  —  7  j  also  ist  die  Differenz  ==  +  8. 

In  allen  diesen  Fällen  könnten  wir  die  Differenz  stets  da- 
durch rinden,  dass  wir  zum  Subtrahenden  zuerst  sein  Entgegenge- 
setztes addiren,  wodurch  wir  Null  ' bekommen,  und  dann  hiezu  noch 
den  Minuenden.  Die  Differenz  kann  daher  immer  angesehen  wer- 
den als  bestehend  aus  zwei  Th eilen : 

1.  dem  Entgegengesetzten  des  Subtrahenden, 

2.  aus  dem  Minuenden, 
woraus  folgt: 

Eine  beliebige  positive  oder  negative  Gross  e  wird 
von  einer  andern  subt.  rahirt,  indem  man  sie  mit 
entgegengesetztem  Vorzeichen  zu  dieser  addirt. 

14.  Multiplikation.  Erw  eiterung  dieses  Begrif- 
fes. Nach  dem  in  der  Einleitung  entwickelten  Begriff  des  Pro- 
duktes als  einer  Summe  von  mehreren  gleichen  Summanden  wird 
das  Produkt  aus  dem  Multiplikanden  stets  dadurch  gebildet,  dass 
man  diesen  so  oftmal  als  Summand  setzt,   als  der  Multiplikator 
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Einheiten  enthält.  Diese  Definition  —  wörtlich  genommen  —  reicht 
aber  nicht  mehr  aus,  sobald  der  Multiplikator  aus  der  Reihe  der 
positiven  ganzen  Zahlen  heraustritt.  Es  ist  jedoch  sehr  leicht,  ihr 
eine  Fassung  zu  geben,  die  auch  für  die  übrigen  Fälle  passt.  Schon 
wenn  der  Multiplikator  eine  ganze  Zahl,  z.  B.  7,  ist,  entsteht  das 
Produkt  aus  dem  Multiplikanden  so,  wie  der  Multiplikator  7  aus 
der  positiven  Einheit.  Dieser  entsteht  durch  7  maliges  Setzen  der 
positiven  Einheit-,  das  Produkt  durch  7  maliges  Setzen  des  Mul- 
tiplikanden. Wenn  wir  nun  von  dem  wiederholten  Setzen  ab- 
strahiren  und  bloss  an  dem  allgemeinern  Merkmal  festhalten,  dass 
das  Produkt  aus  dem  Multiplikanden  in  der  gleichen  Weise 
al »«releitet,  wird,  wie  der  Multiplikator  aus  der  positiven  Einheit,  so 
haben  wir  eine  Definition,  die  nicht  mehr  bloss  für  den  Fall  eines 
positiven  ganzzahligen  Multiplikators ,  sondern  für  einen  beliebigen 
positiven  oder  negativen,  ganzen  oder  gebrochenen  Multiplikator 
gilt.  Der  Multiplikand  kann  dabei.,  wie  schon  früher,  sein,  was 
er  will. 

Wir  haben  auch  bei  der  Multiplikation  positiver  und  negati- 
ver Zahlen  4  Fälle  zu  unterscheiden,  welche,  wenn  9  und  5  die 
absoluten  Werthe  von  Multiplikand  uud  Multiplikator  bedeuten, 
folgende  sind: 

1.  (+  9)x(+  5)=  +45 

2.  (—  9)X  (+  5)  =  — 45 

3.  (+  9)x(—  5)  =  —  45 

4.  (—  9)x(—  5)  =  +45. 

Im  lsten  Fall  haben  wir  eine  Summe  zu  bilden  aus  5  Sum- 
manden, jeder  =  +  9,  diese  ist  = 

(+  9)  +  (+9)+(+9)  +  (+9)  +  (+  9)  =  +  45. 

Im  2ten  Fall  muss  wieder  eine  Summe  gebildet  werden  aus 
5  Summanden,  jeder  =  —  9  ;  eine  solche  Summe  ist  = 
(—  9)  +  (—  9)  +  (—  9)  +  (—  9)  +  (—  9)  =  —  45  nach  No.  1 2. 

Im  3ten  Falle  müssen  wir  das  Produkt  aus  dem  Multipli- 
kanden +  9  so  bilden,  wie  der  Multiplikator  —  5  aus  der  positiven 
Einheit  abgeleitet  wird.  Dieser  kann  aber  aus  der  positiven  Ein. 
heit  dadurch  abgeleitet  werden,  dass  man  diese  erst  fünfmal  zu 
sich  selbst  addirt  und  dann  von  dem  Resultat  +  5  noch  das  Ent- 
gegengesetzte nimmt  —  oder  dann,  indem  man  zuerst  von  der  po- 
sitiven Einheit  das  Entgegengesetzte  nimmt  und  das  Resultat  noch 
f»mal  zu  sicli  selbst  addirt.  Wenn  wir  auf  die  erste  Art  das  Pro- 
dukt bilden  wollen,  so  müssen  wir  den  Multiplikanden  erst  5  mal 
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zu  sich  selbst  addiren,  wodurch  wir  4-  45  erhalten,  und  dann  von 
diesem  Resultat  noch  das  Kutüriion^rsotzte  nehmen,  was  =  —  45. 
Wollen  wir  aber  analog  der  zweiten  Art  das  Produkt  bilden,  so  müs- 
sen wir  zuerst  von  dem  Multiplikanden  +  9  das  Entgegengesetzte 
nehmen ,  was  =  —  9,  und  dann  dieses  Resultat  noch  6  mal  zu 
sich  selbst  addiren,  wodurch  wir  wieder  — 45  bekommen,  wie 
vorhin. 

Im  4ten  Fall  endlich  haben  wir  aus  dem  Multiplikanden  —  9 
das  Produkt  so  entstehen  zu  lassen,  wie  der  Multiplikator  —  5  aus 
der  positiven  Einheit  abgeleitet  werden  kann.  Wir  können  daher 
entweder  den  Multiplikanden  — 9  zuerst  5  mal  zu  sich  selbst  ad- 
diren, wodurch  wir  —  45  bekommen  und  hievon  noch  das  Entge- 
gengesetzte nehmen,  was  =  -|-  45 ;  —  oder  wir  nehmen  zuerst 
vom  Multiplikanden  —  9  das  Entgegengesetzte,  was  =4-9,  und  addi- 
ren das  Resultat  noch  5  mal  zu  sich  selbst,  was  wieder  +  45  gibt. 

Vergleichen  wir  in  allen  diesen  Füllen  das  Produkt  mit  den 
beiden  Faktoren,  so  stellt  sich  heraus,  dass  da,  wo  beide  Faktoren 
das  nämliche  Vorzeichen  haben,  das  Produkt  positiv  ausfällt 
(1.  und  4.  Fall);  negativ  dagegen  da,  wo  die  beiden  Faktoren 
entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  wie  im  2ten  und   3ten  Fall. 

Daher  die  Regel: 
Faktoren  mit  gleichen  Vorzeichen  geben   ein  posi- 
tives, Faktoren  mit  ungleichen  Vorzeichen  aber  ein 
negatives  Produkt. 

Diese  Zeichenregel  gilt  jedoch  nur  für  ein  Produkt  aus  bloss 
zwei  Faktoren.  Sind  der  Faktoren  mehrere,  so  hängt  das  Vor- 
zeichen des  Produktes  von  der  Anzahl  der  negativen  Faktoren  ab 
und  zwar  in  der  Art,  dass  das  Produkt  stets  positiv  ausfallt, 
wenn  die  Anzahl  der  negativen  Faktoren  gerade  ist,  negativ  da- 
gegen, sobald  die  Anzahl  der  negativen  Faktoren  ungerade  ist. 

Es  folgt  das  unmittelbar  aus  dem  obigen  Satze.  Es  ist  z.B. 
Iii  (+i2).(_  5)  =  —12.5 

2.  (+  12) .  (—  5) .(—  7)  =  (— 12.  5) .  (— 7)  =  -f-  12  .  5  .  7 

3.  (+12) .  (—5) .  (—7) . (—13)  =  (+ 12 . 5  .  7 ) .  (—  13)=  —  1 2.5.7.13 

4.  (+  12)  .  (-  5)  .  (-  7)  .  (-  13) .  (-  9)  = 

(-  12  .5  .  7  .  13). (—9)  =  +  12  .5  .  7  . 13  .  9 

5.  (+  m  J  (—  5)  •  (-  7)  •  (—  13) .  (—  9) .  (—8)* 

1+12.  5. 7. 13. 9).  (—  8)  =  —  12. 5. 7.  13.9.8 
u.  s.  f.,  woraus  man  sofort  erkennt,  dass  wenn  die  Anzahl  der  ne- 
gativen Faktoren  1,  3,  5,  überhaupt   eine  ungerade  ist,  das 
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Produkt  negativ  wird,  positiv  dagegen,  wenn  die  Anzahl  der 
negativen  Faktoren  2,  4,  6   etc.  d.h.  allgemein  eine  gerade  ist. 

K>.  Division.  Hiebei  wird  stets  eine  Grösse  (Quotient; 
gesucht,  welche  mit  dem  Divisor  dureh  Multiplikation  verbunden, 
zum  Produkt  den  Dividenden  gibt.  Sind  45  und  1)  die  absoluten 
Wert  he  von  Dividend  und  Divisor,  so  sind  wieder  folgende  4  Falle 
möglich : 

1.  (+■  45)  :  (+  9)  =  -h  5 

2.  (-1-  45)  :  (—  9)  =  —  5 

3.  (—45)  :  (-f-  9)  =  —  5 

4.  (-45)  :  (— 9)  =  -}-  5. 
Erklärung.    Abgesehen  vom  Vorzeichen  ist  der  Quotient 

offenbar  =  5;  es  fragt  sich  nur:  wann  4-5  und  wann  — 5?  Im 
t-rsten  und  zweiten  Fall  ist  der  Dividend  positiv;  also  nmss  aucb 
das  Produkt  aus  dem  Divisor  in  den  Quotienten  positiv  ausfallen, 
was  nur  möglich  ist,  wenn  der  Quotient  das  nämliche  Vorzeichen 
hat,  wie  der  Divisor )  der  Quotient  muss  daher  im  ersten  FaJl  po- 
sitiv, =  4-5,  im  zweiten  aber  negativ,  =  —  5  sein.  Im  dritten 
und  vierten  Fall  aber  ist  der  Dividend  negativ;  daher  muss  auch 
das  Produkt  aus  dem  Divisor  in  den  Quotienten  negativ  wenden, 
und  das  ist  nur  möglich,  wenn  der  Quotient  das  entgegengetetzte 
Vorzeichen  des  Divisors  erhält;  er  wird  daher  im  dritten  Fall,  wo 
der  Divisor  positiv  ist,  negativ,  im  vierten  aber,  wo  der  Divisor 
negativ  ist,  positiv  ausfallen.  Daher  die  Kegel:  Ist  der  J)  i- 
vidend  positiv,  so  bekommt  der  Quotient  das  Vor- 
zeichen des  Divisors-,  ist  der  Dividend  aber  negativ,, 
so  bekommt  der  Quotient  ein  dem  Zeichen  des  Divi- 
sors entgegengesetztes  Vorzeichen;  —  oder  dann: 

Haben  Dividend  und  Divisor  gleiche  Vorzei- 
chen, so  wird  der  Quotient  positiv;  haben  sie  dage- 
gen entgegngesetzte  Vorzeichen,  so  wird  der  Quo- 
tient negati  v. 

16.  Satz:  Die  negativen  Zahlen  können  angese- 
hen werden  als  kleiner  als  Null  und  zwar  als  um  so 
kleiner,  je  grösser  sie  ihrem  absoluten  Werthe  nach 
s  i  n  d. 

;)  —  1  =  4  Wenn  wir  von  einer  beliebigen  Zahl,  z.  B. 
9  —  2  =  3  von  5,  successive  1,  2,  3,  4,  5,  6  etc.  sub- 
&  —  3  ssz  2  traliiren,  so  ist  klar,  dass  jeder  folgende  Rest 
5  —  4  =        1         um  1    kleiner  als    der  vorhergehende  sein 

Orelli,  Algebra.   2te  Auflage.  2 
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5  —  5  =  0  muss.  In  dieser  Reihe  immer  kleiner  wer- 
5  —  6  ^  _  l  elender  Reste  kommen  die  negativen  Zahlen 
5  _  7  —  2  nach  der  Null;  sie  sind  daher  anzusehen 
5  _  8  U  _  3  als  kleiner  denn  Null;  es  nehmen  ferner 
5  —  9  =  —  4  unter  den  successive  kleiner  werdenden  ne- 
gativen Resten  die  absoluten  Werthe  stets  zu;  es  ist  daher  von 
zwei  negativen  Zahlen  diejenige  als  die  kleinere  anzusehen,  welche 
den  grösseren  absoluten  Werth  hat. 


Zweiter  Abschnitt. 

Die  Tier  ersten  Operationen  mit  Monomen  und  Polynomen. 


17.  Lehrsatz.  Man  kann  bei  einem  Polynom  die  Reihen- 
folge der  Glieder  beliebig  abändern,  ohne  den  Werth  des  Poly- 
noms zu  stören. 

Der  Werth  eines  Polynoms  wird  gefunden,  wenn  man  die  positiven 
Glieder  besonders  addirt,  ebenso  die  negativen  und  dann  diese  bei- 
den entgegengesetzten  Summen  noch  mit  einander  verbindet.  Er 
ist  also  gleich  dem  Ueberschuss  der  Summe  der  positiven  Glieder 
über  die  Summe  der  negativen  oder  umgekehrt.  Gesetzt  z.  B.  die 
Summe  der  positiven  Glieder  sei  um  m  grösser  als  die  der  nega- 
tiven, so  wäre  der  Werth  des  Polynoms  =  -\-  m.  Aendern  wir 
nun  die  Reihenfolge  der  Glieder  beliebig  ab,  so  bleiben  die  früher 
positiven  Glieder  positiv,  die  negativen  bleiben  negativ.  Es  wird 
daher  auch  jetzt  noch  der  Ueberschuss  der  Summe  der  positiven 
Glieder  über  die  Summe  der  negativen  -f-  m  und  somit  der  Werth 
des  Polynoms  noch  -J-  m  sein. 

18.  Lehrsatz.  Aendert  man  bei  einem  Polynom  dü  Vor- 
zeichen sdmmtiicher  Glieder,  so  ändert  der  Werth  des  Polynoms 
nur  sein  Vorzeichen,  nicht  aber  seine  absolute  Grösse. 

Beweis.  Sei  wieder  4-  tri  der  Ueberschuss  der  Summe  der 
positiven  Glieder  über  die  Summe  der  negativen,  d.  h.  der  Werth 
unsers  Polynoms.  Wenn  man  nun  die  Vorzeichen  aller  Glieder 
ändert,  so  werden  die  früher  positiven  Glieder  negativ  und  die 
früher  negativen  Glieder  werden  positiv.  Wenn  also  vorher  die 
Summe  der  positiven  Glieder  um  m  grösser  war  als   die  Summe 


der  negativen,  so  wird  jetzt  die  Summe  der  negativen  Glieder  die 
der  positiven  um  m  Einheiten  überragen,  somit  der  Werth  des  Po- 
lynoms =  —  m  sein. 

Beispiel.  Sei  5a  —  26  -f-  3c  -P  4a*  —  2e  unser  Polynom,  so 
ist  nachzuweisen,  dass  das  durch  Aenderung  der  Vorzeichen  aller 
Glieder  daraus  abgeleitete  Polynom  —  5a  -p  2o  - —  3c  —  4d  -p  2e 
einen  Werth  habe,  der  dem  vorigen  entgegengesetzt  sei. 

In  der  That  findet  man  z.  B.  für  o=  10,  6  =  4,  c  =  8, 
d  =  12  und  e=  15: 

5a_26-p3c-p4d  —  2e  =  50--8 -p24-h48  — 30  =  122  —  38  = 

+  84. 

—  ha  -P  2/>  —  3c  —  U  -P  2e  =  —  50  -P  8  —  24  —  48  -P  30  = 

—  122  -p  38  =  —  84. 

19.    Addition.    Wir  unterscheiden  hier 

a.  Addition  gleichartiger  Monome, 

b.  Addition  ungleichartiger  Monome, 

c.  Addition  eines  Polynoms  zu  einer  beliebigen  Grösse, 
a.    Addition  gleichartiger  Monome. 

Wenn  5a 2 b  und  3a2 b  die  absoluten  Werthe  der  beiden  Mo- 
nome, so  sind  folgende  4  Fälle  möglich : 

1.  (-P  5a26)  h  (-P  iäH)  =  +  SaH 

2.  (-P  5a26)  -P  (—  3a26)  =  -h  2a26 

3.  (—  baH)  -f-  (-P  SaH)  =  —  iafb 

4.  (—  5a2 b)  -P  (—  3a -6)  =  —  8a 2 b 

Der  lste  und  4te  Fall  sind  ohne  weiter  klar;  denn  der  lste  Summand 
— 5a2 b  bedeutet  eine  Summe  aus  5  Summanden,  jeder  = — a26; 
der  2te  Summand —  Sa2b  bedeutet  eine  Summe  aus  3  Summanden,  je- 
der =  —  a-b  ;  in  beiden  Summanden  zusammen  kommt  somit  die  Grösse 

—  a2b  5 mehr  3mal=  8 mal  vor;  die  Summe  ist  daher  =  — Sa2b. 

Betrachten  wir  den  2ten  Fall,  so  ist 
4-5a26  =  (-r-a26)4-(4-«}6)-h(H-a26)-r-(-l-«26)-r-(-Pa26) 
— 3a26  =(—  a26)-P(—  a26)+(—  aH) 

Wenn  wir  nun  addireu,  so  werden  3  Summanden,  jeder 
=  -pa26,  aufgehoben  von  den  3  Summanden,  jeder  =  —  a26, 
und  es  bleiben  nur  noch  2  Summanden,  jeder  =  -p  a2 b ;  die  Summe 
ist  daher  =  -f-  2a 2 6. 

Im  3ten  Fall  haben  wir  analog: 

—  5a26  =  (—  a2o)  +  (—  a26)  +  (—  a26)-h(—  a2&)-P(—  uH) 
+  3«26  m  (+  a26)-|-(-h  •'*)  +  (+  a26) 

2* 
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Nun  werden  3  Summanden,  jeder  =  —  a26,  aufgehoben  von 
den  3  Summanden,  jeder  =  -f-  a~b  und  es  bleiben  daher  noch  2 
Summanden,  jeder  =  —  a-b  \  somit  ist  hier  die  Summe  =  —  2a-/>. 

Wenn  wir  in  allen  diesen  Fällen  das  Resultat  mit  den  bei- 
den Summanden  vergleichen,  so  stellt  sich  heraus,  dass  wir  als 
Summe  der  beiden  gleichartigen  Monome  immer  wieder  ein  M  - 
nom  von  der  nämlichen  Art  erhalten,  dessen  Coeffizient  gleich  ist 
der  Summe  der  Coeflizienten  der  beiden  Summanden.  Wir  haben 
daher  den  Satz: 

Gleichartige  Monome  werden  addirt,  indem  man 
ihre  Coeffizienten  addirt  und  die  Summe  als  Coeffi- 
zient des  nämlichen  Ausdruckes  beibehält. 

b.    Addition  ungleichartiger  Monome. 

Wenn  a  und  b  die  absoluten  Werth e  der  beiden  Monome 
darstellen,  so  sind  folgende  4  Fälle  möglich : 

1.  (+  a)  4-  (+  b) 

2.  (+  a)  +  (-  b) 

3.  (~  «)  +  (+  b) 

4.  (—  a)  +  (—  b) 

So  lange  hier  an  die  Stelle  der  Buchstaben  nicht  spezielle 
Zahlwerthe  gesetzt  werden,  lassen  sich  die  beiden  Monome  nicht, 
wie  im  vorigen  Fall,  in  ein  einziges  zusammenziehen.  Die  Summe 
beider  wird  daher  jedes  Monom  einzeln  enthalten  müssen.  Dage- 
gen lässt  sich  die  Darstellung  noch  etwas  vereinfachen.  Vorerst 
können  wir  die  Klammern  weglassen,  welche  bloss  dazu  dienen, 
die  Vorzeichen  von  den  Operationszeichen  zu  unterscheiden ;  ferner 
können  wir  das  Vorzeichen  -f-  überall  weglassen,  weil  eine  ohne 
Vorzeichen  stehende  Grösse  immer  als  positiv  angesehen  wird 

Wir  bekommen  so  zunächst: 

1.  (+  a)  +  i-H  b)  =      a  4-  b 

2.  (+  a)  -f-  (—  h)  =      a  +  —  b 

3.  (— -  a)  -f-  (4-  b)  =  —  <i  +  b 

4.  (—  a)  +(f~b)  =  —  a  4-  -  b. 

Die  rechten  Seiten  von  (l)und(tt)  lassen  sich  nicht  mehr  ein- 
facher schreiben-,  dagegen  kommt  in  (2)  und  (4) noch  ein  doppeltes 
Vorzeichen  vor.  Nun  wissen  wir,  dass  b  negative  Einheiten  zu 
einer  Grösse  addiren   ganz  dasselbe  ist,  wie  b  positive  Einheiten 

von  derselben  subtrahiren.     Daher  wird   a-\  6  =  a  —  b  und 

ebenso  —  aH  6  =  —  a  —  b  sein,  so  dass  wir  also  nach  aller 

möglichen  Vereinfachung  haben : 


i 


—  21  — 


1.  (4-  a)  -f-  (4-  h)  =      a  \  b 

2.  (+«)  +  (—  ft)  =      a  —  8 

3.  (-a)  4-  (+  6)  =  —  a+  6 

4.  (—  a)  +  (—  6)  =  — a  —  6. 

Die  Vergleichunjr  dieser  Resultate  mit  den  beiden  Summanden 
zeigt,  dass  die  Summe  zweier  Monome  stets  ein  Binom  ist,  beste- 
hend aus  dem  lsten  und  dann  aus  dem  mit  unverändertem  Zeichen 
hinter  das  erste  gesetzten  zweiten  Monom.    Daher  der  Satz: 

Ein  Monom  wird  zu  einem  andern  addirt,  indem 
man  es  mit  unverändertem  Zeichen  hinter  das  erste 
Monom  setzt, 
c.    Addition  eines  Polynoms  zu  einer  beliebigen 
Grösse  (Monom  oder  Polynom). 
1  -f-  (h  -f-  c  —  d)  =  ? 
Das  Polynom  b  +  c  —  d  entsteht ,  wenn  man  die  Einheit 
b  mal  nimmt,  zum  Resultat  das  c  fache  derselben  addirt  und  end- 
lich von  der  Summe  noch  d  Einheiten   abzieht.    Wir  werden  da- 
her auch  das  Polynom   b  -f-  c  —  d  zu  einer  beliebigen  Grösse  A 
addiren,  wenn  wir  zu  A  erst  b  Einheiten   hinzufügen,   das  Resul- 
tat um  c  vermehren  und   von  dem  Ergebniss   noch  d  Einheiten 
subtrahiren.    Wir  bekommen  so  successive 

A  -f-  b 

i  +  i  +  o 
A  -f-  b  -f-  c  —  d. 
Somit  ist  A  ~h  (h  +  c  —  d)  =  A  -f-  b  -f-  c  —  d. 

Die  Summe  der  beiden  Grössen  A  und  b  -f-  c  —  d  besteht 
demnach  1.  aus  der  Grösse  A,  2.  aus  den  mit  unverändertem  ^ei~ 
chen  genommenen  Gliedern  des  Polynoms  b  -f-  c  —  d. 
Daher  der  Satz: 

Ein  Polynom  wird  zu  einer  beliebigen  Grösse  addirt, 
indem  man  die  Glieder  desselben  mit  unveränderten 
Zeichen  hinter  die  ersteGrösse  setzt. 

Ist  A  selber  ein  Polynom,  so  enthält  die  Summe  der  beiden 
Polynome  zunächst  so  viele  Glieder,  als  die  beiden  Polynome  zu- 
sammen Glieder  enthalten.    So  wäre 

[ha—  2b  -h 3c)  -f-  (3a  -f- 5ft  -  4c)  =  5a  —  2b  -f-  3c-f- 3a  -h  56  —  4c. 
Wenn  nun,  wie  hier,  die  beiden  Polynome  gleichartige  Glieder  ent- 
halten, so  lässt  sich  die  Summe  derselben  auf  eine  kleinere  Anzahl 
von  Gliedern  reduziren,  indem  man  die  gleichartigen  Glieder  zu- 
sammenzieht.    Es  ist  nämlich  zunächst 
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5„  _  26  4  3c  4-  3a  4-  56  —  4c  =  5  a  l-  3to  ~  26  4-  56  4  3r  1r. 
Allein  5a  4-  3a  =  8a 

—  26  +  56  =  36 
3c  — 4c  =-c 

Somit       (5a  —  26  4-  3c)  4-  (2a  4-  56  —  4c)  =  Ha  4-  36  —  c. 

Gewöhnlich  nimmt  man  die  Reduktion  der  gleichnamigen 
Glieder  gleich  von  Anfang  vor,  ohne  vorerst  die  Glieder  der  Po 
lynome  mit  unverändertem  Zeichen  hintereinander  zu  setzen.  Zu 
dem  Ende  schreibt  man  die  zu  addirenden  Polynome  so  unterein- 
ander, dass  die  gleichartigen  Glieder  untereinander  zu  stehen  kom- 
men und  addirt  dann  nach  der  oben  abgeleiteten  Regel. 

Beispiel:    (3a  —  56  4-  2c  4  d)  4-  (4a  -f-  86  —  5c)  =  ? 
Ausführung  :  3a  —  56  4-  2c  4-  d 

4a  +  86  —5c 
Summe:    7a  4-  36 — 3c  -4  d 
Verifikation  für  a  =  10,  6=4,  c=  12  und  d  =  20. 

Wir  können  die  Richtigkeit  der  Lösung  dadurch  prüfen,  dass 
wir  für  diese  speziellen  Zahlenwerthe  jeden  einzelnen  Summanden 
ausrechnen ,  dann  deren  Summe  bestimmen  und  nachsehen ,  ob 
das  so  erhaltene  Resultat  übereinstimmt  mit  dem  "Werth,  welchen  die 
Summe  7a  4-  36  —  3c  4-  d  für  diese  speziellen  Zahlwerthe  annimmt. 
Man  findet: 

1.  3a  —  56  -f-  2c  4-  d  m  3p  —  20  -f-  24  -f-  20  =  74  —  20  =  54 

2.  4a  4-  86  —  5c       =  40  4-  32  —  60        =  72  —  60  =  12 

Summe  beider  =60 

Allein  es  ist  auch 

7a  4-  36  —  3c  4-  d  =  70  4-  12  —  36  4-  20  =  102  —36  =  66. 
20.    Subtraktion.    Wir  unterscheiden  hier  wieder 

a.  Subtraktion  gleichartiger  Monome, 

b.  Subtraktion  ungleichartiger  Monome, 

c.  Subtraktion  eines  Polynoms  von  einer  beliebigen 

Grösse. 

a.    Subtraktion  gleichartiger  Monome. 
Es  sind  dabei  hinsichtlich  der  Vorzeichen  wieder  folgende  4 
Fälle  möglich : 

1.  (4-  haH)  —  (4-  3a-6)  =  4-  2a26 

2.  (4-  5a26)  —  (—  3a26)  m  4-  SaH 

3.  (—  5a26)  —  (4-  3a26)  =  —  8a26 

4.  (-5a26)-(-3a26)  =  -  2a26 
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Fall  1.  und  4.  sind  ohne  Weiteres  klar;  denn  offenbar  muss 
man  zu  -h  3a~b  noch  -f-  2a2b  addiren,  um  4-  ba2b  zu  erhalten,  zu 

 3arb  dagegen  noch  — 2a2b,  um  — baH  zu  bekommen.  Bei 

(2)  und  (3)  addiren  wir  zum  Subtrahenden  erst  sein  Entgegenge- 
setztes, dann  bekommen  wir  Null;  hiezu  noch  den  Minuenden.  So 
erhalten  wir  als  Differenz  im  2ten  Fall  -f-  8a2b  und  im  3ten  —  8a*l>. 

In  allen  4  Fällen  ist  die  Differenz  der  gleichartigen  Monome 
wieder  ein  Monom  derselben  Art,  dessen  Coeffizient  gerade  die  Dif- 
ferenz ist  zwischen  dem  Coefnzienten  des  Minuenden  und  dem  des 
Subtrahenden.  (Es  ist  -h  2  die  Differenz  zwischen  den  Coeffizi eil- 
ten -f-  5  und  3,  -f-  8  die  Differenz  zwischen  den  Coefnzienten 
-f-  5  und  —  3  u.  s.  f.)    Daraus  ergiebt  sich  der  Satz : 

Gleichartige  Monome  werden  subtrahirt,  indem 
man  den  Co  e  ff  i  zien  te  n  des  Subtrahenden  von  dem 
des  Minuenden  subtrahirt  und  die  Differenz  als 
Coeffizient  des  nä  m  liehen  Buchstabenausdruckes 
beibehält. 

b.    Subtraktion  ungleichartiger  Monome. 
Wenn  wieder  a  und  b  die  absoluten*  Werthe  der  beiden  Mo- 
nome vorstellen,  so  haben  wir  folgende  4  Fälle: 
h    (+  a)  —  (4-  b) 

2.  (+«)—(_&) 

3.  (_«,)  —  (+  b) 

4.  {-a)-(-b) 

Wir  haben  hier  stets  eine  Grösse  zu  suchen,  welche,  zu  dem 
Subtrahenden  addirt,  den  Minuenden  gibt.  Daher  addiren  wir  zum 
Subtrahenden  zunächst  sein  Entgegengesetztes  und  hiezu  noch  den 
Minuenden.    So  bekommen  wir: 

(+  a)  —  (+  b)  =      a  —  b 

(+  a)  -(—  &)=      a  -f-  0 

(-  o)—  (4-  h)  =  —  a  —  b 

(— b)  =  -a-b 
woraus  sich  ergibt,  dass    ein   Monom  von  einem  andern 
subtrahirt  wird,  indem  man  es  mit  verändertem  Zei- 
chen hinter  das  erste  setzt. 

c.  Subtraktion  eines  Polynoms  von  einer  beliebigen 

Grö  sse. 
A-  {b  —  c  +  fl)  =  ? 
Wir  haben  eine  Grösse  zu  suchen,  welche,  zu  /;  —  c4-  d  ad- 
dirt,  den  Minuenden  A  gibt.    Addiren  wir  zu    b  —  t  +  d  zunächst 
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S  4- c —  rt*,  so  bekommen  wir  Null  ;  dazu  noch  i.  dann  haben 
wir  den  Minuendeu.  Somit  ist  A —  6 -f- c —  d  die  Differenz.  Sie 
besteht  1.  aus  dem  Minuenden  und  2.  aus  den  mit  entgegengesetz- 
ten Vorzeichen  genommenen  Gliedern  des  Subtrahenden.  Daher 
der  Satz: 

Ein  Polynom  wird  von  einer  beliebigen  Grösse 
subtrahirt,  indem  man  die  Glieder  desselben  mit 
veränderten  Vorzeichen  hinterdie  ersteGrössesetzt. 

Ist  hiebei  A  selbst  ein  Polynom,  so  erhalten  wir  als  Diffe- 
renz der  beiden  Polynome  zunächst  ein  Polynom  von  so  vielen 
Gliedern,  als  die  beiden  Polynome  zusammen  Glieder  enthalten. 
Wenn  dann  im  Resultat  noch  gleichartige  Glieder  vorkommen,  so 
lässt  sich  dasselbe  auf  eine  kleinere  Anzahl  von  Gliedern  reduzi- 
ren,  z.  H.: 

(5a—  76  +  12c—  d)  —  (3d-f-  bb  —  8c  +  U>  = 

5a  —  76  4-  12c  —  d  —  3a  —  56  -f-  8c  —  id 
=  5a—  3a—  76  —  56  -f-  12c -f-  Sc  —  d  —  Ad 
=  2a—  126 -f- 20c  —  bd. 

Behufs  Reduktion  der  gleichartigen  Glieder  würde  man  auch 
bei  der  Subtraktion  die  Glieder  der  Subtrahenden  unter  die  ihnen 
gleichartigen  Glieder  des  Minuenden  setzen ;  also 
5a  — 76+  12c—  </ 

3a  4-  56—   8c  -f-  Ad 
-    -  + 
2a— 126  +  20c  —  SA 

Hat  man  endlich  mehrere  Polynome  theils  durch  Addition, 
theils  durch  Subtraktion  mit  einander  zu  verbinden,  so  schreibt 
man  wieder  die  Polynome  mit  ihren  gleichartigen  Gliedern  unter 
einander  und  zwar  die  zu  addirenden  mit  unveränderten,  die 
zu  subtrahirenden  mit  veränderten  Zeichen  aller  ihrer  Glieder 
und  bildet  die  Summe  der  s<>  erhaltenen  Ausdrücke. 

Beispiel:  (ba2  —  3a6  -f-  2c2  -f-4cr/)  —  (3a2  —  5c*  -2*6  +  bcd) 
-h  (6a2  —  7a6  +  3c2  -f-  Acd]  —  (a2  +  Uh  —  4c2  4-  cd)  =  ? 
5„2_3a6-f-2c2-r-  4ctf* 

—  3fl2-h  2</6-r-5c2  —  bcd 
+  6a2  —  7aft  +  3c2-f-  Ud 

—  a2 —  or/6-f-4c2 —  cd 
Summe!     7  a2— lüb\~l  4c24-2cd 
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Verifikation  für  a  =  10 

b  =  1 
c=  2 
4=  3. 

5a2  —  34t  -f-  2c2  4-  4 er/  =      500  -  80  4-  8  4-  24  =  4-  502 

—  3/7*  4-  2^6  -|-  5c2  —  bed  =  —  300  4-  20  4-  20  — *  30  =  —  290 
6<i2  —  7^6  4-  3c2  4-  M  =      600  —  70  4-!  12  4-  24  =  4-  566 

—  fl2—  3q6  4-  4r2—    rv/  =  —  100  —  30  4-  16  —  6  =  —  120 
"Summe  =  502  4-566  —  290  —  120  =  1068  —  410  =  4-  658 

Es  ist  aber  auch 
7a2—llfl64-14c24-2crf=7O0— 1104-564-12=768  — 110^4-658, 
wie  oben. 

21.  Diese  fiir  die  Addition  und  Subtraktion  unter  der 
Voraussetzung,  dass  die  Buchstaben  an  sich  positive  Zahlen  bedeu- 
ten, aufgestellten  Sätze  gelten  unverändert,  auch  wenn  die  Buch- 
staben an  sich  negative  Zahlen  vorstellen  ;  denn  auch  da  reduzirt 
sich  jedes  Monom  auf  eine  positive  oder  negative  Zahl,  so  dass 
durch  die  Substitution  an  sich  negativer  Zahlen  an  die  Stelle  der 
einzelnen  Buchstaben  durchaus  keine  neuen  Fälle  entstehen.  Uebri- 
gens  ist  es  sehr  leicht,  in  jedem  besondern  Fall  nachzuweisen,  dass 
wenn  man  in  dem  Endresultat  an  die  Stelle  der  einzelnen  Buch- 
staben negative  Zahlwerthe  einsetzt,  man  ganz  dasselbe  Resultat, 
erhält,  wie  wenn  man  gleich  Anfangs  diese  negativen  Werthe  ein- 
setzt und  dann  die  angedeuteten  Operationen  ausführt.  So  fanden 
wir  z.  B. :  (—  a)  —  (4-  b)  =  -  ~  a  —  b. 

Wenn  nun  a  und  b  an  sich  negativ  sind,  z.  B.  a  =  —  a4 
und  b  =  —  b\  so  ist  —  a  —  b  &  —  ( —  a')  —  (—  b')      h*  4-  b'. 

Dasselbe  bekommen  wir  aber  auch,  wenn  wir  gleich  in 
( —  a)  —  (4-  b)  für  a  und  b  diese  Werthe  einführen. 

Wir  haben  dann : 
(—  a)—  (4- 6)  ==  (4- «')  —  (—  b')  =rt'4-ft',  wie  oben. 

Multiplikation. 

22.  Lehrsatz.  Man  kann  bei  einem  Produkt  mehrerer 
Faktoren  die  Reihenfolge  derselben  beliebig  abändern,  ohne  den 
Werth  des  Produktes  zu  störeü. 

Wir  beweisen  den  Satz: 

1.  für  positive  ganzzahlige, 

2.  für  positive  gebrochene, 

3.  für  negative,  ganze  und  gebrochene  Faktoren. 
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Für  ein  Produkt  von  2  ganzzahligen  positiven  Faktoren  ist 
der  Satz  schon  in  No.  5  bewiesen.  Haben  wir  aber  ein  Produkt 
mehrerer  Faktoren,  so  sei  P  das  Produkt  aller  den  2  letzten  voraus- 
gehenden Faktoren,  dann  behaupten  wir  zunächst,  dass  in  dem  Pro- 
dukt Pinn  die  beiden  letzten  Faktoren  vertauscht  werden  können, 
ohne  dass  der  "Werth  des  Produktes  sich  ändert,  das  also  Pmn  == 
Pn.m.  In  der  That  ist  Pm  =  P4-  P  4  P  4-  P4-  (mmal). 
RH.fl  aber  bedeutet  eine  Summe  von  n  Summanden,  jeder  =  Pm 
oder  =  P-f-  P-f-  P-f-  P+  v. .  (m  mal) ;  somit  ist 

Pmn  =  PH-  P  4-  P  4  P  4-  •  •    (m  mal ) 
P4P4P4P4-. 

p+p+p+  p+;.. 

wo  wir  w  horizontale  Reihen  und  in  jeder  fit  Summanden  haben 
=  P.  Die  Summe  aller  dieser  Grössen  können  wir  auch  auffassen 
als  bestehend  aus  m  Vertikalreihen ;  in  jeder  Vertikalreihe  kommt  P 
n  mal  als  Summand  vor;  folglich  ist  der  Werth  einer  Vertikalreiho 
=  P.n  und  da  wir  m  solche  Vertikalreihen  haben,  so  ist  die  Ge- 
sammtsumme  auch  =  Pn.m ;  also 

Pmn  —  Pnm. 

Betrachten  wir  nun  das  Produkt  abv.de *  so  ist  es  unter  An- 
wendung dieses  Satzes  =  abced.  Betrachten  wir  hier  für  sich  das 
Produkt  ahce,  so  können  wir  für  dasselbe  setzen  das  ihm  gleiche 
Produkt  abec,  wodurch  abced  =  abecd.  Hier  können  wir  wieder 
das  Produkt  der  3  ersten  Faktoren  abe  ersetzen  durch  aeb  und 
endlich  ae  durch  ea.  Wir  bekommen  somit  nach  einander:  abcde 
=  abced  =  abecd  =  aeb  cd  =  eabcd,  woraus  wir  erkennen,  dass  man 
den  Faktor  e  successive  an  jede  Stelle  des  Produktes  setzen  kann, 
ohne  den  Werth  des  Produktes  zu  ändern.  Dasselbe  gilt  von  je- 
dem andern  Faktor;  man  kann  folglich  einmal  in  einem  Produkt 
positiver  und  ganzzahliger  Faktoren  jeden  Faktor  successive  an 
jede  Stelle  des  Produktes  setzen ,  ohne  den  Werth  desselben  zu 
ändern. 

Haben  wir  ein  Produkt  gebrochener  Faktoren,  so  lässtsich  auch 
da  wieder  zeigen,  dass  man  die  2  letzten  mit  einander  vertauschen 
kann,  ohne  den  Werth  des  Produktes  zu  ändern.    Denn  wenn  wie- 

n  t 

der  P  das  Produkt  der  den  2  letzten  Faktoren  —  und  — voraus- 

m  s 

gehenden  Faktoren  bezeichnet,  so  ist  zunächst 
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p   —  -  =  P.  —  =  P.  ™  =  P .  -  •  - 
'ms  ms  sm  s  m 

Man  kann  also  wirklich  die  2  letzten  Faktoren  mit  einan- 
der vertauschen.    Nun  folgt  wieder  in  ganz  ähnlicher  Weise,  wie 

,.  ,       ,      a      c       e      g      n         a      c       e      n  g 
früher,  dass  ~r  .  —r  -  —p  -  -r~  •  —  =  ~iT  •  TT  •  ~7~  •  "^T  *  ~T 
'  b      d       f      h      m         h      (I       f      m  h 

a      c      n      e      g        a      n      c       e  g 

^b'd'm'f'h        b'm'd'f  h 

—  .  —  .  —  .  —  .  -7-  d.  h.,  dass  man  in  einem  Produkt  moh- 
m      b      d       f  h 

rerer  gebrochenen  Faktoren  den  letzten  Faktor  successive  an  jede 
Stelle  des  Produktes  setzen  kann,  ohne  den  "Werth  des  Produktes 
zu  andern;  der  Satz  gilt  also  auch  für  gebrochene  positive  Faktoren. 

Wenn  endlich  die  Faktoren  unsers  Produktes  negativ  sind, 
gleichviel  ob  ganz  oder  gebrochen,  so  ist  dieses  Produkt  jedenfalls 
einmal  dem  absoluten  Werthe  nach  gleich  dem  Produkt  der  näm- 
lichen, aber  positiv  genommenen  Faktoren.  In  einem  Produkt 
positiver  Faktoren  darf  man  aber  die  Reihenfolge  beliebig  abändern, 
ohne  den  Werth  des  Produktes  zu  stören.  Es  wird  somit  auch 
in  unserm  Produkt  der  absolute  Werth  nicht  geändert,  wenn 
man  schon  die  Faktoren  mit  einander  vertauscht.  Sollte  also  eine 
Aenderung  in  der  Reihenfolge  der  Faktoren  einen  Einfluss  auf 
den  Werth  des  Produktes  haben,  so  wäre  das  jedenfalls  nur  in 
Bezug  auf  das  Zeichen  möglich.  Allein  wir  wissen,  dass  das 
Vorzeichen  eines  Produktes  negativer  Faktoren  nur  von  der  An- 
zahl, nie  aber  von  der  Reihenfolge  der  Faktoren  abhängt. 
Wenn  wir  daher  bei  einem  Produkt  negativer  Faktoren  die  Reihen- 
folge beliebig  ändern,  so  wird  dadurch  weder  der  absolute  Werth, 
noch  das  Vorzeichen  des  Produktes  geändert;  folglich  bleibt  das 
Produkt  sich  gleich. 

23.  Lehrsatz.  Um  man  eint  Grösse  mit  einem  Produkt 
mehrerer  Faktoren  zu  mnltipliziren,  so  kann  man,  statt  die  Grosse 
mit  dem  ausgerechneten  Produkt  zu  multipliziren,  sie  auch  succes- 
sive mit  jedem  einzelnen  Faktor  multipliziren. 

Um  a  mit  bed  zu  multipliziren,  hat  man  das  Produkt  aus  dem 
Multiplikanden  so  entstehen  zu  lassen,  wie  der  Multiplikator  bed 
aus  der  positiven  Einheit  abgeleitet  wird.  Allein  bed  kann  aus  der 
Einheit  dadurch  abgeleitet  werden,  dass  man  entweder  die  positive 
Einheit  auf  einmal  bed  mal  als  Summand  setzt,  oder  dann  auch  da- 
durch, dass  man  dieselbe  erst  b mal  nimmt,  was  herauskommt  mit  c  und 
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dieses  Resultat  endlich  noch  mit  d  multiplizirt.  Wir  können  da- 
her auch  das  Produkt  aus  dem  Multiplikanden  a  entweder  entstehen 
lassen,  indem  wir  diesen  gleich  bcd  mal  als  Summand  setzen,  welche 
Summe  durch  abcd  angedeutet  wird  —  oder  dann  dadurch,  dass 
wir  ihn  erst  mit  6  multipliziren,  was  herauskommt,  mit  c  und  das 
neue  Resultat  noch  mit  d.    Wir  erhalten  auf  die  letzte  Art: 

a  x  6  =  ab 
ab  x  c  =  abc 
abc  X  d  =  abcd 
Beispiel :  9x  5.10.  4  =  9.  200  =  1800. 
Es  ist  aber  auch  9  X   5  =  45 

45  x  10  =  450 
450  X  4  =  1800 

2.  Beispiel 4x9.5.8=? 
45 

1.  Art:    4^X  9.5.8  =  /5  X  360~  ^=7.8  =  5, 

2.  Art.  &  x  Ö  Mi] 

iX5  =  7 

 7x8  =  56) 

somit  T\  x  9.5.8  =  56. 

"24.  Lehrsatz.  Umgekehrt  kann  ein  Produkt  mehrerer  Fak- 
toren mit  einer  Grösse  auch  dadurch  multiplizirt  werden,  dass 
man  nur  irgend  einen  der  Faktoren  mit  dieser  Grösse  mvltipli- 
zirt  und  die  übrigen  als  solche,  unverändert  beisetzt. 

Hat  man  also  z.  B.  abc  mit  d  zu  multipliziren,  so  kann  man, 
statt  das  ausgerechnete  Produkt  abc  mit  d  zu  multipliziren,  auch 
entweder  den  lsten  Faktor  a  mit  d  multipliziren  und  den  2ten  und  3ten 
unverändert  heisetzen  oder  den  2ten  Faktor  b  mit  d  multipli- 
ziren und  den  lsten  und  3ten  unverändert  beibehalten,  oder  end- 
lich den  3ten  c  mit  d  multipliziren  und  a  und  b  unverändert  bei- 
setzen. 

Beweis.  Es  ist  abc  X  d  =  abcd.  Allein  in  einem  Produkt 
kann  man  die  Reihenfolge  der  Faktoren  beliebig  abändern,  ohne 
den  Werth  des  Produktes  zu  stören.  Es  ist  also  abcd  auch  = 
adbc,  welches  Produkt  man  sich  aus  abc  entstanden  denken  muss, 
indem  man  a  mit  d  multiplizirt  und  die  beiden  andern  Faktoren 
unverändert  beisetzt.  Ferner  ist  abcd  =  a  bd  c,  ein  Produkt,  das 
man  sich  aus  ahc  dadurch  entstanden  denken  kann,  dass  man  den 
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2ten  Faktor  b  mit  e?  multiplizirt,  den  lstcn  und  3ten  aber  unverändert 

beisetzt. 

Endlich  ist  abcd  =  ab  cd,  ein  Produkt,  welches  aus  abc  her- 
vorgeht, wenn  man  den  3ten  Faktor  c  mit  d  multiplizlrt,  den  lsten 
und  2ten  aber  unverändert  beisetzt. 

Beispiel.  7  .  12  .  10  x  6  =  840 .  6  s  5040 
Es  ist  aber  auch 

1.  7  .  12  .  10  X  6  =  42  .  12  .  10  =  5040 

2.  7.12.10X6=   7.72.      =  5040 

3.  7.12.10  X  6  =   7.12.60  =  5040. 

25.  Lehrsatz.  Polenzen  mit  gleichen  Grundfaktoren  wer- 
den mit  ttnqtidcr  multiplizirt,  indem  man  ihre  Exponenten  addirt 
und  die  Stemme  oh  Exponent  des  nämlichen  Grund faktors  bei- 
behält. 

Es  ist  also  z.  B.  a~  .  n*  =  a7+5  =  a1'2. 

Die  Multiplikation  von  a1  mit  a5  oder  mit  a  .  a  .  a  .  a  .  a 
wird  nach  Satz  24  ausgeführt;  indem  man  a1  successive  mit  je- 
dem der  in  a5  enthaltenen  Faktoren  multiplizirt.  Bei  jeder  dieser 
Multiplikationen  tritt  ein  Faktor  a  neu  hinzu;  im  Ganzen  kommt 
also  zu  a'  noch  5  mal  der  Faktor  a  hinzu,  d.  h.  das  Produkt  ist 
aufzufassen  als  bestehend  aus  7 -}- 5  =  12  Faktoren,  jeder  =  a, 
oder  als  a12. 

Ebenso  wäre  allgemein  am  .  an  =  am+n. 

2G.  Multiplikation  von  Monomen. 

12a5  63  c2rf4  X  7,/°-&«c2  =  ? 
Wir  fassen  den  Multiplikator  7a2bf*c*  als  ein  Produkt  aus 
mehreren  Fakturen  auf.  Nach  Satz  2-1  wird  die  Multiplikation 
ausgeführt,  indem  wir  den  Multiplikanden  successive  mit  jedem 
Faktor  des  Multiplikators  multipliziren,  wodurch  wir  so  viele  Mul- 
tiplikationen bekommen,  als  der  Multiplikator  Faktoren  enthalt. 
Da  aber  der  Multiplikand  selber  ebenfalls  ein  Produkt  aus  meh- 
reren Faktoren  ist,  so  wird  jede  dieser  einzelnen  Multiplikationen 
dadurch  ausgeführt,  dass  wir  nur  einen  Faktor  des  Produktes  mit 
der  Grösse  multipliziren.    Wir  bekommen  also 

\2a» b*c2d*  X  7   =  8ia:,63c2d4 

8ia563c2d4  X  a'1  =  8  ia7fc;lc2</* 

84a763c2</4  X  66  =  84taH9c-d% 

84a76V</4  X  c3  =  8±aH*c-d* 
somit  12a:,63c2</4  x  7aV'cn  =  SU  »<r'c :>d*. 
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Es  stellt  sich  hiebei  heraus,  dass  das  Produkt  zweier  Monome 
immer  wieder  ein  Monom  ist,  welches  enthält 

1.  das  Produkt  der  beiden  Coetfizienten  als  Coeffizieut, 

2.  die  den  beiden  Monomen  gemeinschaftlichen  Buehstabenfakto- 
ren,  jeden  auf  einer  Potenz,  deren  Exponent  gleich  ist  der 
Summe  der  Exponenten  dieses  Buchstabens  in  den  beiden  Fak- 
toren, 

3.  die  nicht  gemeinschaftlichen  Buchstabenfaktoren  mit  unverän- 
derten Exponenten. 

Wir  können  kurz  auch  sagen:  Ein  Monom  wird  mit  ei- 
nem andern  mul  t  ip  Ii  z  i  r  t,  indem  man  das  erstesucces- 
sive  mit  jedem  Faktor  des  zweiten  multipliz  ir  t. 
27.  Multiplikation  eines  Polynoms  mit  einem  Monom. 
(a  +  b  —  c)X  d  ^=  ? 

Ueber  die  im  Multiplikanden  vorkommenden  BuehstabengrÖs- 
sen  machen  wir  gar  keine  Voraussetzung;  sie  können  ganz  belie- 
bige Bedeutung  haben.  Dagegen  müssen  wir  beim  Multiplikator 
d  folgende  Fälle  unterscheiden: 

1.  d  ganz  und  positiv, 

2.  d  positiv,  aber  gebrochen, 

3.  d  negativ,  ganz  oder  gebrochen. 

Ist  d  eine  positive  ganze  Zahl,  so  hat  man  eine  Summe  zu 
bilden  aus  d  Summanden,  jeder  gleich  dem  Multiplikanden  a-W>  —  c. 
Wir  haben  demnach  das  Produkt: 

a-f-  b —  c 

a  +  b  —  c 

a     b  —  c 

a  -V-  b  —  c 


Hiebei  kommt  aber  jedes  Glied  des  Multiplikanden  d  mal  als 
Summand  vor.  Wir  haben  demnach  als  Produkt:  ad-\-bd  —  cd 
oder  es  ist  (a-f-6  —  c)  X  d  =  ad-\-bd  =  cd,  woraus  wir  erkennen, 
dass  ein  Polynom  mit  einer  posi  tiven  ganzen  Zahl 
dadurch  mult i p Ii z i  rt  wird,  dass  man  jedes  Glied  des 
Polynoms  mit  dieser  ganzen  Zahl  multiplizirt  und 
die  Resultate  addirt. 

V 

Ist  2.  der  Multiplikator  eine  gebrochene  Zahl       ,  so  geht 


—   31  — 


er  aus  der  positiven  Einheit  hervor,  indem  man  den  qten  Theil  der- 
selben pmal  nimmt.  Wir  müssen  daher  auch  1.  von  dernl  Multi- 
plikanden a  -\-  b  —  c  den  qten  Theil  nehmen,  2.  das  Resultat  noch 
mit  p  inultipliziren.  Wir  hätten  also  zunächst  das  Polynom  a-H>=—  c 
durch  die  positive  ganze  Zahl  q  zu  dividiren.  Da  behaupten  wir, 
das  könne  dadurch  ausgeführt  werden,  dass  wir  jedes  Glied  des 
Polynoms  durch  q  dividiren  und  die  Resultate  addiren,  behaupten 
alsu,  es  sei 

t                 a      b  c 
(a  +  b  —  c):  q  =  1  

4     «  7 

In  der  That  hat  1  die   Eigenschaft,  mit  dem 

7      q  7 

Divisor  q  multiplizirt,  zum  Produkt  den  Dividenden  a  -f-  b  —  c  zu 

geben.     Denn  da  q    eine  positive  ganze  Zahl,  so  wird  nach  dem 

bereits  Bewiesenen 

/  a      b        c  v         a  b  c  . 

I  1_  1  q  ss  —  .  q  \  .  n  .  q  =  a  +  b  —  c 

\  q     q     q  '       7        q  q 

sein.  Es  ist  somit  der  r/te  Theil  von  a  h  h      c  deich  —  H  -. 

q    q  q 

Dieses  Resultat  müssen  wir  noch  mit  p  multipliziren.  Da  aber  p 
eine  positive  ganze  Zahl,  so  wird  nach  dem  Obigen 

iab        r.  v         ap      bp       cp  , 

I  1  I  p  =  — -| — L  —  sein,  und  somit 

\q     q     q  f       q     q  q 

(Ä  +  6_C).!L  Ä«iL+ 

q      q      q  q 

ein  Resultat,  das  man  einfach  erhält,  wenn  man  jedes  Glied 
des  Multi  plik  anden  mi  t  dem  Multiplikator-^-  mul- 

q 

t  i  p  1  i  z  i  r  t  und  die  Resultate  a  d  d  i  r  t. 

Ist  endlich  der  Multiplikator  d  eine  negative  ganze  oder 
gebrochene  Zahl,  also  d  =  — d',  wo  d'  auch  gebrochen  sein  kann, 
so  entsteht  —  (/'  aus  der  positiven  Einheit,  wenn  man  von  dieser 
zuerst  das  Entgegengesetzte  nimmt,  also  —  1,  und  das  Resultat 
noch  mit  d'  multiplizirt.  Also  werden  wir  auch  das  Produkt  aus 
dem  Multiplikanden  a  -+-  6  —  c  ableiten,  wenn  wir  zuerst  von  die- 
sem das  Entgegengesetzte  nehmen,  wodurch  wir  —  a  —  b  -h  c  er- 
halten, und  dann  dieses  Ergebniss  noch  mit  der  positiven  Zahl  d1 
multipliziren.    Allein  ( —  a  —  b  +  c)  .  d'  =  —  ad'  —  bd'  -f-  cd'. 

Wir  haben  demnach: 

(a  -I-  b  —  c) .  (—  d')  =  -  ad'  ~  bd'  4-  cd' . 
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Hier  ist  aber  wieder  jedes  Glied  des  Produktes  gerade  das 
Produkt  aus  dem  entsprechenden  Gliede  des  Multiplikanden  in  Umi 
Multiplikator  —  d\  und  wir  haben  daher  für  alle  betrachteten 
Fälle  das  Resultat,  dass  ein  Polynom  mit  einein  Monom 
inul  tip  lizirt  wird,  wenn  man  jedes  Glied  des  Poly- 
noms mit  dem  Monom  mul  tip  lizirt  und  die  Resultate 
addi  rt. 

28.  Multiplikation  eines  Monoms  mit  einem 

Poly  no  m. 

Hat  man  a  zu  multipliziren  mit  b  -f-  c  —  r/,  so  muss  das 
Produkt  aus  dem  Multiplikanden  a  so  gebildet  werden,  wie  der 
Multiplikator  6-f-c- — d  aus  der  positiven  Einheit  herleitbar  ist. 
Dieser  wird  aber  erhalten,  wenn  man  die  positive  Einheit  zuerst 
mit  6,  dann  mit  c  multiplizirt  und  die  Resultate  addirt,  endlich 
noch  von  der  Summe  das  d  fache  der  positiven  Einheit  subtrahirt. 
Wir  müssen  daher  auch  den  Multiplikanden  a  mit  6,  dann  mit  c 
multipliziren,  die  Resultate  addireu  und  endlich  von  der  Summe 
ab  +  ac  das  d  fache  von  a  subtrahiren.    Wir  bekommen  so 

ax(b+c  —  d)  as  ab  -f-  ac  —  ad, 
woraus   hervorgeht,  dass  ein  Monom  mit   einem  Polynom 
multiplizirt  wird,  indem  man  das  Monom  mit  jedem 
Gliede  des  Polynoms  multiplizirt  und  die  Resultate 
addirt. 

29.  Multiplikation  zweier  Polynome. 

(5a  4-  2b  —  3c  +  d) .  (e  -  f  +  g)  =  ? 
W7ir  denken  uns  für  einen  Augenblick  im  Multiplikator  au 
die  Stelle  der  einzelnen  Buchstaben  spezielle  Zahlwerthe  eingesetzt 
und  die  angedeuteten  Operationen  ausgeführt,  so  erhalten  wir  den 
Werth  des  Multiplikators,  den  wir  mit  V  bezeichnen  wollen.  In- 
dem wir  nun  den  Multiplikanden  mit  dem  Werth  V  des  Multipli- 
kators multipliziren,  werden  wir  den  Werth  des  Produktes  bekom- 
men; wir  haben  daher  nach  Satz  27: 

(5a  +  26  —  3c  +  r/)  .  V  ==  5a  V+2b  V  —  3c  V+d  V. 
Wenn  wir  für  den  Werth  V  des  Multiplikators  wieder  den 
Multiplikator  e — f+9  selber  setzen,  ändern  wir  jedenfalls  den 
WTerth  des  Produktes  nicht.    Unter  Anwendung  von  Satz  28  be- 
kommen wir  nun 

5aF=  5a(e  —  f+g)  =  bae  —  5a/*-f-  bay 
2bV=2b(e—f-{-g)  =  2be—2b[+2bg 


—   33  — 


—  U  V  =  —  3i:  (e  —/'+  y)  =  —  See     3</—  3r# 
gg^       d(e  —  f-j-g)  =       de  —  df+  dg 

Somit 

 (5g  +  26  —3c  4-d)  (e  —  f+g) 

hat — baf-\-roag 

+2be—2bf+2bg 

— 3ce+3cf — 3c# 

Wir  liaben  hier  in  der  Jsten  Zeile  die  Produkte  aus  dem  lsten 
Glied  des  Multiplikanden  in  jedes  Glied  des  Multiplikators,  in  der 
2ten  Zeile  die  Produkte  aus  dem  2ten  Glied  des  Multiplikanden  in 
jedes  Glied  des  Multiplikators  u.  s.  f.  Das  Tntalprodukt  ist  somit 
nichts  anderes  als  die  Summe  der  Produkte  aus  jedem  Glied  des 
Multiplikanden  in  jedes  Glied  des  Multiplikators.  Daher  der  Satz: 
Ein  Polynom  wird  mit  einem  andern  multipli- 
zirt, indem  man  jedes  Glied  des  Multiplikanden  mit 
jedem  Gliede  desMultiplikators  multiplizirt  und  die 
Resultate  a  d  d  i  r  t. 

Wesentlich  ist  hiebei  nur,  dass  jedes  Glied  des  Multiplikan- 
den mit  jedem  Glied  des  Multiplikators  multiplizirt  werde;  die 
Reihenfolge  ist  dabei  gleichgültig.  Behufs  Vermeidung  von  Feh- 
lern ist  jedoch  eine  bestimmte  Ordnung  rathsam.  Man  kann  nun 
hiebei  eine  doppelte  Anordnung  befolgen: 

1.  Entweder  die  Anordnung  beibehalten,  auf  welche  wir  bei 
der  Ableitung  des  Verfahrens  gestossen  sind  und  die  darin  besteht, 
dass  man  der  Reihe  nach  das  lste,  dann  das  2te,  3te  und  4te  Glied 
des  Multiplikanden  u.  s.  f.  mit  jedem  Gb'ede  des  Multiplikators 
multiplizirt.  Wir  erhalten  dabei  so  viele  Reihen,  als  der  Multipli- 
kand Glieder  hat,  in  jeder  Reihe  selber  aber  so  viele  Glieder,  als 
der  Multiplikator  Glieder  enthält.  Wenn  wir  eine  solche  Reihe 
ein  Partialpr  odukt  nennen  und  der  Multiplikand ,  wie  oben, 
4,  der  Multiplikator  aber  3  Glieder  enthält,  so  bekommt  man  bei  die- 
ser Anordnung  4  Partialprodukte,  jedes  mit  3  Gliedern,  woraus  folgt, 
dass  das  Totalprodukt  4.3  =  12  einzelne  Glieder  kekommen  muss. 

2.  Oder  man  kann  zuerst  alle  Glieder  des  Multiplikanden 
mit  dem  lsten,  dann  alle  Glieder  desselben  mit  dem  2ten  Glied  des 
Multiplikators  multipliziren,  u.  s.  f.  Man  erhalt  alsdann  so  viele 
Partialprodukte,  als  der  Multiplikator  Glieder  zählt,  und  in  jedem 
Partialprodukt  so  viele  Glieder,  als  der  Multiplikand  Glieder  ent- 
hält.   Das  Totalprodukt  wird   also   vor  der  Reduktion   so  viele 
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Glieder  enthalten,  als  das  Produkt  aus  der  Gliederzahl  des  Multi- 
plikanden in  die  Gliederzahl  des  Multiplikators  anzeigt.  Bei  m 
Gliedern  im  Multiplikanden  und  n  Gliedern  im  Multiplikator  wäre 
7/1. n  die  Gliederzahl  des  Produktes. 

30.  Um  die  Reduktion  der  gleichartigen  Glieder  des  Pro- 
duktes sich  zu  erleichtern,  ordnet  man  Multiplikand  und  Multipli- 
kator nach  fallenden  oder  steigenden  Potenzen  eines  Buchstabens, 
der  dann  H  a  u p  t-  oder  0  r  d  n  u  n g s  b  u  c  h s  t  a  b  e  genannt  wird.  Ein 
Polynom  nach  fallenden  Potenzen  ordnen  heisst  die  Glieder 
desselben  so  aufeinander  folgen  lassen,  dass  der  Exponent  des  Ord- 
nungsbuchstabens von  Glied  zu  Glied  abnimmt.  Wir  wollen  in 
der  Folge  stets  die  zweite  der  vorhin  erwähnten  Anordnungen  be- 
folgen d.  h.  den  ganzen  Multiplikanden  mit  dem  ersten,  dann  mit 
dem  zweiten  Glied  des  Multiplikators  multipliziren  u.  s.  f.,  und  dann 
die  Partial produkte  so  unter  einander  setzen,  dass  die  Glieder  ei- 
nes jeden  folgenden  unter  die  ihnen  gleichartigen  der  vorhergehen- 
den zu  stehen  kommen. 

Erstes  Beispiel. 
(x«+Qx4y+  lx3y2—  4x2y3—  '2xyA-t-ys)  •  {x*+±x2y+2xy2— y3) 
x*+  6a?Vf-  lx«y2—  4a?6t/3—  ^xU/-\-  x8y5 

-t-  4a;7y-f-24a;ö?/2-f-28a)6?/3-  I6V1/4—  $x3y5+4:X2y6 

4-  2x6y2-\-V2.r5y3+\4x*yi-  Sx3y5— 4x2y6-h2xy1 

 ■  —    x*y*—  Gay—  7x3y5+4x2y<l-\-2xy1  y* 

x84-"l0x7«/-r-33a;6</2-f-35xV— 10a?y— 2->x3y5+4x2y*+*JTy''—yH 
Zweites  Beispiel. 

(x4— iax3+§a*x2— $a3x+iy)  .  (x2+§ax+%a2) 
x«  -%a.r6+la2x4— \a3x3  +ia4x2 

+<]ax6—  ^x'-r-^^x'—^a'x2  +%a5x 
 -t-la2x4l— ja3x3  -h*a4x2  —±a*x  ±£$0* 

31.  Wenn  wir  a-\-b  und  a — b  mit  sich  selbst,  ferner  a-\-b  mit 
a — fr  multipliziren,  so  erhalten  wir: 

1.  (q+6)  (arjrt)  2.  (a—b)  (a—b)  3.  (a+6)  (a—b) 

a2+ab  a2—ab  a2-{-ab 

-\-ab-\-b*   —  ab+b2  —  ab— -6 2 

a*+2ab+b2'~~  a2—2ab+b2  a2—b2 

Wir  haben  also 
h    {a  +  b)2=a2  —  2ab  +  b2  oder  =  a2  +  b2  —  2ab 
d.h. in  Worten  das  Quadrat  der  Summ  e  z  wei  e  r  G  rö  ss  en  ist 
gleich  d  em  Quadrat  der  ersten   mehr  dem  doppelten 
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Produkt  aus  der  ersten  in  die  zweite  mehr  dem  Qua- 
drate der  zweiten  oder  gleich  der  Summe  der  Qua- 
drate der  beiden  Grössen  mehr  dem  doppelten  Pro- 
dukt derselben. 

2.    (a-f-  b)*  =  a2  —  2ab  +  b2  m  a2  -|-  b2  —  "2ab 
d.h.  das  Quadrat    der   Differenz  zweier  Grössen  ist 
gleich  der  Summe  der  Quadrate  beider  Grössen  we- 
niger ihrem  doppelten  Podukt. 

3.  (a-|-&)  (a  —  b)  =a2 — b2  d.h.  die  Summe  zweier 
Grössen,  mit  ihrer  Differenz  m  ul  tip  liz  i  rt,  ist  gleich 
der  Differenz  ihrer  Quadrate.  Wenn  wir  diese  Gleichung 
rückwärts  lesen,  also 

a2 —  62  =  (fl-{-6)  (a — 6),  so  heisst  sie: 

Die  Differenz  zweier  Quadrate  ist  zerlegbar  im 
ein  Produkt  aus  der  Summe  der  Wurzeln   (a  und  b)  in 
die  Differenz  derselben. 

32.  Lehrsatz.  In  dem  geordneten  Produkt  zweier  geord- 
neten Polynome  ist  stets  das  erste  Glied  das  genaue  Produkt  der 
beiden  ersten,  das  letzte  das  genaue  Produkt  der  beiden  letzten  Glieder. 

Wir  wollen,  um  uns  bestimmter  aussprechen  zu  können,  etwa 
annehmen,  der  nach  fallenden  Potenzen  von  x  geordnete  Multipli- 
kator sei  ein  vollständiges  Polynom  vom  dritten  Grade,  enthalte  also, 
wie  in  dem  ersten  Beispiel  von  Nro.  30,  Glieder  mit  a?3,  mit  x2, 
x  und  ohne  x.  Dann  wird  offenbar  einmal  jedes  Glied  des  ersten 
Partialproduktes  den  Ordniingsbnchstaben  in  einer  um  drei  Einheiten 
höhern  Potenz  enthalten,  als  das  entsprechende  Glied  des  Multipli- 
kanden, folglich  dieses  erste  Partialprodukt  wie  der  Multiplikand  ge- 
ordnet sein.  Ans  gleichem  Grunde  wird  das  durch  Multiplikation  mit 
dem  zweiten  Gliede  des  Multiplikators  (dem  Gliede  mit  x2)  entste- 
hende zweite  Partialprodukt  geordnet  sein,  wie  der  Multiplikand  und 
zudem  jedes  seiner  Glieder  den  Ordnungsbuchstaben  in  einer  um  1 
niedrigem  Potenz  enthalten ,  als  das  gleichvielte  Glied  des  er- 
sten Partialproduktes,  woraus  folgt,  dass  das  erste  Glied  des  ersten 
Partialproduktes  sich  mit  keinem  Gliede  des  zweiten  Partialpro- 
duktes zusammenziehen  lasst.  Noch  weniger  ist  aber  eine  Zu- 
sammenziehung des  ersten  Gliedes  vom  ersten  Partialprodukt  mit 
Gliedern  der  zwei  folgenden  Partialprodukte  möglich ;  denn  jedes  von 
diesen  ist  geordnet  wie  der  Multiplikand  und  enthält  in  jedem  Gliede 
den  Ordmmgsbuehstaben  in  einer  um  1  niedrigem  Potenz  als  das 
entsprechende  Glied  des  unmittelbar  vorangehenden  Partialproduktes. 

3* 
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Es  lässt  sich  folglieb  das  erste  glitt]  des  ersten  Partialprodukt.es 
mit  keinem  (iliede  der  folgenden  Partialprodukte  zusammenziehen  und 
kommt  somit  unverändert  als  erstes  Glied  des  Totalpmduktes  vor. 
Ebenso  wird  das  letzte  Glied  des  letzten  Partialproduktes  mit  kei- 
nem Gliede  der  vorhergehenden  Partialpmdukte  zusammenziehbar 
sein,  also  unverändert  als  letztes  Glied  des  Totalproduktes  erschei- 
nen. Das  erste  Glied  des  ersten  Partialproduktes  ist  aber  das  Produkt 
der  ersten,  das  letzte  Glied  des  letzten  das  Produkt  der  letzten 
Glieder  beider  Polynome,  woraus  der  Salz  folgt: 

33.  Sind  Multiplikand  und  Multiplikator  ho- 
mogen, so  ist  auch  das  Produkt  homogen  und  sein 
Grad  gleich  der  Summe  der  Grade  der  einzelnen  Po- 
lynome. Denn  da  alle  Gtfeder  des  Multiplikanden  von  gleichem 
Grade,  sämmtliche  Glieder  des  Multiplikators  wieder  unter  sich  von 
gleichem  Grade  sind.  B6  DS&B6B  nothwendig  sämmtliche  Glieder 
des  Produktes  wieder  von  gleichem  Grade  sein,  und  zwar,  wenn 
m  der  Grad  der  Glieder  des  einen,  n  der  Grad  der  Glieder  des 
andern  Polynoms  ist,  so  werden  sämmtliche  Glieder  des  Produk- 
tes vom  (w?-f-n)ten  Grade  und  somit  das  Produkt  selber  vom 
(m  +  n)  ten  Grade  sein. 

Division. 

34.  Division  von  Potenzen  mit  glei chen  Gr undtak toren. 

Sei  am  zu  dividiren  durch  au,  so  haben  wir  hiebei  3  Fälle 
zu  unterscheiden.    Es  kann  nämlich 

a.  der  Exponent  des  Dividenden  grösser  sein  als  der  des  Divisors, 

ß,    „         „         „         „  gleich  dem  des  Divisors 

y.    „         7,         „  „  kleiner  als  der  des  Divisors. 

Sei  a,  w>w,  wie  z.  B.  bei  a15:aH,  so  haben  wir  eine  Grösse 
zu  suchen,  welche,  mit  dem  Divisor  a*  multiplizirt,  zum  Produkt 
den  Dividenden  </15  gibt.  Offenbar  muss  der  Quotient  zunächst 
eine  Potenz  von  a  sein;  denn  nur  eine  Potenz  von  a  kann,  mit 
d8  multiplizirt,  zum  Produkt  wieder  eine  Potenz  von  a  geben. 
Sei  x  der  noch  unbekannte  Exponent  unsers  Quotienten,  so  müsste 
also  a8  .  ax  =  alfi  sein;  allein  es  ist  auch  a*  .  ax  =  a*+x  ;  somit 
8  -r-o;  =  15  oder  x  =  15  —  8=7.  Der  Quotient  aus  ax  :'  durch 
as  Ist  demnach  =  a1  d.  h.  gleich  der  soviel ten  Potenz  desselben 
Grundfaktors,  als  der  Ueberschuss  vom  Exponenten  des  1  Hvidenden 
über  den  des  Divisors  beträgt.  Wenn  also  der  Exponent  des  Di- 
videnden grösser  ist  als  der  des  Divisors,  so  werden  Potenzen  mit 
gleichen  Grundfaktoren   durch  einander  dividirt,   indem   man  den 
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Exponenten  des  Divisors  vom  Exponenten  des  Dividenden  snbtrahirt 
und  die  Differenz  als  Exponent  des  nämlichen  Grundfaktors  beibehalt. 

Sei  ß.  m  =  n,  z.  B. 
e|M  zu  dividiren  durch  a15,   so  müssen  wir  eine  Grösse  suchen, 
welche  mit  a15  nmltiplizirt,  zum  Produkt  a15  gibt;  diese  ist  aber 
offenbar  =  i  ;  somit  a15  :  a15  —  1. 

Sei  y.  m  <  n,  z.  B. 
(i*  zu  dividiren  durch  a1     so  können   wir  den  Quotienten  zuerst 

a8  1 

in  Bruchform  darstellen  als  — rz  was  =*=  —  =  .    Wir  erhalten  dem- 

a16  a' 

nach  in  diesem  3ten  Fall  als  Quotient  die  Einheit,  dividirt  durch 
die  sovielte  Potenz  des  nämlichen  Grundfaktors,  als  der  Ueberschuss 
vom  Exponenten  des  Divisors  über  den  des  Dividenden  beträgt. 

Wir  bekommen  also  bei  der  Division  von  Potenzen  mit  glei- 
chen Gruudfaktoren  als  Quotient  entweder 

a.  die  sovielte  Potenz  des  nämlichen  Grund faktors,  als  der  Ueber- 
schuss  vom  Exponenten  des  Dividenden  über  den  des  Divi- 
sors beträgt,  oder 
ß.  die  Einheit,  «»der 

y.  die  Einheit,  dividirt  durch  die  sovielte  Potenz  des  nämlichen 
Grundfaktors,  als  der  IJeberschuss  vom  Exponenten  des  Divi- 
sors über  den  des  Dividenden  beträgt, 
je  nachdem  nämlich  der  Exponent  des  Dividenden  grösser  als  der 
des  Divisors,  gleich  demselben  oder  kleiner  ist,  als  der  Exponent 
des  Divisors.  Im  ersten  Fall  kann  also  die  Division  einfach  aus- 
geführt werden,  wenn  man  nur  den  Exponenten  des  Divisors  von 
dem  des  Dividenden  snbtrahirt  und  die  Differenz  als  Exponent 
tles  nämlichen  Grundtaktors  beibehält. 

Wollte  mau  nun  dieses  für  den  ersten  Fall  bewiesene  Ver- 
fahren auch  auf  den  2ten  und  3ten  Fall  übertragen,  so  bekäme  man 
im  2ten  Fall:    alrt  :  a1*  ^  ai5~16  =  a° 
im  3ten  Fall:    u*   :  öM      a8~16  =  ur  7 
also  im  2ten  Fall   eine  Potenz  mit  dem  Exponenten  Null  und  im 
Steil  gar  eine  Potenz  mit  negativen  Exponenten. 

Allein  einerseits  haben  wir  durchaus  kein  Reckt,  die  bloss 
für  den  IstenFall  erwiesene  Kegel  auf  Fälle  auszudehnen,  in  welchen 
die  frühere  Voraussetzung  gar  nicht  mehr  zutrifft;  anderseits  ha- 
ben die  hiebei  zum  Vorschein  gekommenen  Resultate  einer  Potenz 
mit  dem  Exponenten  Null  und  einer  Potenz  mit  negativem  Expo- 
nenten, als  Potenzen  in   unserer   bisherigen  Bedeutung  aufgefasst. 
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gar  keinen  Sinn  mehr.  Wenn  wir  aber  die  Ueberein kauft  treffen, 
dass  wir  unter  a°  nichts  anders  verstehen  wollen  als  das,  was 
wirklich  der  Quotient  zweier  Potenzen  mit  gleichen  Grundfaktoren 
und  gleichen  Exponenten  ist,  nämlich  die  Einheit,  ferner  unter 
einer  Potenz  mit  negativem  Exponenten  nichts  an- 
ders als  die  Einheit,  dividirt  durch  dieselbe  Potenz 
mit  positivem  Exponenten,  dann  können  wir  allerdings  die 
für  den  lsten  Fall  bewiesene  Regel  auch  auf  den  2ten  und  3ten 
Fall  ausdehnen  und  bekommen  so  den  Satz: 

Potenzen  mit  gleichen  Grundfaktoren  werden 
d  u  r  ch  einander  dividirt,  indem  man  den  Exponenten 
des  Divisors  vom  Exponenten  des  Dividenden  sub- 
trahirt  und  die  Differenz  als  Exponent  des  näm- 
lichen Grundfaktors  beibehält,  wobei  aber  die  zwei  neuen 
Begriffe  einer  Potenz  mit  dem  Exponenten  Null  und  einer  Potenz 
mit  negativen  Exponenten  eingeführt  wurden. 

35.  Lehrsatz-    Eine  Grösse  wird  durch  ein  Produkt  meh 
rerer  Faktoren  dividirt,  indem  man  sie  successive  durch  jeden 
einzelnen  Faktor  dividirt,  d.  h.  indem  sie  durch  den  lsten  Faktor 
dividirt,  icas  herauskommt,  durch  den  2ten  u.  s.  f. 

Ist  a  diese  Grösse  und  bcd  das  Produkt,  so  erhält  man,  wenn 
man  a  gleich   auf  einmal  durch  das  Produkt  bcd  dividirt,  als 

Quotient        . .    Das  nämliche  Resultat  erhält    man  aber  auch, 
bcd 

wenn  man  a  successive  durch  die  Faktoren  b,  c  und  d  dividirt ; 
denn 


a_  a 
T  1  0  -  ~bc~ 

a        d  esz  ° 

bc  '  bcd 

nach  dem  aus  der  Arithmetik  über  die  Division  von  Brüchen  durch 
ganze  Zahlen  bekannten  Satze.  Es  ist  also  hiebei  vorläufig  noch 
vorausgesetzt,  dass  6,  c  und  d  positive  ganze  Zahlen  seien.  Erst 
aus  der  Theorie  der  algebraischen  Brüche  ergibt  sich  dann  die 
Gültigkeit  dieses  Satzes  für  beliebige  Faktoren  b,  c  und  d. 

Beispiel :    100  :  5  .  4  .  2  =  100  :  40  =  2| 

Das  gleiche  Resultat  bekommen  wir  auch,  wenn  wir  100 
successive  durch  5,  4  und  2  dividiren;  denn 
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100  :  5  =  20 
20  :  4  ==  5 
5:2=  24 

36.  Lehrsatz.  Ein  Produkt  mehrerer  Faktoren  kann  durch 
eine  Grösse  auch  dadurch  dioidirl  werden,  dass  man  nur  irgend 
einen  Faktor  des  Produktes  durch  diese  Grösse  dividirt,  die  an- 
dern über  unverändert  beisetzt. 

Es  ist  also  abc  :  d  =  ~^ ,  aber  auch 
d 

abc  :  d  =  -7  .  bc  =  a  .  ~  .  c  =  ab  . 

d  d  d 

Denn  ist  eine  Grösse,  welche,  mit  d  multiplizirt,  abc  gibt. 

Es  ist  also  nur  zu  zeigen,  dass  auch  jede  der  Grössen      .  6c, 

6  c 
a.  —  •  c  und  «6  .  — ,  mit  d  multiplizirt,  zum  Produkt  a&c  gebe. 

Nun  bedeuten  aber  der  Reihe  nach  Grössen ,  welche, 

d    d  d 

mit  d  multiplizirt,  a,  6,  und  c  geben.  Ucberdies  wissen  wir  nach 
Nro.  23,  dass  ein  Produkt  mit  d  multiplizirt  wird,  indem  man 
nur  irgend  einen  seiner  Faktoren  mit  d  multiplizirt.    Wenn  wir 

also  in  den  3  Produkten       .  6  c,  a  .  4~  • c  un(l  an  •  ~r  ^er  ^eme 

d  d  d 

nach  den  lsten,  2ten  und  3ten  Faktor  mit  d  multipliziren,  so  be- 
kommen wir: 

^-  .  bcX  d  =  abc 
d 

a  .  ~  .  c  X  (1=  abc  und 
d 

ab  .  -7-  X  d  =  abc ; 
d 

folglich  ist  jedes  derselben  =  abc  :  d  ™*<  %T'l  daher  hat  man  in  der 

Thal  :  abc  :  d  =       .  bc  =  a  .  -7?  .  c=  «6  .         was   zu  zeigen 
d  d  d 


90   q    ^  800 
Beispiel:  20.8.5  :  4  =  —^-  =    A ==  200:    es  ist 
r  4  4 

aber  auch 


m  m 
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20  IUI 
20  .  8  .  5  :  4  =      .8.5  =  5.8.5  =  200  ;  ferner 

g 

20:8.5  :  4  =  20  .      5  =  20  .  2  .  5  =  20Q :  endlich 
4 

20  .8.5  :  4  =  20  .  8  .  ^-  =  160  .  4  =  2<  0. 

4  4 

37.  Division  der  Monome.  Auf  die  beiden  vorher- 
gehenden Satze  gestützt  können  wir  immittelbar  die  Division  zweier 
beliebigen  Monome  ausfuhren,  indem  wir  das  erste  Monom  succes- 
sive  durch  jeden  Faktor  des  zweiten  dividiren.  Wir  bekommen 
dabei  so  viele  einzelne  Divisionen  als  der  Divisor  Faktoren  ent- 
hält. Bei  jeder  derselben  hat  man  allemal  ein  Produkt  mehrerer 
baktoren  durch  eine  Grösse  zu  dividiren.  was  nach  Satz  36  aus- 
geführt wird. 

Haben  wir  z.B.  63ay68c5^2  durch  9a465c  zu  dividiren,  so 
bekommen  wir  da  successive: 

1.  S3a9bHc5d2  :  9  =  la9b«c5<i' 

2.  la9b«c5<l*  :  a*  =  l-ÄbHc5d*  =  7asb«cbd, 

ir 

bH  UL' 

3.  lu5b"c5<l*  :  b5  =  la\rcb<i2  =  la5b*c5d'2 

b 

4.  7abb3cbd*  :  c  =  7a*b*%d*  =  7artb3c4d* 

c 

somit  63a96V//s  :  9«465c  =  la*bsc4d* 

Durch  Vergleichung  des  Resultates  mit  Dividend  und  1  >ivisor 
ergibt  sich,  dass  der  Quotient  enthält: 

1.  den  Quotienten  ans  dem  ( \  »effizienten  des  Dividenden  durch 
den  des  Divisors* 

2.  die  dem  Dividenden  und  Divisor  gemeinschaftlichen  Ruch- 
staben, jeden  auf  einer  Potenz,  deren  Exponent  gleich  der 
Differenz  seiner  Es poncnten  in  Dividend  und  Divisor, 

3.  die  nur  im  Dividenden  vorkommenden  Buchstabenfaktoren 
mit  unveränderten  Exponenten. 

So  oft  der  Quotient  zweier  Monome,  wie  in  diesem  Beispiel, 
ganz  ausfällt,  so  sagt  man,  das  erste  sei  theilbar  durch  das 
zweite.  Zur  Theilbarkeit  eines  Monoms  durch  ein  anderes  ist  aber 
offenbar  erforderlich : 

1.  dass  der  Coeffizient  des  Dividenden  theilbar  sei  durch  den 
des  Divisors, 
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2.  dass  der  Divisor  keinen  Buchstabenfaktor  enthalte,  der  nicht 

auch  im  Dividend  vorkomme, 
:->.  dass  die  Exponenten  der  gemeinschaftlichen  Buchstabenfak- 
toren im  Dividenden  grösser  oder  zum  mindesten  so  gross 
seien,  wie  die  der  gleichen  Buchstaben  im  Divisor. 
Wenn   auch  nur  eine  dieser  Bedingungen  nicht  erfüllt  ist, 
><>  wird  der  Quotient  gebrochen,  z.  B. 

21a5b2c  :  3aW<l2  =  =  -  9aö"  3r~  H~  2 . 

da*b*r.'d*  b*ctl~ 

38.    Division  eines  Polynoms  durch  ein  Monom. 

Hat  man  ein  Polynom  durch  ein  Monom  zu  dividiren,  SO 
muss  man  eine  Grösse  suchen,  welche,  mit  jenem  Monom  multipli- 
zirt,  zum  Produkt  den  Dividenden  gibt.  Diese  Grösse  kann  jeden- 
falls kein  Monom  sein,  weil  das  Produkt  zweier  Monome  innner 
wieder  ein  Monom  ist.  Der  gesuchte  Quotient  wird  also  einmal 
ein  Polynom  sein  müssen,  das  genau  so  viele  Glieder  enthalt,  wie 
der  Dividend,  dessen  Glieder  überdiess  so  beschaffen  sein  müssen, 
dass  sie,  mit  dem  Divisor  multiplizirt,  zum  Produkt  die  entspre- 
chenden Glieder  des  Dividenden  geben,  woraus  dann  folgt,  dass 
man  nur  jedes  Glied  des  Polynoms  durch  den  Divisor  zu  divi- 
diren und  die  Resultate  zu  addiren  hat.  Daher  der  Satz :  Ein 
Polynom  wird  durch  ein  Monom  dividirt,  indem  man 
jedes  Glied  des  Polynoms  durch  das  Monom  dividirt 
und  die  Resultate  add  irt. 

Beispiel:  (8a46"  —  Sa3b3  -f-  12a*  b') :  4a262  = 

Sa4b2      3tf863  .  12a V      ö  ,      ,  .  .  ^ 

ia5*«  -  m + ~m  =  2ar  z  * 

39»    Division  zweier  Polynome. 
(A) 

(x'+lxty—bxSy'-hMx'y8— 23x3y4+lbs2yb  .~bXy*+yn)  :  (B) 

(x4  —  2jg*y-H5 x2y2-  -3xy3  hy4 ) 
x3+  ix2y—2  M-i/8 

x1  -2x6y-t-hx!iij2  —  3#Y+  x:iy4 

4x6y—  %Q9*y*+Mx4g*— 2±x3yA+lbx2yb--bxy«+y'1 " 
t  s*y      8x5y2+2()x4  y3—12x3y4+  ix2y5  

—  2xsy2+  bx*y3  -12"a.-Y+lla;Äi/5  ~  5x</6+//7 

—  2x5y2+  4i£?Y—K>j;Y+  *x*y*—2xy* 

x  y3      2x3y4+  bj2y*  -  Sx^+y' 
x*tf—  2jY+  bx2yb—Zxy«+u'1 
0 


-  42  — 

Um  die  Gesetze  für  die  Division  zweier  Polynome  abzulei- 
ten, wollen  wir  zunächst  voraussetzen,  das  als  Dividend  gegebene 
Polynom  sei  wirklich  durch  Multiplikation  zweier  Polynome  ent- 
standen, deren  eines  als  Divisor  gegeben  sei.  Wenn  wir  dann 
beide  ordnen  nach  fallenden  Potenzen  von  x,  so  muss  nach  Lehr- 
satz 32  das  erste  Glied  unsere  Dividenden  (A),  nämlich  a;7,  das 
genaue  Produkt  aus  dem  ersten  Gliede  des  Divisors,  aj4,  in  das 
erste  Glied  des  Quotienten  sein.  Wir  werden  daher  das  erste 
Glied  des  Quotienten  finden,  wenn  wir  das  erste  Glied  des  Divi- 
denden durch  das  erste  des  Divisors  dividiren.  x1 :  x4  gibt  x3  als 
erstes  Glied  des  Quotienten.  Wir  haben  nun  zu  untersuchen,  ob 
vielleicht  x3  schon  der  vollständige  Quotient  sei,  indem  wir  das 
Produkt  aus  dem  Divisor  in  dieses  erste  Glied  des  Quotienten 
bilden  und  vom  Dividenden  subtrahiren.  Wir  bekommen  hier  ei- 
nen Rest  4x6y — 10xsy*  -f-  etc.,  von  dem  wir  behaupten,  er  sei 
das  genane  Produkt  aus  dem  Divisor  in  die  sämmtlichen  noch  feh- 
lenden Glieder  des  Quotienten.  In  der  That:  der  ganze  Dividend 
ist  nach  Voraussetzung  das  genaue  Produkt  aus  dem  Divisor  in 
den  ganzen  Quotienten;  er  ist  demnach  zusammengesetzt  aus  dem 
Produkt  des  Divisors  in  das  erste  Glied  des  Quotienten  mehr  dem 
Produkt  des  Divisors  in  das  zweite  Glied  des  Quotienten  -f-  etc. 
Nun  haben  wir  aber  das  Produkt  aus  dem  Divisor  in  das  erste 
Glied  des  Quotienten  bereits  vom  Dividenden  weggenommen;  also 
wird  der  Rest  das  Produkt  aus  dem  Divisor  in  die  sämmtlichen 
noch  fehlenden  Glieder  des  Quotienten  sein  müssen.  Dieser  erste 
Rest  ist  somit  wieder  das  genaue  Produkt  zweier  geordneten  Poly- 
nome; daher  sein  erstes  Glied  4x6y  das  Produkt  aus  dem  ersten 
Gliede  des  einen  (des  Divisors)  in  das  erste  Glied  des  andern  (des 
noch  fehlenden  Quotienten).  Wir  werden  demnach  das  zweite  Glied 
des  Quotienten  finden,  wenn  wir  das  erste  Glied  des  ersten  Restes, 
nämlich   4x6y,   durch  das  erste  Glied  des  Divisors,  durch  x4,  di- 

vidiren.    Wir  bekommen  so  — =  4x*v  als  zweites  Glied  des 

x*  J 

Quotienten.  Nun  haben  wir  zu  untersuchen,  ob  der  Quotient  jetzt 
vollständig  sei.  Wir  müssten  also  das  Produkt  aus  dem  Divisor  in 
die  gefundenen  zwei  ersten  Glieder  des  Quotienten  bilden  und  vom 
Dividenden  abziehen.  Da  aber  das  Produkt  aus  dem  Divisor  in 
das  erste  Glied  des  Quotienten  bereits  abgezogen  ist,  so  haben  wir 
nur  vom  Rest  noch  das  Produkt  aus  dem  Divisor  in  das  zweite 
Glied  des  Quotienten  zu  subtrahiren.    Den  erhaltenen  neuen  Rest 
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haben  wir  aus  ganz  analogen  Gründen  —  wie  oben  —  aufzufassen 
als  das  genaue  Produkt  aus  dem  ganzen  Divisor  in  die  säramt- 
lichen  noch  fehlenden  Glieder  des  Quotienten,  folglich  nach  Satz 
32  sein  erstes  Glied  — 2xhy2  als  das  genaue  Produkt  aus  dem  er- 
sten Gliede  des  Divisors  in  das  dritte  Glied  des  Quotienten,  wel- 
ches daher  gefunden  wird,  wenn  wir  das  erste  Glied  dieses  zwei- 
ten Restes  durch  das  erste  des  Divisors  dividiren,   wodurch  wir 

—  2xy2  als  drittes  Glied  des  Quotienten  bekommen.  Indem  wir 
dieses  dritte  Glied  des  Quotienten  mit  dem  ganzen  Divisor  inultipli- 
ziren  und  das  Produkt  vom  zweiten  Rest  subtrahiren,  bleibt  x*y3 

—  '2xzy4  -f-  etc.  als  neuer  Rest.  Aus  ganz  ähnlichen  Griiuden, 
wie  früher,  ist  dieser  Rest  wieder  als  das  genaue  Produkt  des  Di- 
visors in  die  noch  fehlenden  Glieder  des  Quotienten,  sein  erstes 
Glied  daher  als  das  Produkt  aus  dem  ersten  Gliede  des  Divisors 
in  das  nächste  Glied  des  Quotienten  aufzufassen.  Wir  dürfen  da- 
her nur  das  erste  Glied  dieses  Restes  durch  das  erste  Glied  des 
Divisors  dividiren,  um  das  vierte  Glied  des  Quotienten  zu  erhalten. 
Das  Produkt  aus  dem  Divisor  in  das  vierte  Glied  des  Quotienten 
ist  hier  genau  gleich  dem  dritten  Rest;  wir  bekommen  also  als 
Rest  Null,  woraus  wir  schliessen,  dass  der  Quotient  richtig  be- 
stimmt sei. 

Es  ist  nämlich  die  Summe  der  vom  Dividenden  successive 
abgezogenen  Produkte  nichts  anders  als  das  Produkt  aus  dem  Di- 
visor in  den  Quotienten  -,  sie  ist  aber  auch  gleich  dem  Dividenden, 
weil  wir  ja  als  Rest  Null  erhalten  haben.  Somit  ist  der  erhaltene 
Quotient  genau  die  Grösse,  welche,  mit  dem  Divisor  multiplizirt, 
zum  Produkt  den  Dividenden  gibt. 

40.  Hieraus  ergibt  sich  für  die  Division  zweier  Polynome 
folgende  Regel: 

Um  ein  Polynom  durch  ein  anderes  zu  dividiren, 
ordnet  man  erst  beide  nach  fallenden  oder  steigenden 
Potenzen  eines  Buchst  aben  s,  d  ividi  r.t  dann  das  erste 
G lied  d  es  Dividenden  durch  das  erste  des  :Div i  s  or s 
und  erhält  so  das  erste  Glied  d  es  Quoti  e  nt  en,  mul- 
tiplizirt dieses  mit  dem  ganzen  Divisor  und  zieht 
das  Produkt  vom  Dividenden  ab.  Das  erste  Glied 
des  Restes  dividirt  man  wieder  durch  das  erste  des 
Divisors  und  erhält  so  das  zweite  Glied  des  Quotien- 
ten, multiplizirt  dieses  wieder  mit  dem  ganzen  Divi- 
sor, zieht  das  Produkt  vom  Dividenden  ab  und  fährt 
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in  gleicher  Weise  so  lange  fort,  bis  man  als  Rest 
Null  erhält  oder  dann  sich  überzeugt,  dass  die  Divi- 
sion sich  nicht  schliesst. 

41.    Wir  lassen  nun  die  in  Nr.  40  gemachte  Voraussetzung, 
dass  der  Dividend  durch  wirkliche  Multiplikation  zweier  Polynome 
entstanden  sei,  wegfallen.    Wenn  wir  nämlich  ein  ganz  beliebiges 
Polynom  durch  ein  anderes  ebenfalls   willkürlich   gewähltes  Poly- 
nom dividiren,   so  wird  im  Allgemeinen  das  erste  Polynom  nicht 
mehr  das  genaue  Produkt  aus  dem  zweiten  in  ein  drittes  sein  und 
dann  auch  die  Division  sich  nie  schliessen,  wie  weit  man  auch 
die  Operation  fortsetzen  mag.    Im  ersten  Fall  lässt  sich  der  Quo- 
tient immer  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Gliedern  genau 
ausdrücken  und  das   eine  Polynom  ist  dann    durch   das  andere 
t  heil  bar;  im  letztern  Fall  aber  lässt  sich  der  Quotient  nicht  durch 
eine  endliche  Anzahl  von  Gliedern   ausdrücken,  und  man  sagt 
alsdann,  die  Division  sei  unmöglich.    Es  fragt  sich  nun:  woran 
erkennt  man,  ob  die  Division  unmöglich  sei?  Wollte  man  im  Quo- 
tienten nur  ganze  Glieder  zulassen,  so  wäre  die  Division  unmög- 
lich, sobald  sie  uns  zu  einem  Reste  rührte,  dessen  erstes  Glied 
nicht  mehr  theilbar  wäre  durch  das  erste  Glied  des  Divisors,  und 
die  Kennzeichen  der  Theilbarkeit  für  Monome  sind  aus  Nro.  40 
bekannt.    Lässt  man  aber  auch  gebrochene  Glieder  zu,  so  kann 
man  die  Unmöglichkeit  der  Division  an  folgendem  Merkmal  erken- 
nen: Hat  man  nach  den  fallenden  Potenzen  geordnet, 
so  ist  die  Division  unmöglich,  sobald  man  im  Quotien- 
ten ein  Glied  erhalt,    in  welchem   der  Exponent  des 
Ordnungsbuchstabens   kleiner    ist,  als  die  Differenz 
zwischen  dem  Exponenten  dieses  Buchstabens  im  letz- 
ten Gliededes  Dividenden  und  desDivisors.    Hat  man 
aber  nach  den  steigenden  Potenzen  geordnet,  so  ist  die 
Division  unmöglich,  sobald  man  im  Quotienten   zu  ei- 
nem Gliede  kommt,  in  welchem  der  Exponent  des  Ord- 
nungsbuchstabens grösser  ist  als  jene  Differenz.  Es 
seien  z.  B.  Hxh  und  Kx*  die  letzten  Glieder  des  nach  den  fallen- 
den Potenzen  geordneten  Dividenden  und  Divisors,  so  betrüge  die 
Differenz  der  Exponenten  von  x  in  diesen  letzten  Gliedern :  5  —  2 
=  3-,  es  müsste  demnach  die  Division  unmöglich  sein,  sobald  man 
im  Quotienten  ein  Glied  in  x'2  oder  x   erhielte,  was  sich  durch 
folgende  Ueberlegung  einsehen  lässt:  Sollte  die  Division  möglich, 
d.  h.  der  Dividend  das  genaue  Produkt   aus  dem  Divisor  in  den 


Quotienten  sein,  so  müsste  notbwendig  das  letzte  Glied  des  Divi- 
denden, also  fix5,  das  Produkt  sein  aus  dem  letzten  Gliede  des 
Divisors  (Aar)  in  das  letzte  Glied  dos  Quotienten;  folglich  dieses 

Hx5  // 

=  —  =  Qx3  sein,  wenn  wir  —  =  Q  setzen.     Erhielte  man  also 

A 

im  Quotienten  ein  (Mied  mit  x'\  so  könnte  das  jedenfalls  nicht  das 
letzte  sein,  weil  es,  mit  dem  letzten  Gliede  Kx2  des  Divisors  mul- 
tiplizirt, nicht  das  letzte  Glied  fix*  des  Dividenden  gäbe;  noch 
weniger  könnte  aber  eines  der  folgenden  Glieder  des  Quotienten, 
in  welchen  der  Exponent  von  x  successive  kleiner  wird,  mit  dem 
letzten  Glied  des  Divisors  multiplizirt,  das  letzte  Glied  des  Divi- 
denden geben;  folglich  kann  sich  die  Division  nicht  schliessen. 

Diese  Merkmale  der  Theilbarkeit  haben  indessen  keine  grosse 
praktische  Bedeutung.  Man  setzt  in  solchem  Falle  die  Division 
in  der  Regel  nur  so  lange  fort,  bis  man  zu  einem  Reste  kommt 
von  niedrigerm  Grade  als  der  Divisor  und  fügt  dann,  wenn  man 
den  Quotienten  vollständig  haben  will,  dem  ganzen  Quotienten 
noch  einen  Bruch  bei,  dessen  Zähler  gleich  dem  Rest,  dessen  Nen- 
ner der  Divisor  ist. 

Beispiel : 

(2a;5— Ix'+Uxt+bx2— 12aH-26)  :  (a;3-4a;2-r-2.r-H0) 

2a;5-8a;4+  ±x3+20x2   ~~2x*+ 

x4+H)x*-- 1 5a;2— 12aH-2(; 
x4—  4a?8-f-  2a?2-f-  10a? 


14a;3— 11  x*—  22aH-26 
14a;3— 56ar4-28x— 140 


+39a;2—  5ua;— 114 

Wir  haben  hier  als  Quotient  2a;2-f-a;-f-14  und  als  Rest  39a?2 
— 50a? — 114  bekommen.  Wollen  wir  den  Quotienten  genau  d.  h. 
exakt  eine  Grösse  haben,  welche,  mit  dem  Divisor  multiplizirt, 
zum  Produkt  den  Dividenden  gibt,  so  setzen  wir  unserm  Quotien- 

39#2  59^  H4 

ten  2a;V!-fa;-r-14  noch  den  Bruch  —  — - —  -  bei.   Der  Aus- 
os3 — 4x--f-2a;-f-i0 

39#2  n4 

druck2a;2-r-a;-fl4-r-  -  * — — — —   besitzt  dann  wirklich  die  Ei- 

x3  -  4a;2-h2.T-f- 1  o 

genschaft,  mit  dem  Divisor  multiplizirt,  zum  Produkt  den  Dividen- 
den zu  geben.  Denn  das  Produkt  aus  dem  Divisor  in  den  gan- 
zen Bestandteil  des  obigen  Ausdruckes,  2a;2-f-a;-f-l4,  ist  =  der 
Summe  der   vom  Dividenden  abgezogenen  Produkte;  der  Bruch 


—   46  - 

393.2  \  14 

^8  ±x2+V~x+io        unimttelDar  nach  der  Bedeutung  des  Bruches 

als  Quotient,  mit  dem  Divisor  xs — 4ar*-f-2a;-f-10  multiplizirt,  zum 
Produkt  den  Rest  39x2 — 50a; -114;  allein  die  Summe  der  vom 
Dividenden  abgezogenen  Produkte  mehr  dem  Rest  ist  =  dem  Di- 
videnden; folglich  ist  der  obige  Ausdruck  wirklich  der  genaue 
Quotient. 

42.  Bei  dem  in  Nro.  39  entwickelten  Divisionsverfahren 
ist  das  vorherige  Ordnen  der  beiden  Polynome  eine  nothwen- 
dige  Bedingung.  Denn  von  den  Gliedern  des  durch  wirk- 
liche Multiplikation  zweier  Polynome  entstanden  gedachten  Divi- 
denden sind  im  Allgemeinen  nur  zwei,  von  welchen  man  mit 
Gewissheit  sagen  kann,  dass  jedes  von  ihnen  das  Produkt  sei  aus 
nur  einem  Gliede  des  Divisors  in  nur  ein  Glied  des  Quotienten, 
nämlich  das  erste  und  das  letzte,  während  die  übrigen  Glieder 
im  Allgemeinen  durch  Reduktion  gleichartiger  Glieder  entstanden 
sind  und  daher  nicht  zur  Bestimmung  eines  Gliedes  vom  Quotien- 
ten benutzt  werden  können.  Dasselbe  gilt  von  jedem  der  succes- 
siven  Reste. 

Man  könnte  nun  allerdings  auch  ohne  vorheriges  Ordnen  den 
Quotienten  bestimmen,  müsste  dann  aber  bei  jeder  einzelnen  par- 
tiellen Division  nicht  das  erste,  sondern  dasjenige  Glied  des  Divi- 
denden oder  des  betreffenden  Restes  nehmen,  welches  den  Ord- 
nungsbuchstaben in  der  höchsten,  beziehungsweise  niedrig- 
sten Potenz  enthielte  und  es  dividiren  durch  das  ebenfalls  den 
Ordnungsbuchstaben  in  der  höchsten,  beziehungsweise  niedrig- 
sten Potenz  enthaltende  Glied  des  Divisors. 

43.    Division  eines  Monoms  durch  ein  Polynom. 

Soll  der  Quotient  eines  Monoms  durch  ein  Polynom  nicht 
bloss  in  Bruchform  angedeutet,  sondern  wirklich  entwickelt 
werden,  so  hat  man  das  Monom  als  ein  Polynom  aufzufassen,  das 
sich  auf  ein  Glied  reduzirt,  indem  die  übrigen  Glieder  mit  dem 
Coeffizienten  Null  hinzugedacht  werden  können.  So  lässt  sich 
das  Monom  5a?  als  das  erste  Glied  eines  nach  steigenden  Poten- 
zen von  x  geordneten  Polynoms  von  beliebiger  Gliederzahl  auf- 
fassen, indem  5a?  =  5a?  -f-  0  .  x*  +  0  .  x3  -f- .  .  .  und  man  kann  da- 
her die  Division  eines  Monoms  durch  ein  Polynom  nach  dem  fiir 
die  Division  zweier  Polynome  abgeleiteten  Verfahren  ausführen. 
Es  wird  sich  diese  Division  natürlich  nie  schliessen  und  man  kann 
sie  daher  abbrechen,  wo  man  will,   indem   man    nach  Subtraktion 


des  Produktes  aus  dem  zuletzt  bestimmten  Gliede  des  Quotienten 
in  den  ganzen  Divisor  dem  erhaltenen  Quotienten  noch  beifügt 
einen  Bruch,  dessen  Zähler  der  erhaltene  Rest,  dessen  Nenner  aber 
der  Divisor  ist. 

Beispiel:    1         :    1-f-  x* 

l+x2  l—x'+x'—x'+xt—x10 


— x2 — x* 
+x* 


—x*-x« 

-HB8 

+a?M-a?10 
— x10 

—x^—x1* 

-ha?12  u.s.  f. 

Der  Quotient  wäre,  wenn  man  bei  dem  Gliede  — a?10  ab- 

x12 

bräche  =  1 — x2-\-x4 — x6+x*— x10-\--  -:  hätte  man  bei  x*  ab- 

1-Hc2 

brechen  wollen,  so  müsste  der  vollständige  Quotient  sein: 

1-  x*+x*— x«+x«—  u.  s.  f. 

l-\-x* 

44-.  Lohrsatz.  Die  Differenz  der  mten  Potenzen  zweien 
Grössen  ist  stets  (heilbar  durch  die  Differenz  dieser  Grössen  selbst ; 
also  xm — >am  theilbar  durch  x — a. 

Sei  Q  der  Quotient  und  R  der  allfällige  Kost,  so  müsste 
xm — am  =  (x — n)  Q+R  eine  identische  Gleichung  sein.  Sie  muss 
also  gelten  für  jeden  Werth  von  .r,  also  auch  für  x=a.  Allein 
für  x  =  a  bekommt  man  : 

0  =  R. 

Demnach  muss  der  Rest  =  Null  und  xm — am  somit  theilbar 
sein  durch  x — a. 

45.  Das  Bildungsgesetz  des  Quotienten  ist  leicht  zu  erken- 
nen. Das  erste  Glied  ist  xm~\  Weil  der  Divisor  vom  ersten 
Grade,  so  wird  bei  jeder  Division  der  Exponent  von  x  um  1  ver- 
mindert. Da  aber  der  Dividend  und  Divisor  homogen  sind,  so 
muss  auch  der  Quotient  homogen  und  vom  Grade  m  —  1  sein. 
Wenn  also  der  Exponent  von  x  von  Glied  zu  Glied  um  1  abnimmt, 
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so  muss  umgekehrt  der  Exponent  \<>n  a  vuu  Glied  zu  Glied  um 
1  zunehmen  und  daher  der  Qnotient  = 

xm-l+axm-~-\-a2xm-*-\-aaxm-'l-\- ....  am-~x+am-*  sein. 
Von  der  Richtigkeit  dieser  Behauptung  kann  man  sich  übri- 
gens  durch  Ausführung  der  Multiplikation   mit  x — a  leicht  über- 
zeugen. 

46.  Aus  der  Gleichung 

(1)  xm— am=(x— ay  (x-n,-,+r/./-,"-?-f-ffya;,n-3+  ....  am-*-x+am-]) 
ziehen  wir  folgende  Schlüsse : 

1.  Es  ist  xw — am  durch  x+u  stets   theilbar,   wenn  m  eine  ge- 
rade Zahl. 

2.  xw-\-am  durch  X+a  theilbar,  wenn  m  eine  ungerade  Zahl. 
Um  das  einzusehen,   setzen  wir  in  der  identischen  Gleichung 

(1)  a  =  -  a\  dann  geht  sie  über  in 

(_>).  jrw— (— a')m=(x+n')  {a?n~i—a'xm-*-\-a'xm-*—  ±nni~'). 

Nun  müssen  wir  hiehei  2  Fälle  unterscheiden;  es  kann  r»s=2n 
d.h.  gerade  und  w  =  2n-f-l  d.h.  ungerade  sein 

Ist  l.m=2w,  so  ist  (— fl'  "'  =  (— a')'-n  =+a*in  =+a'm,  ferner 
das  letzte  Glied  ±a'm-x  =  (—  a')m-]  ==(— fl'),2n-,=— a"2n~] 
= — a4m~x  und  somit  verwandelt   sich   für  ein  gerades   m  die 
Gleichung  (2)  in 

xm—a'*=*(x+a')  (x™-1—  nV"-2-Hi'2ajm-8—  . ..  —a'm-]) 
welche  sagt,  dass  bei  geradem  m  die  Differenz  der  traten  Poten- 
zen zweier  Grössen  auch  durch  die  Summe  dieser  Grössen  theil- 
bar sei. 

Ist  2.  w=2tt-f-l,  so  ist 

(— rt')-"+1  ~  —  a'4"*1,  somit 

ferner  ( — n')™-1  =(—  fl')'2"  =+fl'<2"  =+a/m~1  und  daher  geht,  die 
Gleichung  (2)  über  in 

xw+a'n^ix-i-a')  (xm~l—a'xm-*-\-a'xm-s — 1-  -fV"-1) 

welche  sagt,  dass  bei  ungeradem  m  auch  die  Summe  der  w/ten 
Potenzen  zweier  Grössen  durch  die  Summe  derselben  theilbar  sei. 

Beispiel.  Es  ist  also  sowohl  rB — aö  als  durch 
x — a  theilbar;  ferner  ist  x° — aR  nicht  bloss  durch  ./: — a,  sondern 
auch  durch  x+a  theilbar;  endlich  ist  auch  xh-\-ah  durch  x-\-a 
theilbar. 

47.  Enthalten  mehrere  Glieder  eines  Polynoms  die  gleiche 
Potenz  eines  Buchstabens,  so  kann  man  sie  in  eines  zusammen- 
ziehen, indem    man  alle  Glieder  durch  jenen  gemeinschaftlichen 
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6.  (16ati+4a462-r-49a2fc4— 466) :  (4a3~  6VM-5a&2+2&3  =  ? 

7.  (32a10— 243610)  :(2a*— 362)  =  ? 

dividiren  durch  x2-  ^jz+  Ji/2  ! 

Quotient  =  <r4 —  ^ty+faV8  —  J^y3-*- V4- 
9>  [(3a— 2&i;r3-K5a2+3a6— 62)/  2+(«3-f-3o264-63)^4-a4— 64 1 
zu  multipliziren  mit  f(3a4-2&)x2— Co2-r-6,)x-r-2rt3— 3/r*  |. 

Antwort :  ( 9a2— 4 b2)x 5  +(1 2a3+2 1  a-t> )a;4+(4a44-4r/36-|- 
2a2b2— 9a/;34-964)j?3+(12a5+5a4&  -  3a362—         '—  12a64)x2-f- 

„^ßa^— a462— 8a264-2^6)a?-f-2a1--3a46—  2a36M-3^. 
10.  [(a*^c^ft^^ 
r-(2a5-r-2a4M-2a362— 2a263— 2a64— 26 5  )aH-aft— 2tf*6*-Hr«  |  zu  di- 
vidiren  durch  [(a  - 6)x2-f-(a2-f-rt6-|-62)x-r-a3— 63  |. 
Division  geht  auf! 


Dritter  Abschnitt. 

Algebraische  Brüche. 


j  ^ 

49.  Definition.     Wenn  in  dem  Ausdruck       Zähler  und 

u 

A 

Nenner  positive  ganze  Zahlen  bedeuten,  so  ist  ~  ein  gewöhnlicher 

arithmetischer  Bruch.  Sobald  aber  A  und  B  beliebige,  positive 
oder  negative,  ganze  oder  gebrochene  Zahlen  etc.  oder  selbst  alge- 

A 

inaisclie  Ausdrücke  bedeuten  können,  lieisst ein  algebraischer 

D 

Bracht 

50.  Wir  wollen  nun  zeigen,  dass  auch  algebraische 
Brüche  nach  denselben  Regeln  transformirt,  addirt, 
subtrahirt,  multipli  zir t  und  dividirt  werden  kön- 
nen, wie  gewöhnliche  arithmetische  Brüche,  dass  also 

&      Am  A_    jT7  AC 

1      B  ~  Bnt  B     D  BD 

A        C_       4±£  L    H      —     D  =  A- 

B  ±  B  ~~      B  B      D       B      C  BC 
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Wir  behaupten  also  1.  dass  ~  =  g—  n.  n. 

dass  man  Zähler  und  Nenner  eines  algebraischen 
Bruches  m  i  t  einer  be  lie  bi  gen  Grösse  multipliziren 
kann,  ohne  d  en  Werth  des  Bruches  zu  andern. 

Um  die  Richtigkeit  dieser  Gleichung  nachzuweisen,  zeigen 
wir  nur,  dass  beide  Seiten  derselben  die  gleichen  Eigenschaften  be- 

Ani 

sitzen.   Nun  ist  die  rechte  Seite  —     ilAch  der  Bedeutung  des  Quo- 

Bm 

tienten  eine  Grösse,  die,  mit  dem  Divisor  Um  multiplizirt,  zum  Pro- 

A  .  1 

dukt  Am  gibt.    Allein  auch  die  linke  Seite  ig*  besitzt  diese  Eigen- 

:\ 

schalt  ;   denn  nach  der  Bedeutung  des  Quotienten    -  muss 

—  .  ß  =  A  sein. 
B 

Indem  wir  beide  Seiten  mit  m  multipliziren  und  links  die 
Multiplikation  dadurch  ausführen,  dass  wir  den  einen  Faktor  B  mit 
m  multipliziren,  kommt 

\ 

_  .  Bm  =  Am. 
B 

A 

worin  unmittelbar  ausgesprochen  liegt,  dass  —  eine  Grösse  sei, 

welche  mit  Bm  multiplizirt,  zum  Produkt  Am  gebe. 

Dieses  Satzes  bedient  man  sich  nun,  um  auch  algebraische 
Brüche  gleichnamig  zu  machen. 

A  C 

Wenn  z.  B.  — -  und        die  beiden  Brüche,  so  darf  man  nur 
B  D 

A  C 
Zahler  und  Nenner  von        mit  /),  und  Zähler  und  Nenner  von — 

mit  B  multipliziren.    Man  hat  alsdann 

A       AD      .  C  CB 
Ii  ~  BD        1)  ~  DB 
Wir  behaupten  2.  dass 

B  ^  B  B 

d.h.  dass  gleichnamige  alg  ebr  aisc  he  B  rü  ch  e  addirt 
oder  subtrahirt  werden,  indem  man  ihre  Zähler  ad- 
dirt oder  subtrahirt  und  d  en  Nenner  als  solchen  un- 
verändert b  eibehält.    Auch    da    haben   wir  nur  wieder  zu 
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A  C 

zeigen,  dass  die  linke  Seite  -rrdb-^-die  Eigenschaft  besitze,  welche 
A  db  C 

der  rechten  Seite  — — —  unmittelbar  nach  ihrer  Bedeutung  zu- 
kommt, nämlich  die  Eigenschaft,  mit  B  multiplizirt,  zum  Produkt 

(A        C  A  C 

-5-±  — |  .  B  =  —,B±~  .  B 
ö       Di  Ii  B 

=  A  db  C  nach  No.  28 ;  also  hat  wirklich  die  linke  Seite  dieselbe 
Eigenschaft,  wie  die  erste,  womit  der  Satz  erwiesen  ist. 

Auf  diesen  Satz  werden  sämmtliche  bei  der  Addition  und 
Subtraktion  algebraischer  Brüche  vorkommenden  Fälle  zurückge- 
führt, indem  man  die  ungleichnamigen  Brüche  erst  gleichnamig 
macht. 

o    TT.    •  .  A      C  AC 

Ö.      Es    ist  —  .  —  =  — 

B      D  BD 

d.h.  algebraische  Brüche  werden  mit  einander  multi- 
plizirt, indem  man  Zähler  mit  Zähler  und  Nenner  mit 
Nenner  multiplizirt  und  das  erste  Produkt  durch  das 
zw  eite  di  vidir t. 

AC 

Die  erste  Seite        bedeutet  eine  Grösse,  die,  mit  BD  multi- 
Bu 

plizirt,  zum  Produkt  AC  gibt.    Um  zu  zeigen,  dass  auch  das  links 
A  C 

vorkommende  Produkt  —  .  —  dieselbe  Eigenschaft  besitze,  mul- 

tipliziren  wir  dasselbe  zuerst  mit  B  und  was  herauskommt,  dann 
mit  D.    Nun  ist  aber 


A  .  ^  x  D=   A  .  (jj  .       -  AC,  b 


Satz  25.    Es  ist  somit  wirklich 

fi      ü  ~  BD    [  ) 

Zusatz.  Au-  diesem  allgemeinen  Satz  der  Multiplikation 
zweier  Brüche  können  wir  die  Multiplikation  eines  Bruches  mit 
einer  ganzen  Grösse  und  die  Multiplikation  einer  ganzen  Grösse 
mit  einem  Bruch  als  spezielle  Fälle  ableiten.    Setzt  man  nämlich 

A  AC 

in  Gleichung  (3)  D  =  1,  so  geht  sie  über  in  —  .  (  ==  —  d.  h. 

B  B 

ein  Bruch  wird  mit  einer  ganzen  Grösse  multiplizirt 


—   55  - 


indem  man  nur  den  Zähler  mit  derselhen  multipli- 
zirt,  den  Nenner  a  b  er  unv  e  ränd  er  t  beibehält. 

Setzt  man  dagegen  B  —  1,  so  verwandelt  Gleichung  (3)  sich  in 
C  AC 
D  =  ~D 

d.h.  eine  ganze  Grösse  wird  mit  einem  algebraischen 
Bruch  multiplizirt,  wenn  man  sie  mit  dem  Zähler 
multiplizirt,  den  Nenner  aber  als  solchen  unverän- 
dert beibehält. 

A_  &     Aß  U) 

K      D       B  '  C      BC  { 

Um  das  zu  beweisen,  dürfen  wir  nur  zeigen,  dass  der  behaup- 
tete Quotient  ^  wirklich   die  Eigenschaft  des  Quotienten  besitze, 
BC 

nämlich  die  Eigenschaft,  mit  dem  Divisor  —  multiplizirt,  zum  Pro- 

A  AD     C      ADC  4 

dukt  ±  zu  geben.    Nun  ist  aber  —  .  —  =  ggg  oder,  wenn  wir 

hier  Zähler  und  Nenner  durch  CD  dividircn,  =  -g-. 

.4      C       A      D  ,  . 
Somit  in  der  That  ~jf  1  J)  ^  ~jf  '  ~c    '  ' 

ein  algebraischer  Bruch  wird  durch  einen  andern  di- 
vidirt,  indem  man  ihn  mit  dem  Umgekehrten  des  Di- 
visorbruches multiplizirt. 

Zusatz.  In  diesem  allgemeinen  Satz  sind  die  Sätze  über 
Division  eines  Bruches  durch  eine  ganze  Grösse  und  Division  ei- 
ner ganzen  Grösse  durch  einen  algebraischen  Bruch  als  spezielle 
Fälle  enthalten.  Setzt  man  nämlich  in  Gleichung  (4)  D  =  l,i  so 
kommt 

T    C  ~  ~BC 

d.h.  ein  algebraischer  Bruch  wird  durch  eine  ganze 
Grösse  dividirt,  indem  man  denNenner  desselben  mit 
der  ganzen  Grösse  multiplizirt,  den  Zähler  aber  als 
solchen  unverändert  beibehält. 

Setzt  man  dagegen  in  Gl.  (4)  B  =  1,  so  geht  sie  über  in 

4  :  1)  ~  c 

d.h.   seine   gan  ze  G  rosse  w  i  rd  durch   einen  algebrai- 
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sehen  Bruch  dividirt.,  indem  man  sie  mit  dem  CJ«f ge- 
kehrten des  Divisorb  ruches  mu  ltipl  i  zirt. 

Anmerkung.  Zwei  Grössen  a  und  b  heissen  reziprok, 
wenn  ihr  Produkt  =  1.  Also  wenn  «6=3,  dann  ist  a  der 
reziproke  Werth  von  b  und  //  der  reziproke  Werth  von  a.  Es 
folgt  aus  „/,  =  1 

a 

woraus  man  erkennt,  dass  der  reziproke  Werth  einer  Grösse  auch 
=  dem  Quotienten  aus  der  Einheit  durch  sie  ist.    Die  Brüche 

und  --  sind  offenbar  reziprok;  denn  \ -  .  —  =  1. 

CA 

W&  können  nunmelir  auch  sagen:  Eine  beliebige  Grösse  — 
gleichviel,  ob  ganz  oder  gebrochen  —  wird  durch  einen  algebrai- 
schen Bruch  dividirt.  indem  man  sie  m& dein  r  ozipr«»k  e  n  Werth 
des  Bruches  m  u  1  tipl  i  z  i  r  t. 

Anmerkung  2.  Für  die  Division  zweier  Brüche  können 
wir  noch  ein  anderes,  der  Multiptikation  analoges  Verfahren  ablei- 
ten. Wir  behaupten  nämlich,  zwei  algebraische  Brüche 
können  auch  durch  einander  dividirt  werden,  indem 
man  Zähler  durch  Zähler,  Nenner  durch  Nenner  di- 
vidirt un  d  d  as  er  ste  Re  sul  ta  t  en  d  1  i  eh  n  o  ch  durch  das 
z  wei  te  dividirt. 


Es  müsste  demnach: 


c      1  :  e  c 


B       D  Ii  :  (  ß 

T) 


In  der  That  können  wir  1mm  dem  Bruch  -^r  nur  Wähler  und 

D 

Nenner  mit  CD  multipliziren.   so  bekommen  wir  A—  =  ~      ~ , 

ßC       ß  '  C 

was  wir  nach  Satz  4  als -Quotient  der  beiden  Brüche  —  und 

h  D 

kennen  gelernt  haben. 
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Dieses  2te  Divisionsverfahren  ist  jedoch  nur  dann  vorteil- 
haft, wenn  Zähler  und  Nenner  des  Dividenden  theilbar  sind  durch 
die  entsprechenden  Theile  der  Divisors.    So  bekäme  man: 
45a;*V     toV  .   45a;12?/7  :  9:r  V  _  bxA y 
56Vz5    :  8a3z2  ~  56a4  s5  i  8a:{s'2  7as3 
während  mit  dem  aus  dem  allgemeinen  Verfahren  hervorgehenden 
Kesultat  erst  noch  eine  Reduktion  vorzunehmen  wäre,  um  es  in 
der  obigen  einfachsten  Gestalt  zu  erhalten. 

51.  Hat  man  mehrere  gleiche  algebraische  Brü- 
che, so  ist  der  Quotient  aus  der  Summe  der  Zähler 
durch  die  Summe  der  Nenner  wieder  ein  den  ersten 
gleich  er  Br  uch. 

vY  enn  also         ~ß  =  ~D  ~F 
A±C±E  _j4 
80  lst  B-\-D-{-F  B 

Wir  wollen  mit  Q  den  Werth  eines  jeden  der   3  gleichen 
Brüche  Zeichnen,  so  wäre 

A  =  Q  woraus  folgt  A  =  BQ 

B 

JL«Ö  C=DQ 

|  =  0  E  =  FQ 

Durch  Addition  dieser  3  Gleichungen  kommt: 
A  +  C  +  B  =  (B+D  +  F)  .  Q 

als°         Q> also  auch  ~4~ir etc-  wz-w 

52.  Wir  können  nun  ohne  weiter  schliessen,  dass  die  im  vori- 
gen Abschnitt  über  die  4  ersten  Operationen  mit  Monomen  und  Po- 
lynomen abgeleiteten  Sätze  auch  dann  noch  gelten,  wenn  die  Mo- 
nome oder  die  Glieder  der  Polynome  beliebige  algebraische  Brüche 
sind.  Wir  wollen  hier  je  ein  Beispiel  für  die  Multiplikation  _  und 
Division  solcher  Polynome  ausführen,  deren  Glieder  algebraische 
Brüche  sind.    Sei  z.  B.  zu  multipliziren  das  Polynom 

4xhß     8a?y    2xg*     y5    lt  M»     gjgy  V 

5^  +         ""63mlt  3a2       SaJ  26* 

so  sind  beide  geordnet  nach  fallenden  Potenzen  von  x,  beide  homogen 
und  zwar  der  Multiplikand  vom  2ten5  der  Multiplikator  vom  lsten  Grade ; 
das  Produkt  wird  daher  ebenfalls  homogen  und  vom  3ten  Grade  werden. 
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53.  Wir  wollen  hier  an  einigen  Beispielen  die  Anwendung 
der  in  No.  51  nachgewiesenen  Sätze  über  Rechnung  mit  algebrai- 
schen Brüchen  zeigen. 

4(1— J  8(1 -x)  *  2(1  +*)  "   -  * 

Um  diese  algebraischen  Brüche  zusammenzuziehen,  bestimmen 
wir  zunächst  die  möglich  kleinste  Grösse,  welche  durch  jeden  der 
Nenner  theilbar  ist  und  zerlegen  daher  diese  Nenner  in  ihre  Fak- 
toren.   Es  ist 

1.  4(1—  *2)  =  2.  2  (1  +x)  (1  —  r) 

2.  8(1—  x)  =2.2.2(1—  x) 

3.  2(1  -r-x)  =2(1  -t-x) 

4.  1  4-x2   =  1  -f- .( •'-  ist  nicht  weiter  zerlegbar. 
Die  zu  suchende  Grösse  soll  nun  erstens  theilbar  sein  durch 

4(1 — s1),  was  nur  möglich  ist,  wenn  in  ihr  alle  Faktoren  von 
4(1—  x2)  vorkommen.  Wir  nehmen  also  einmal  diese  Faktoren 
und  bekommen  so  2  .  2(1 — x)  (1-Hr). 

Die  gesuchte  Grösse  muss  sich  aber  auch  zweitens  theilen  lassen 
durch  8(1 — s%  was  erfordert,  dass  in  ihr  3  mal  der  Faktor  2  und 
einmal  der  Faktor  1 — x  vorkomme;  den  Faktor  1 — .r  haben  wir 
bereits,  ebenso  2  mal  den  Faktor  2 ;  wir  brauchen  also  nur  noch 
1  mal  den  Faktor  2  hinzuzusetzen,  wodurch  wir  bekommen: 
2.2.2(1 — x)(l-hx).  Die  Faktorendes  nächsten  Nenners  2(1  -\-x)  sind 
bereits  in  unserm  Produkt  enthalten;  wir  brauchen  also  wegen  des 
3ten  Nenners  keinen  neuen  Faktor  hinzuzusetzen.  Dagegen  muss 
der  letzte  Nenner  1+x1  noch  als  neuer  Faktor  hinzugesetzt  wer- 
den. Das  so  erhaltene  Produkt.  2  .2.2  (l—x)(l-hx)  (1+x2)  = 
8(1— x2)  (1+a;2)  =  8(1— x*)  ist  jedenfalls  eine  durch  sämmtliche 
Nenner  theilbare  Grösse.  Es  fragt  sich  nur,  ob  picht  vielleicht 
noch  eine  kleinere  Grösse  existire,  welche  ebenfalls  durch  jeden 
der  Nenner  theilbar  sei.  Dass  das  aber  nicht  der  Fall  ist,  erkennt 
man  leicht  daraus,  dass  wenn  man  auch  nur  einen  der  genom- 
menen Faktoren  wegliesse,  das  Produkt  der  noch  übrigen  schon 
nicht  mehr  durch  jeden  der  4  Nenner  theilbar  wäre. 

Wir  verwandeln  nun  unsere  Brüche  sämmtlich  in  solche,  de- 
ren Nenner  =  8(1— xA)  und  haben  zu  diesem  Zwecke  Zähler  und 
Nenner  eines  jeden  Bruches  zu  multipliziren  mit  der  Grösse,  welche 
angibt,  wie  oftmal  der  Nenner  desselben  in  dem  gefundenen  ge- 
meinschaftlichen Nenner  8(1  — x*)  enthalten  sei.  Wir  bekom- 
men so: 


—   GO  — 


3  3 .  2(l+x2)  6+6J-1 


1(1— x--)         8(1— x4)'  ~~  8(1— x4j 

3        _  3(l+x)(H-x2)  =  3{l+M-^+x^2 
8(1  ■  x)  ~      8,1— x*)  8(1-03«) 

5  5.  4|1— x)(l+x2)  _  20(1— x+x2— x'i 

2(l+x)   _         8(1— x4)        "        8(1—  x* 
1— x      _  8(1— x)(l—  x2)  _  8(1— x— x2+x») 
1+x2    ~~       8(1  -x*)  '  8(1-®«)" 
Nun  sind  die  3  ersten  Polynome  zu  addiren  und  das  4tr  zu 
subtraliiren:  wenn  wir  daher  mit  S  das   Resultat  bezeichnen,  so 
hat  man 

6+6x2+3+3x2+3x3+2U— 20x+20x2-20x3--8-l-8xH-8x2-8x3 

8(1— x4)  " 

oder 

_  21-  9x+37x2— 25x3 
*  "8(l-x4)" 

Wenn  wir  im  Zähler  x3  absondern,  so  kommt 
xä— 2x3       _  x3(x2-2)  x3 
a;4_4x2+4    "  (x2— 2)1       x2— 2' 
„     n  .   .  .  14a2-7fl6 
3-    Be,sP16l:    10«c-5k  =  * 

Hat—lab        7g(2g— 6)  =  7a 
lOac— 56c   ~~  öc(2a— b)  5c" 
.<  B 

4.  Beispiel.       '"T"^  ~~s~    05  ^ 

Multipliziren  wir  Zähler  und  Nenner  des  Ganzen  mit 
(.l-i-B)(A — B),  so  erhalten  wir: 
A  B 

A+B  -  4 — ß  _  A(A  -  B)-U(A+B)  A- — AB — AB  B1 

A         ~B         A{A-B)+B{A+B)  A- — AB+AB+B"1 
A+B      a—B  _  A^JAB—B1 

~       A-+Bi  '   
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Vierter  Abschnitt, 

Potenzen  und  VVurzelgrössen;  Ausziehung  der  2ten  und 

3ten  Wurzel. 

A.    Lehre  von  den  Potenzen. 
54.    Wenn  m  nntl  n  positive  «ran zu  Zahlen  bedeuten,  so  fin- 
den folgende  5  Gleichungen  statt: 

1 .    am  .  am  =  am+M 
%    am  :  nn  =  am~u 
8.    (abc,)m   =  awbmcm 
tag  ^  > 

5.    (am)n    =  a'mt 
Die  in  (l)und  (2)  enthaltenen  Sätze  wurden  früher  in  No.  2G 
und  35  ausgesprochen  und  bewiesen. 

Um  die  Gleichung  (3)  nachzuweisen,  wollen  wir  dem  ;//  ein- 
mal den  speziellen  Werth  4  geben,  also  (abc)*  entwickeln.  Nach 
der  Bedeutung  der  Potenz  ist  (abc)*  =  abc  .  abc .  abc  .  abc 

Um  diese  Multiplikation  auszuführen,   haben   wir  erst  das 
Produkt  abc  .  abc  der  2  ersten  Faktoren  zu  bilden,  dieses  mit  abc 
und  das  .Resultat  noch  einmal   mit  abc  zu  multipliziren.  Wenden 
wir  nun  die  Lehrsatze  24  und  25  an,  so  haben  wir 
abc  X  a  =  a2bc 
a-bc  X  b  —  a-b2c 
a*b2c  X  c  =  a26V 
also  ahe  X  abc  =  a!b2c2 
Dieses  Resultat  multipliziren  wir  in  gleicher  Weise  mit  abc, 
so  kommt 

a2b2c2  X  a  =  äzb*c2 
aH2c2  xft  -  aHxc2 
a363c2  x  c  =  Ä3fr8c8 
Und  wenn   wir  endlich  (t^b'U'^  noch  mit  dem  4ten  Faktor 
a/>c  in  gleicher  Weise  multipliziren,  so  erhalten  wir  (abc)*  =  a*b*cx. 

Ist  endlich,  statt  4,  ift  der  Exponent  von  abc,  so  hat  man, 
statt  wie  eben,  3,  im  Ganzen  m  —  1  mal  die  Multiplikation  mit 
abc  zu  vollziehen,  wodurch  man  erhalt 

(abc)w  =  ambmcw 
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d.h.  ein  Produkt  mehrerer  Faktoren  wird  mit  einer 
positiven  ganzen  Zahl  potenzirt,  indem  man  jeden 
einzelnen  Faktor  mit  ihr  potenzirt  und  dieKcsultate 
mit  einander  m  u  1 1 i  p  1  i z i  r  t. 

Um  die  4te  Gleichung  zu  erweisen,  haben  wir  lediglich  auf 
die  Bedeutung  einer  Potenz  und  die  Multiplikation  von  Brüchen 
ims  zu  stützen-,  denn  es  ist 

I  a  vm__  a     a    a     a  aaaa   am 

*T/~T  b  T  T  "*""  bbbbTTT.^ 

d.  b.  ei  n  Bruch  wird  mit  ein  er  pos.  ganzenZahl  poten- 
zirt, indem  man  Zähler  und  Nenner  desselben  mit 
dieser  Zahl  potenzirt  und  das  lste  Resultat  durch 
das  2 1  e  d  i  v  i  d  i  r  t. 

Die  5te  Gleichung  endlich  folgt  unmittelbar  aus  der  Bedeu- 
tung der  Potenz  und  dem  Satz  über  Multiplikation  von  Potenzen 
mit  gleichen  Grundfaktoren. 

Es  ist  nämlich   (//"«)"  =  a'n.  am.  am.  ß*  -=  a«+«-H»+.  •  • 

wobei  ///  gerade  n  mal  als  Summand  vorkommt;  also  (am)H  =  amn 
d.h.  einePotenz  wird  mit  einer  positiven  ganzenZahl 
potenzirt,  indem  man  den  Expon  e  n  t  en  der  Potenz  mit 
dieser  Zahl  multiplizirt  und  das  Produkt  als  Expo- 
nent des  nämlichen  Grundfaktors  setzt. 

55.  AVenn  wir  die  5  obigen  Gleichungen  umkehren,  d.  b. 
sie  rückwärts  lesen,  so  bekommen  wir  5  andere  Sätze : 


1. 

am+n 

=  am.an 

am-n 

=  am:an 

3. 

ambmcm 

=  (abc)m 

4. 

am 

T1 

-  (t)" 

5. 

amn 

=  (am)n  = 

welche,  in  Worten  ausgesprochen,  folgendermassen  lauten : 

1.  am+ n  =  a,n . a"  :  Eine  Grösse  wird  mit  einer 
Summe  potenzirt,  indem  man  sie  mit  jedem  Summan- 
den potenzirt  und  die  Resultate  mit  einander  multipli- 
cirt.  So  ist  z.  B.  7=4  +  3  =  5+2  =  6  +  1;  daher  107  = 
10*.  103  ==  106.102  =  IG6. 10 

2.  am""n  =  am:an:  Eine  Grösse  wird  mit  einer  Dif- 
ferenz potenzirt,  indem  man  sie  mit  dem  Minuenden, 
dann  mit  dem  Subtrahenden  potenzirt  und  das  lste 
Resultat  durch  das  2te  dividirt. 
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3.  ambmcm  =  (abc)m  :  Potenzen  mit  gleichen  Expo- 
nenten werden  mit  einander  multip  izirt,  indem  man 
ihre  Grundfaktoren  mit  einander  multiplizirt  und  das 
Produkt  zur  nämlichen  Potenz  erhebt. 

So  ist  5 6  .  2 6  sc  (5  .  2)6  =  106  =  1000000. 
üm      i  ci  vw 

4.  -p  )  :  I>otenzen  mit  gleichen  Exponen- 
ten können  durch  einander  dividirt  werden,  wenn 
man  ihre  Gr  u  nd  t  ak  t  o  ren  durch  einander  dividirt 
und  den  Quotienten  zur  nämlichen  Potenz  erhebt. 

öo  ist  z.  b.  =  y~ |  =35,  was  viel  einfacher  zu  be- 
stimmen ist,  als  wenn  man  2 1 r>  und  8 5  ausrechnen  und  nachher 
die  Resultate  durch  einander  dividiren  würde. 

5.  amn  —  {Um)n  =  (a")m  heisst  in  Worten: 

Eine  Grösse  wird  mit  einem  Produkt  mehrerer 
Faktoren  p  o  t  e  n  z  i  r  t,  indem  man  sie  successive  mit  je- 
dem einzelnen  Faktor  potenzir t  d.  h.  indem  man  sie  z  u- 
erst  mit  dem  ersten  Faktor  potenzirt,  was  heraus- 
kommt, in  i  t  d  e  m  2 1  e  n  Faktor  u.  s.  f. 

56,  Diese  5  Sätze  über  Potenzen  mit  ganzen  po- 
sitiven Exponenten  gelten  sammt  ihren  U  ink  ehrungen 
auch  noch,  wenn  die  Exponenten  negative  ganze  Zah- 
len sind. 

l)Es  wäre  demnach  zuerst  zu  zeigen,  dass  auch  die  Multipli- 
kation der  Potenzen  mit  negativen  Exponenten  durch  Addition 
dieser  Exponenten  vollzogen  wird,  dass  also 

a~rn  .  an  m  a~m+n 

am  .  a~H  =  am_"  und 

a—m    a—n  a—m-n 

Wenn  man  sich  der  Sätze  über  Multiplikation  und  Division 
der  Potenzen  mit  gleichen  Grundfaktoren  und  positiven  Exponen- 
ten, ferner  der  Bedeutung  einer  Potenz  mit  negativen  Exponenten 
erinnert,  so  ergibt  sich  unmittelbar  : 

1  an 
a~m  .  a«  =—  .  au  =  —  =  «"-"»  =  <H»+*  ferner 
am  am 

1  am 

am  .  a~n  =  am  .  —  =  —  =  am~n,  und  endlich 
a11  au 

a~m  '  a~~H  m  ^  '  ^  =  ^  =  «~m~n>  was  z«  zeigen  war. 
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■>)  Auf  gleiche  Weise  kann  die  in  Nro.  U  aufgestellte  Di- 
visionsregel auch  für  Potenzen  mit  negativen  Exponenten  nachge- 
wiesen, also  gezeigt  werden,  dass 

jf)    am  :  Ir*  =  ä**1  1111(1 
y)    a-m  :  a~"  =  «TP** 

Man  hat  nämlich  wieder  : 

*  .  „h  _     1       _   =  Ä-m  M:  ferner 

a'1  =  am+"  5  endlich 

— n  _       •  1_  —      x  —  =  —  =  an~~m  = 


1 


1         1  1 

3)    Es  ist  auch  (ab)-m  **  a~mb-m  ;  denn 
,  i  lL  m  1  L_  —  L  .  —  =  a-m./>-?"nachNro34,- 

4  )    /  _  l      =  —   :  denn 

1  1  /!»'  />"'  1 

/  a  v-"'       1  L  —  l  —  =  —  =  —  . 

u!  6-" 

Nun  ist  aber  L  «„-;  allein   auch  statt  6»'   kann  man  set- 
am 

1  ,  i  ,_m  1  oowird  1  ^  —  «F  />"' sein.  Aus 
zen:  &j  5  denn  da  6      =  —  ,  so  wird  -  x 

unserer  Definition  einer  Potenz  mit  negativem  Exponenten  folgt 
daher  mit  Notwendigkeit,  dass  eine  Potenz  mit  positivem  Expo- 
nenten auch  gleich  der  Einheit,  dividirt  durch  dieselbe  I  otenz 
mit  negativem  Exponenten  gesetzt  werden  darf. 

Wir  hatten  nun  (fp  m  |  .  fr  *        .  5*  und  diess  ist 
_      ,„     1    =      1 .  somit        -f )      -  t— >  ™*  b- 

5.    Endlich  bleibt  noch  zu  zeigen,  dass  auch  (a'")n  =  *m 
wenn  m  oder  m  oder  beide  zugleich  negativ  sind,  dass  also 
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Es  ist    (w»)-n  = 


(a«>)  =  n~mu 
(«-"'/'  =  a~mn 

und    (a-,u)~n  =  am"  sein. 
1  1 


/  1  \n         1  1 
ferner  (OTm)"  =  1  —  I  —  7         =           =  ö-?"" 


Endlich        («-'V*    =  ,  --r,  =4—  =  o 

indem  man  nur  Zahler  und  Nenner  des  ganzen  Bruches  mit  amn 
m  ultiplizirt. 

Die  Umkehrungen  brauchen  nicht  besonders  bewiesen  zu 
werden;  denn  wenn  A  =  B,  so  ist  selbstverständlich  auch  B  =  A. 

Es  gelten  somit  die  in  Nro.  54  und  55  für  Potenzen  mit 
positiven  Exponenten  bewiesenen  Satze  auch  dann  noch,  wenn 
die  Exponenten  negativ  sind. 

B.    Lehre  von  den  T\'iirzelgrösssen. 
57.    Die  Gleichung  nm  =  b  (1)  gibt,  wie  wir  in  Nro.  7  der 
Einleitung  gesehen  haben,    zu  3  verschiedenen  Aufgaben  Anlass, 
deren  2te  durch  die  aus  (1)  hervorgehende  Gleichung 

a  =  4  b  (2) 

m  — 

angedeutet  wird.  Man  versteht  unter  yj  b  jede  Zahl,  welche,  zur 
wten  Potenz  erhoben,  b  gibt.  Ist  m  =  2,  so  lasst  man  den  Wur- 
zelindex 2  ganz  weg  und  schreibt  bloss  yj  b    statt  ^  b  . 

Wie  man  aus  geometrischen  Gründen  die  2te  Potenz  einer 
Zahl  auch  ihr  Quadrat,  die  3te  Potenz  auch  ihren  Cubus 
nennt,  so  wird  auch  umgekehrt  die  2te  Wurzel  aus  einer  Zahl 
Q  u  a  d  r  a  t  w  u  r  z  e  1,  die  3te  Wurzel  aber  Cu b  i  k  w  u  r  z  e  1  genannt. 

So  lange  die  Gleichung  ( 2 )  wirklich  aus  Gleichung  (1)  abge- 
leitet gedacht  wird  d.  h.  so  lange  b  wirklich  durch  Potenzirung  einer 
ganzen  Zahl  a  entstand,   wird  auch  die  Wurzelausziehung  nur  auf 

m. — 

ganze  Zahlen  führen,  d.  h.  yj  b  eine  ganze  Zahl  sein.  Lasst  man 
aber  diese  Beschrankung  lallen,  so  wird  der  Radikand  b  keineswegs 
mehr  immer  eine  vollkommene  mte  Potenz  sein  und  es  führt  dann 
die  Wurzelausziehung  auf  Zahlen,  die  wir  bisher  noch  nicht  kann- 
ten, nämlich  auf  Zahlen,  die  weder  durch  die  Einheit,  noch  durch 

Orelli,  Algebra.   2te  Auflage.  5 
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Theile  der  Einheit  ausdriickbar  sind  und  die  wir  desshalb  in- 
kommensurabel nennen.  So  sind  yj  5  ,  ^48,  ^34  solche  Zahlen, 
die  —  wie  wir  erst  später  genau  nachweisen  werden  —  weder  durch 
die  Einheit  sich  ausdrücken  lassen,  noch  auch  durch  eiuen  Bruch 
(Quotient  zweier  ganzen  Zahlen)  darstellbar  sind.  Man  nennt  solche 
inkommensurable  Wurzeigrössen  auch  etwa  irrational  im  Gegen- 
satz zu  den  rationalen  Grössen,  die  kein  Wurzelzeichen  ent- 
halten, oder  bei  welchen  wenigstens  das  Wurzelzeichen  durch  wirk- 
liche Ausziehung  der  Wurzel  weggeschafft  werden  kann,  wie  bei 
^36  ,  was  =  ±  6. 

58.  Die  Quadratwurzel  aus  einer  Zahl  hat  immer  zwei 
Werthe,  welche  absolut  gleich,  im  Vorzeichen  aber  verschieden 
sind.  So  ist  >/l!)  =  -\-  7.  aber  auch  =  —  7;  denn  -f- 7  sowol  als 
—  7  geben,  zum  Quadrat  erhoben,  4-49.  Ebenso  hat  —  wie  wir 
spater  zeigen  werden  —  die  3te  Wurzel  aus  einer  Zahl  3,  die  4te 
Wurzel  4.  die  mte  Wurzel  endlich  m  verschiedene  Werthe. 

m —  m 

Wenn  wir  nun  unter  V  a  jede  der  Zahlen  verstehen,  welche, 

IM. — 

zur  mten  Potenz  erhoben,  a  geben,  so  hat  also  y  a  m  verschiedene 

Bedeutungen  und  man  nennt  dann  \j  a  eine  algebraische  Wür- 
ze Igrösse.    Bei  den   nun   folgenden  Entwickelungen  verstehen 

m  — 

wir  unter  \  a  nur  den  einen,  durch  unmittelbare  Wurzelauszie- 
hung erhältlichen  Werth,  der,  zur  mten  Potenz  erhoben,  a  gibt  und 
nennt  die  Wurzelgrösse  in  diesem  Sinne  eine  arithmetische 
Wurzelgr  ös  se.  So  wäre  die  arithmetische  Wurzelgrösse  yl25 
=  5  und  ^ — 125  =  — 5,  wahrend  die  algebraische  Wurzelgrösse 
^125  ausser  5  noch  2  andere  Werthe  hat. 

51).  Eine  absolute  Zahl  a  kann  nicht  mehr  als 
eine  absolut  e  rote  Wurzel  habend,  h.  es  gibt  nicht  zwei 
dem  absoluten  Werthe  nach  verschiedene  Zahlen, 
welche,  zur  mten  Potenz  erhoben,  gl  eich  a  sein  könn- 
ten. Denn  gesetzt  für  einen  Augenblick,  es  gäbe  2  solche,  ihrem 
absoluten  Werthe  nach  verschiedene  rote  Wurzeln  aus  a,  etwa  a 
nnd  so  müsste  die  eine  davon  die  grössere  sein.  Gesetzt  a>ß, 
dann  müsste  auch  <*->/¥'-,  a3>jtf3  u.  s.  f.,  endlich  aT">jtfm  sein. 
Da  aber  jede  derselben  eine  rote  Wurzel  aus  a  ist,  so  müsste 
a»>  =  a  und  =  a  d.  h.  a  hätte  zwei  verschiedene  absolute 
Wrerthe,  was  absurd. 


I 
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60.  Die  Ausziehung  der  ?nten  Wurzel  aus  einer 
Potenz,  deren  Exponent  ein  Vielfaches  vom  Wurzel- 
index ist,  wird  vollzogen,  indem  man  den  Exponenten 
durch  den  Wurzelindex  dividirt  und  den  Quotienten 
als  Exponenten  der  nämlichen  Basis  beibehält. 

So  ist  z.  B.  v'cr^T  ==  aV  =  a*  ;  =        =  a6  ;  allge- 

m  r 

mein   \Ja,nr  =  am   =  av. 

Denn  ^a28,  ^aso,  bedeuten  Grössen,  welche  zur  7ten, 

5ten,  mten  Potenz  erhoben,  beziehungsweise  a28,  a30  und  amr 
geben.  Allein  a4  ,  # und  a1  genügen  diesen  Bedingungen; 
denn  =  ß2\  =        und  (<t«>  =  amr  nach  No.  54(5). 

Zusatz.  Ist  der  Exponent  der  Potenz  nicht  theilbar  durch 
den  Wurzelindex,  so  kann  man  die  Wurzelausziehung  bloss  an- 
deuten, nicht  wirklich  vollziehen  z.  B.  Diese 
Wurzeigrössen  sind  dann  irrational,  Während  yß**  auf  eine 
rationale  Grösse  a*  zurückgeführt  werden  kann. 

Wir  gehen  nun  an  die  Rechnung  mit  Wurzeigrössen  und 
werden  nacheinander  die  Multiplikation  und  Division  von  Wurzei- 
grössen mit  gleichen  Indices,  die .  Potenzirung ,  Radizirung  und 
Transformation  von  Wurzeigrössen  behandeln. 

Ol.    Es  ist  yj  a    .  yj  b    =     yjab  (1) 

Um  die  Richtigkeit  dieser  Gleichung  zu  beweisen,  zeigen 
wir  nur,  dass  beide  Seiten  Gleiches  bedeuten.    Von  der  rechten 

ui.  

Seite  y/ab  kennen  wir  unmittelbar  die  Bedeutung;  sie  repräsentirt 
eine  Grösse,  welche,   zur  roten  Potenz   erhoben,   die   Grösse  ab 

unter  dem  Wurzelzeichen  gibt.    Aber  auch  die  linke  Seite 

m  —      w  — 

V  (i  .  v  f>  nat  die  Eigenschaft,  zur  mten  Potenz  erhoben,  die 
Grösse  ab  unter  dem  Wurzelzeichen  zu  geben.  Denn 

(  *!j  a   .  J   =  (  7^1  f  .  (  7  b  )"'  »ach  No.  55  (3). 

Allein  \  yj  a  )    ist  =  a  unmittelbar  nach  der  Bedeutung  von 

V  (i  ;  ebenso  (     b  )    =  b ;  daher 

(To-  •  7t  Y  —  ab. 

m. —      m. — 

Es  hat  somit  das  Produkt  yj  a  .  yf  b  die  Eigenschaft ,  zur 
w<teu  Potenz  erhoben,  ab  zu  geben,  ist  also  =  yj  ab. 
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in. —  m. — i  (  :• 

Nun  sind  V  0  lin<^    V  f>    zwei  Wurzeigrössen  mit  gleichen 

Indices;  ah  ist  das  Produkt  der  Grössen  a  und  b  unter  dem  Wur- 
zelzeichen; die  Gleichung    1)  heisst  demnach  in  Worten: 

\Y  urzelgr  össen  mit  gleichen  Indices  werden  mit 
einander  m ult iplizi rt,  indem  man  die  Grössen  unter 
dem  Wurzelzeichen  mit  einander  multiplizirt  und 
aus  dem  Produkt  die  nämliche  Wurzel  zieht. 

62.  yja     :    yjb    =     %/  j 

.  Denn  die   rechte  Seite  hat  vermöge   ihrer  Bedeutung  die 

Eigenschaft,  zur  mten  Potenz  erhoben,  -j-     zu    gehen.  Dieselbe 

Eigenschaft  besitzt  aber  auch  der  links  stehende  Quotient  der 
beiden  Wurzelgrösseu.    Wir  können  denselben  zunächst  in  Bruch- 

ro  — 

m. —      m —         J  a  .  „  .  , 

form  darstellen ;  also  yj  a    :  V  8  =  ~ —      setzen.     Allein  nach 


No.  54  (4)  ist 


(r/i. —  \  m        /  m .—  \m 
VQ  \  _  \  V  a  f      =  a 
in. —  /  ~~  •  /  m  —  \m  0  > 

m —        m._  m  /  a 

folglich  >/  a      !  V  b       =     y  — 

d.  h.  Wurzeigrössen  mit  gleichen  Indices  werden 
durch  einander  dividirt,  indem  man  di  e  Gros  sen  un- 
ter dem  Wurzelzeichen  durch  einander  dividirt  und 
aus  dem  Quotienten  dieselbe  Wurzel  zieht. 

im. —  \n         in  — 
G3.  |  V  a  j    -    V  Ü« 

Das  folgt  unmittelbar  aus  der  Bedeutung  der  Potenz  und 
dem  in  G2  entwickelten  Satz  über  Multiplikation  von  Wurzei- 
grössen mit  gleichen  Indices. 

Im — \n         m. —      tii. —     ro.  — 
Ks  ist  nämlich  \yj  a  f   =    >]  a  .   yj  a   .  y  «  .... 

m  —   m.  — 

=  y  a  .  a .  a  . . . .    =   y  tfn 

d.h.    Eine  Wurzelgrösse    wird  mit    einer  positiven 

ganzen  Zahl  potenzirt,  indem  man  die  Grösse  unter 

dem  Wurzelzeichen    mit  dieser  Zahl   potenzirt  und 

aus  dem  Kesultat  die  nämliche  Wurzel  zieht. 


Li 
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t/1 

«4.  V  V«    -  V« 


mn.  

Die  rechte  Seite  y  «  nat  vermöge  ihrer  Bedeutung  die 
Eigenschaft,  zur  ////den  Potenz  erhoben,  a  zu  geben.  Dieselbe 
Eigenschaft  besitzt  auch  die  linke  Seite;    denn  nach  No.  55(5)  ist 

i  m  \mn  m  ,  Vlfl 

Allein  I  y  J —  1     m    y  H  (nach   Bedeutung  der  Wur- 

zelgrösse)  und  [v1  «  ]    =  «  aus  demselben  Grunde. 
Somit  I  y/  ^—  I      =  a  und 

m 

./  >/  mn  — 

daher  V   V  ft     =  V  a 

d.h.  Aus  einer  Wurzelgrösse  wird  die  inte  Wurzel 
gezogen,  indem  man  ihren  Index  mit  m  multiplizirt 
und  das  Produkt  als  Wurzelindex  der  nämlichen 
Grösse  set  z  t. 

m —         mr. — 

65.  y/an   =  yjanr. 

Wir  zeigen  auch  da  wieder,  dass  beide  Seiten  Gleiches  be- 

///;•  

deuten.     yanr  stellt  eine  Grösse  vor,  welche,  zur  wrten  Potenz 

in  — 

erhoben,  anr  gibt.    Allein  auch  ya"  hat  diese  Eigenschaft.  Denn 

(m. —  \m 
yjan  J    =  an   nm\  (any  _  flnr  # 

ro —  — 

Somit  yjan  =  >Janr 

d.  h.  man  kann  bei  einer  Wurzelgrösse  Index  und  Ex- 
ponent der  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen  mit 
derselben  positiven  ganzen  Zahl  multiplizireu,  ohne 
den  Werth  der  Wurzelgrösse  zu  ändern. 

Zusatz  :  Von  diesem  Satze  macht  man  Gebrauch,  um  Wur- 
zelgrössen  mit  verschiedenen  lndices  mit  einander  zu  multipliziren 
oder  durch  einander  zu  dividiren.  Man  darf  sie  nämlich  nur  zu- 
erst auf  den  nämlichen  Index  bringen  und  dann  nach  den  Sät- 
zen 61   und    62  verfahren.     Gesetzt  fei  B.  man  hätte  zu  bilden 
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\/a4  .  v^6>  so  würden  wir  Index  und  Exponent  der  Grösse  unter 
dem  Wurzelzeichen  einer  jeden  Wurzelgrösse  mit  dem  Index  der 
andern  multipliziren.    Man  bekäme  so:         =  8^ö*8 

somit  ^a4  .  pF*s  ?$*M  .  3^  =  3^^\ 

Wären  mehrere  Wurzeigrössen  auf  denselben  Index  zu  re- 
duziren,  so  würde  man  erst  das  kleinste  gemeinschaftliche  Viel- 
fache aller  Indices  aufsuchen  und  dann  bei  jeder  Wurzelgrösse 
Index  und  Exponent  der  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen  mit 
der  Zahl  multipliziren,  welche  angibt,  wie  oft  ihr  Index  in  dem 
kleinsten  gemeinschaftlichen  Vielfachen  aller  Indices  enthalten  ist. 

Wir  haben  von  Nro.  61  bis  65  nach  einander  folgende  Sätze 
bewiesen : 


1. 

m, —      in. — 

Vo  •  V* 

ML  

=  \jab 

2. 

ja  :  <Jb 

in  ,  ~~ 

■Vf 

3. 

m  — 
=  yjan 

4. 

m  / 

_  T/1H.  

5. 

m. — 

yja" 

**»*• 

66.    Durch  Umkehrung  dieser  Gleichungen  bekommen  wir 
fünf  neue  Sätze: 

in. —       in   m  

1.  yjab  =  V  a    •   V  * 

2.  5  I_7± 

V   b  ~ 


yjb 

m.  /« — \» 

3.  Va»  =  W«/ 

4.  v«  =  V  V" 


tnr.  r»i — , 

5.  Vöm  =  ya« 

welche  wir  hier  in  Worten  ausdrücken  wollen : 

m. —      m. —     m. — 
1.     yjab  ==  V  o    .  yj  b 

d.  h.  man   kann   die  m  t  e  Wurzel  pa  uls  einem  Produkt 

ziehen,   indem   man   aus  jedem  einzelnen  Faktor  die 
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mte  Wurzel  zieht  und  die  Resultate  mit  einander 
m  u  1 1  i  p  1  i  z  i  r  t. 

Mit  Hülfe   dieses  Satzes  kann  man  Wurzeigrössen  oft  ver- 
einfachen,  indem  man  die  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen  in  2 
Faktoren  zerlegt,  aus  deren  einem  man  die  Wurzel  ziehen  kann. 
Z.B.  yJbOaH10   =  ^5aH*°:2ä  =  ba*b5y/2a. 
Ferner:  ^\2Sa  lHi2c  -  ^64o« 5  6 1 2  .  2a2c  =  4a5&4V/2^c~. 

m  — 

Hatto  man  allgemein  \/an  zu  ziehen,  wo  ß>m,  so  dürfte 
man  nur  die  in  n  enthaltenen  Vielfachen  von  tn  herausheben.  Wenn 
z.  B.  fi  =  mq  4-  r,  so  wäre 

ff»  as  a»"H-r  =  am  .  «T    und  somit 


711   ny.  #fi.  

*T~  fr 

d.h.  die  wte  Wurzel  aus  einem  Bruch  ist  gleich  der 
mten  Wurzel  aus  dem  Zähler,  dividirt  durch  die  mte 
Wurzel  aus  dem  Nenner. 

Man  wird  von  diesem  Satz  Gebrauch  machen,  so  oft  Zähler 
und  Nenner  vollkommen  mte  Potenzen  sind,  ja  selbst  dann  noch, 
wenn  nur  der  Nenner  eine  vollkommene  mte  Potenz.  Ist  aber 
der  Nenner  keine  vollkommene  Potenz  oder  gar  weder  Zähler  noch 
Nenner,  so  läge  in  seiner  Anwendung  keine  Vereinfachung,  son- 
dern eine  Complikation. 

So  würde  man  v/tVt  =  ?r*=  W  i  setzen. 

y2*i  Staut 


Ebenso 


^243 
^16"  4 


Dagegen  nicht  -==>  =  -.—  und 

«-  JT 

noch  weniger  vi    =  7= 

V  5 

  iy 

weil  die  Berechnung  von  yj  |  mittelst  wohl  die  3  fache  Ar- 
beit erfordern  würde. 
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d.h.  Man  kann  aus  einer  Potenz  die  mte  Wurzel  auch 
dadurch  ziehen,  dass  man  aus  der  Basis  die  mte  Wur- 
zel zieht  und  das  Resultat  zur  nämlichen  Potenz 
erhebt.  Man  wird  von  diesem  Satze  dann  Gebrauch  machen, 
wenn  die  Basis  eine  vollkommene  mte  Potenz  ist.    So  ist  z.  B. 

^125*  =  $125)  4  =       =  625, 
was  natürlich  viel  einfacher  zu  berechnen  ist,  als  wenn  man  erst 
125 4  ausrechnen  und  dann  aus  dem  Resultat  die  3te  Wurzel  zie- 
hen wollte. 

mn. —  n. — 

4.  yja    =  V  V« 

d.  h.  Hat  man  aus  einer  Grösse  eine  Wurzel  zu  ziehen, 
deren  Index  ein  Produkt  ist  aus  mehreren  Faktoren, 
so  kann  man  die  Wurzelausziehung  in  so  viele  ein- 
zeln e  Wurzel  auszi  ehungen  verwandeln,  als  der  Index 
Faktoren  enthält. 

Z.B.    0ß  =  8 '^729  =  V  ^729    =  ^21  =  3 

oder  auch:    ^729  =  3  ^729  =  V  ^729    =  y/T  =  3. 

wir.  .        m. — 

5.  yjanr  =  yja11 

d.h.  Man  kann  auch  bei  einer  Wurzelgr öss e,  ohne 
ihren  Werth  zu  ändern,Index  und  Exponent  der  Grösse 
unter  dem  Wurzelzeichen  durch  dieselbe  Zahl  divi- 
diren,  wofern  nämlich  beide  durch  die  letzte  t  heil- 
bar sind. 

67".  Ableitung  spezieller  Verfahren  für  Poten- 
zirung  und  Radizirung  einer  W urzelg  r  össe. 
a.  Hat  man  eine  Wurzelgrösse  zu  potenziren  mit  einer 
Zahl,  die  in  dem  Index  der  Wurzelgrösse  als  Faktor  enthalten 
ist,  so  bekommt  man  durch  Anwendung  des  Satzes  63  ein  Resul- 
tat, das  sich  noch  vereinfachen  lässt,  weil  Index  und  Exponent 
der  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen  einen  gemeinschaftlichen 
Faktor  enthalten.    Hat  man  z.B.  {~yJaA)~l,  so  ist  das  ==  8^er8  = 

Dieses  letzte  Resultat  in  der  einfachsten  Form  hatte  man 
unmittelbar  aus  "Ija*  erhalten,  wenn  man  den  Wurzelindex  21 
durch  7  dividirt  und  den  Quotienten  3  als  Wurzelindex  der  näm- 
lichen Grösse  aA  beibehalten  hätte. 
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Statt  daher  ei  ne  W  ur  z  e  lgrösrie  mit  einer  Zahl 
n  zu  potenziren,  indem  man  den  Radikanden  mit  n 
potenzirtund  aus  dem  Resultat  die  nämliche  Wur- 
zel zieht,  kann  man  auch  den  Wurzelindex  durch  n 
di  v  idi  reu  und  den  Quo  tie  nten  al  s  Index  der  sonst 
unveränderten  Grösse  beibehalten.  Erlaubt  ist  aber 
dieses  2te  Verfahren  nur,  wenn  der  Wurzelindex  theilbar  ist  durch 
den  Exponenten,  mit  dem  die  Wurzelgrösse  zu  potenziren  ist. 

Wollte  man  dieses  Verfahren  auch  da  anwenden,  wo  der 
Wurzelindex  nicht  theilbar  ist  durch  den  Exponenten,  wie  z.  B.  in 

(*5  o)\  so  bekäme  man  yj  a,  also  eine  Wurzelgrösse  mit  gebro- 
chenem Index.  Eine  solche  hat  an  sich  keinen  Sinn.  Wenn 
man  aber  dabei  sich  der  Entstehung  des  Ausdruckes  erinnert,  so 

y  

kann  man  sich  des  Symbols  yj  a  bedienen  als  einer  zweiten 
Bezeichnung  für  (*}  a)1. 

Das  thut  man  in  der  That  und  versteht  dann  unter 
einer  Wurzelgrösse  mit  gebrochenen  Index  immer 
eine  Wurzelgrösse,  deren  Index  gleich  ist  dem  Zähler 
des  gebrochenen  Wurzelexponenten,  erhoben  zur  so 
vielten  Potenzials  der  Nenner  anzeigt.  Somit  hätte 
man 

b.     Nach  No.  64  hat  man 

Das  vereinfachte  Resultat  ^a*  könnte  man  auch  sofort  er- 
hallen, wenn  man  den  Exponenten  20  des  Radikanden  durch  5 
dividirtc  und  das  Uebrige  unverändert  liesse.  Man  kann  folg- 
lich aus  einer  Wurzelgrösse  die  mte  Wurzel  auch 
dadurch  ziehen,  dassman  d en Exp one n ten  derGrösse 
unter  dem  Wurzelzeichen  durch  m  dividirt,  mit 
anderen  Worten:  aus  dem  Radikanden  die  wite  Wur- 
zel zieht  und  den  W  u  r  z  e lin  d  e  x  unverändert  beibe- 
hält. Anwendbar  ist  dieses  zweite  Verfahren  aber  nur,  wenn  der 
Exponent  des  Radikanden  dmvli  in  t  heilbar  ist. 

Wir  haben  demnach  sowol  für  die  Potenzirung  einer  Wur- 
zelgrösse als  für  deren  Radizirung  zwei  Verfahren,  ein  allgemeines, 


—    74  - 

in  allen  Fallen  anwendbares,  entwickelt  in  den  Sätzen  64  und  65, 
und  ein  besonderes,  nur  unter  gewissen  Bedingungen  anwendbares, 
das  in  dieser  No.  entwickelt  wurde, 
c.    In  No.  60  hatten  wir,  dass 

«.   5! 

yj  flm/'  =  a  Hl  —  av 

d.  h.  man  kann  aus  einer  Potenz  die  mte  Wurzel  ziehen,  indem 
man  den  Epxonenten  der  Potenz  durch  tn  dividirt  und  den  Quo- 
tienten als  Exponent  der  nämlichen  Basis  beibehält.  Erlaubt  ist 
jedoch  dieses  Verfahren  nur,  wenn  der  Exponent  der  Potenz  durch 
den  Wurzelindex  theilbar  ist.  Wollte  man  das  gleiche  Verfahren 
auch  da  anwenden,  wo  diese  Bedingung  nicht  erfüllt  ist,  z.  B.  auf 
'\j  a12,  so  bekäme  man  a^,  also  eine  Potenz  mit  gebrochenem  Ex- 
ponenten d.  h.  ein  an  sich  völlig  sinnloses  Resultat.  Man  kann 
sich  jedoch  des  Symbols  bedienen  als  einer  zweiten  Bezeichnung 
für  yja*2.  Das  geschieht  nun  auch  in  der  That  und  wir  wollen 
in  der  Folge  unter  einer  Potenz  mit  gebrochenem 
Exponenten  stets  eine  Wurzelgrösse  verstehen,  de- 
ren Index  gleich  ist  dem  Nenner  des  Bruchexponen- 
ten, während  der  Zähler  des  letzten  als  Exponent 
des  Radikanden  erscheint.  Es  wäre  somit  —  y]  a1 
bi  =  |P  u.  s.  f. 

68.  Für  Potenzen  und  Wurzeigrössen  mit  gebrochenen  Ex- 
ponenten gelten  ganz  dieselben  Regeln,  wie  für  Potenzen  und 
Wurzeigrössen  mit  ganzen  Exponenten. 

Wir  haben  also  zunächst  zu  zeigen,  dass 


n  r 

n  r 

1. 

am  .  a* 

n  n 

n  r 

2. 

a™  :  a» 

am  ~~ * 

n 

n  n 

3. 

(ab)™ 

am  ,  fr™ 

n 

4. 

a™ 

af 

n 

bp 

n  r 

5. 

Wir  dürfen  uns  dabei  bloss  auf  die  Bedeutung  einer  Potenz 
mit  gebrochenem  Exponenten  und  auf  die  über  Potenzen  und 
Wurzeigrössen  mit  ganzen  Exponenten  und  Indices  bewiesenen 
Satze  stützen. 
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Es  ist  am  .as  =  yja11  .  jar  «  "y/ans  .  "V«'m  .  yjan$.arr 

W+tm           ns     »•'••'    '  n  r 

ms                                         —  _l.  —  — L  - 

=  JansJrrm  mm  (i  ms     =  a"'s    ms  =  flm  * 


'l        L       m. —     s, —        ms —     ms — _  ./ 

2.    am  :  as  =  V«n  ;  \«r  =  va"s  :  V«n,r  =  V 

ns — mr  ns     wr  n  r 


J!       m.   m.   m. —     in. —  Ü  JJ 

3.    (a6)'»  =  =  V         =  V0"  •  V*"  =  a'"  • 

4-  (y)m  =  v  \r)  =  V  P    i=  =  -■ 
5.  Ü5f  =  v  (al)f  =  V  (7?)r  =  V  - 

«w.—  "_i  1  .,21 
^anr  =  aWN  =  a  m    s  . 

Es  bleibt  nun  noch  ferner  zu  zeigen,  daäü 


1. 


3. 


4. 


V«  .  V* 

n  Jt 

m. — 

w  - 

m —      m. — 

w»  /  ö 
n   

[VI 

n 

3  .  p 

m  /  _L 

-."  v 

n  r 

w  /  JL 

V«' 

tri    s  j 

=   V  « 

5.       V  a        =      V  «     7  sei- 
Auch  da  dürfen  wir  uns  nur  an  die  Bedeutung   einer  Wur- 
zelgrösse  mit    gebrochenem  Exponenten   (Nro.    07,  aj  erinnern. 
Man  hat: 

1.      m, —      vi, —       ///. —  \m      In, —  \m       in. —     ni—\m        ,  « 

V  a  .  >/  b  =  (V  a  )  .Wft)  =  W  a  .  y]  b  j  nach  Satz 
56  (3) ;  ferner  ist 

n  n 
/n.-~       /» —  VfM       /  nt — \m  >//.- —  m, — 

\\j  a    •  4  k  )   =\yjab  J   =  t  we^  Ja  £ar  nicnts  an~ 

deres  bedeutet  als  \>jab  )  . 
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2.      V«   :   V*   =W«i    :  (VM=  ^^yj  »»eh  55  (4)  = 

("/ZV"  «/ 

\  V    &  /  j  wofür  man  wieder  schreiben  darf:  y 


a 


3.  w);  ».vftW-v  [(r«)"T=yr^]'  = 

=vj_    _  _ 

n  r  n  r 

[^a*       sss^ams  =  ["^/  a  ]m'  =  "'S  a,  weil       a    ja  gar  nichts 

anderes  bedeutet,  als       a  )ms . 

5.    Um  endlich  zu  zeigen,  dass  auch 


vi  j     r_         m      g    i      r_  _p_ 

V  Of? ■  sbb  V  a*     9     j  gehen  wir  von  dem  letz- 

ten Ausdrucke  aus  und  haben : 

m   h  I    r  iL       ,M*  /  rv  \nr  l  II  H        np  1 

V  «•  ">  «  v  tß  =  L  V  ^  =  L  V 

^/fl'^  J  =  ytf^B,^)  wo  wir  jetzt  Index  und  Exponenten  der 
Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen  dividiren  können  durch  den  ge- 
meinschaftlichen Faktor  jmj,  wodurch  wir  bekommen: 

=  «»*  =(a7)"  L  V  C7)  =  [V  $  ]=  V  iL 

r'/Tv 

da  letzteres  gar  nichts  anderes  bedeutet  als  \V  a ' )  ' 

Anmerkung.  Wir  erwähnen  hier  noch  der  Wurzeigrössen 
mit  negativen  Indices.  Wenn  wir  nämlich  die  Kelation  haben  ^e.  m  =c? 
so  muss  es  auch  möglich  sein,  aus  c  und  —  m  das  a  zu  bestim- 
men,  und   nach  der  bisherigen  Ausdrucksweise  wäre  dann  a  die 

—  mte  Wurzel   an^  r  oder  n  •=      y  r.     TTm   zu  wissen,  welche 

Bedeutung  wir  dem  Ausdruck     yj  c  beizulegen  haben,  dürfen  wir 
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nur  die  ursprüngliche  Relation   a  ~m  =  r  transt'ormiren    in  die 
gleichbedeutende  —  =  c  oder  a"'c  =  1  oder  am  =  — -  =  c  1 ;  da- 
m  

her  ist  dann  a  =  \J  c~[.  Wenn  also  fl— m  =  so  ist  auch  af"  = 
c~~ !,  und  unter  a  oder  der —  mten  Wurzel  aus  c  haben  wir  dann 
nichts  Anderes  zu  verstehen,  als  die  wte  Wurzel  aus  c~l.  Es 
liessen  sich  dann  auch  die  Regeln  für  die  Rechnung  der  Wurzei- 
grössen mit  positiven  Indices  eben  so  gut  auf  die  Wurzeigrössen 
mit  negativen  Indices  ausdehnen. 

m —      -  m. —       — m— 
So  wäre  z.  B.  :     y  a   .      yj  b  =     yj  a  b  ;  denn  da 


y  a  =  V  a~ 1  una      V  &  =  v  ^~  S  so  hat  man : 

— m. —      — m . —        m.   im,  —  m.   m.  

— mj 

=       V  (76. 

— m  r~ 

— vi. —     — m. —  /  a 

Ebenso  hätte  man:     y[  a   :      yj  b  =       V   IT*'  ^eim 


-m._     -m  -       m,   m,   m    o~t      m  '  /  a  v"1 

=  V  u-s-f- 

C.    Potenzirung  eines  Binoms  und   Polynoms  mit  2 
und  3  und  Ausziehung  der  2ten  und  .'Ren  WurzeL 
69.  (a)2=a.a=ai 

(a+b)2  =  a2+2ab+b2 
(a+b+c)2=(a+b)2+2(a+b)c+  c2=d1^2ab^-b2^2{a-\-b)c+61 

2{a+b)c+c2+2(a+b-{-c)d-t-<l2. 

Wenn  wir  a-\-b  quadriren,  so  finden  wir  <  Iure  Ii  unmittel- 
bare Multiplikation  ü2+2ab-\-b2.  Es  kommen  somit  beim  Quadrat 
der  zweitheiligen  Grösse  a-\-b  zum  Quadrat  des  lsten  Gliedes  a 
noch  2  Glieder  hinzu,  nämlich  1)  2ab,  d.h.  das  doppelte  Produkt 
aus  dem  lsten  Glied  a  in  das  zweite  fr,  und  k2)  b\  d.h.  das  Qua- 
drat des  2ten  Gliedes,  so  dass  also  das  Quadrat  eines  Binoms  immer 
besteht  aus:  1)  dem  Quadrat  des  lsten  Gliedes,  2)  dem  doppelten 
Produkt  aus  dem  lsten  Glied  in  das  2te  und  3)  dem  Quadrat 
des  2ten  Gliedes.  Wollen  wir  nun  ein  Trinom  (a  -f-  b  c)  zum 
Quadrat  erheben,  so  können  wir  dasselbe  zunächst  als  ein  Binom 
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betrachten,  dessen  lstes  Glied  a-\-b  und  dessen  2tes  Glied  c  ist; 
das  Quadrat  davon  wird  daher  nach  dem  Vorigen  sein  müssen: 

[a-{-b)2-\-2{a-{-b)c^-c2,  und  setzen  wir  für  (a-f-6)2   den  Werth 

cr-f-2ö6-Hr,  so  erhalten  wir: 

{o+b+c)2=a2+2ab+b-+2(a+b)c+c2.  Hierbei  ist  a+b  die 
Summe  der  beiden  lsten  Glieder,  c  das  3te  Glied,  daher  2(a-\-b)c 
das  doppelte  Produkt  aus  der  Summe  der  beiden  ersten  Glieder  in 
das  3te  und  c2  das  Quadrat  des  3ten  Gliedes,  so  dass  also  das 
Quadrat  einer  3theiligen  Grösse  bestände  aus:  1)  dem  Quadrat  des 
lsten  Gliedes,  2)  dem  doppelten  Produkt  aus  dem  lsten  Glied  in 
das  2te,  3)  dem  Quadrat  des  2ten  Gliedes,  4)  dem  doppelten  Pro- 
dukt  aus  der  Summe  der  beiden  ersten  Glieder  in  das  3te  und 

5)  dem  Quadrat  des  Sleft  Gliedes.  Wollte  man  das  Quadrat  des 
viergliedrigen  Polynoms  a-f-H  c-M  bilden  ,  so  könnte  man  dieses 
wieder  zunächst  als  ein  Binom  ansehen ,  dessen  lstes  Glied  = 
a-\-b-\-c ,  dessen  2tes  Glied  =  d  wäre  und,  man  hätte  demnach: 
(a+b+c+d)2  =  (a-r-H-c)2-r-2(«-f-Ä-r-r)r/4-r/-  oder  indem  man  für 
(o4-6-+-c)2  seinen  Werth  setzt: 

(a-t-6+c+//)2  =  rt2+2rt64-624-2(a-h6)c4-c24-2frt-r-6+c)^-f-^/2, 
wobei  2(a+M-cV/  das  doppelte  Produkt  aus  der  Summe  der  3* 
ersten  Glieder  (a+6-H)  in  das  4te  d  und  d2  das  Quadrat  des 
4ten  Gliedes  ist.  Indem  man  auf  die  nämliche  Weise  fortfährt 
rindet  man  ganz  allgemein,  dass  das  Quadrat  eines  beliebigen  Po- 
lynoms enthalten  muss :  1)  das  Quadrat  des  lsten  Gliedes,  2)  das 
doppelte  Produkt  aus  dem  lsten  Glied  in  das  2te,  3)  das  Quadrat 
des  2ten  Gliedes,  4)  das  doppelte  Produkt  aus  der  Summe  der 
beiden  lsten  Glieder  in  das  3te,  5)  das  Quadrat  des  3ten  Gliedes. 

6)  das  doppelte  Produkt  aus  der  Summe  der  3  ersten  Glieder  in 
das  Ite,  7)  das  Quadrat  des  4ten,  8)  das  doppelte  Produkt  aus 
der  Summe  der  4  ersten  Glieder  in  das  5te,  9)  das  Quadrat  des 
öten,  u.  s.  f. 

So  wäre  z.  B. 

(?>x*y— 3a;V4-4^^+2«/'»)2  =  (5a;3y)2-f-2  .  (5j;3?,)  .  (—3x2y2)-^ 
(— äa?y)2+-'(5a?3y— Zx2yl)  .  4xy*+(±xy*)2+ 
2(bx*y—3x2y2+±xy*)  .  2*/«-f-(2y4)2 

oder  wenn  wir  entwickeln: 

{bx*y)2=2bx«y'1 

•2(bx*y)  .  (— dx2y2)=— 30a?  y 

-K— 3#y)-=-f-9a?y 

'>(bx*y—'dx2y2)  .  4a?i/3  =40#y —  24#y 
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4-(4xy3)2==l  G.i?V 

+2(bx*y—*xly'l+*xy*)  .  2y*  =  20xiyb—\2x2y*+Uxy1 

 ±(W  =  V  

(bx*y—3x-y2+ixy*+2y*y-=2ox*y2— 30a?5y24^9*V 

— lx:i  y:,-{-4:xiyu-\-ll')j'y't -\-hjs  ist  demnach  das  nach 
der  Reduktion  der  gleichartigen  Glieder  nach  fallenden  Potenzeu 
von  x  geordnete  Quadrat  unsers  Polynoms. 
Man  berechne  in  gleicher  Weise: 

1.  (3a2— 2ab+U2y-=  ? 

2.  (4X*+Ix2y— nxy2+y*)2=  ? 

3.  (laA+SaH+ba2b2— 2a63  —  3/>4)2=  V 

4.  i##**$a%*-H yfi)'2^  ? 

70.  Ausziehung  der  2 1  e  n  Wurzel  aus  einem  Polynom. 

yj2öx«y2— 30x-5ya+49a?V—  4a?3y54^j;V4-16a:y74-4#8 

= 5.  r  3      3x2y2+4xy  3  4-2t/ 4 

25a?6  jf2 

1 0  j:  3  y :  —  3  0  x 5  */ :{ -f- 4  9  x 4  y 4  —  4.u 3  t/ » +4ar  y ,}  4-1  öxy^-biy8 

— 30x-\v3+  9x4?/4  

1 0a; 3 y—$x2y2  :      4( )a; 4 .y 4  —  4.r  ^ 5  4- 1  .r2 /y ■ h  1  ( > & y 7  -Mi/* 
40x4^4  — 24o;3</:» 

 '4-lfa;V  

lüa;3?/— 6Vh-8j?^/s  :        +20x^s— 12&2y«4-16  n/'-^  8 

20a;3y5  — 12£V'-f-16./#7 

'  

0 

Nach  der  Vorbereitung  von  Nr.  00  ist  es  leicht,  die  Gesetze 
für  die  Ausziehung  der  2ten  Wurzel  aus  einem  gegebenen  Poly- 
nom abzuleiten.  Wir  wollen  zu  dem  Ende  ein  Polynom  wählen, 
das  wirklich  durch  Quadrirung  eines  andern  entstanden,  also  ein 
vollständiges  Quadrat  ist  und  zudem  veraussetzen,  es  folgen  in 
demselben  die  Glieder  genau  so  auf  einander,  wie  wir  in  der 
Quadrirung  fanden.  Sei 

25a?°y3  -•30x5y3+4iU^4  —  4x*y*+  4a? V  4-  M&tfr1 4-  4y8 
dieses  Polynom,  so  wird  einmal  sein  lstes  Glied  2bxl]y2  das  Qua- 
drat vom  lsten  Gliede  der  Wurzel  sein  und  dieses  daher  gefun- 
den werden,  wenn  wir  aus  2ox[,y2  die  2te  Wurzel  ziehen.  * 
Nun  ist  ^25a?fi$pas  bxfy)  somit  öx*y  das  lste  Glied  der 
Wurzel.  Indem  wir  das  Quadrat  desselben  vom  gegebenen  Po- 
lynom subtrahiren,  bekommen  wir  als  Rest:  — 30x:' j/34-49x4?/4 
4-  etc.,  woraus  wir  schliessen,  dass  das  gegebene  Polynom  das 
Quadrat  einer  wenigstens  zweiteiligen  Grosse   sein  muss.  Nun 
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folgt  aber  in  dem  Quadrat  eines  jeden  Polynoms  nach  dem 
Quadrat  des  lsten  Gliedes  der  Wurzel  das  doppelte  Produkt  aus 
dem  lsten  Glied  in  das  2te.  Bei  der  gemachten  Voraussetzung 
wird  daher  gleich  das  lste  Glied  unsers  Restes  das  doppelte  Pro- 
dukt aus  dem  lsten  Glied  in  das  2te  sein  müssen,  dieses  2te  Glied 
daher  gefunden  worden,  wenn  man  das  erste  Glied  des  Restes 
durch  das  Doppelte  des  ersten  Gliedes  der  Wurzel  dividirt.  Nun 
ist  — :\0x:,y\  dividirt  durch  10r3f/,  =  — 'dxhj2;  daher  — o\r2/r 
das  2te  Glied  der  Wurzel.  Es  fragt  sich  nun,  ob  die  gefundene 
zweitheilige  Grösse  5* ■■*//  —  §4 'fr  «*öb  die  vollständige  Wurzel 
sei.  Sie  wäre  es,  wenn  sie,  zum  Quadrat  erhoben,  unserm  Poly- 
nom gleich  käme.  Wir  bilden  also  das  Quadrat  unserer  zweit  lni- 
ligen  Grösse  und  subtrahiren  dasselbe  vom  gegebenen  Polynom. 
Allein  «las  Quadrat  des  ersten  Gliedes  ist  bereits  subtrahirt;  es 
bleibt  daher  nur  norh  zu  bilden  und  zu  subtrahiren  1.  das  dop- 
pelte Produkt  aus  dem  ersten  Glied  in  das  zweite  und  2.,  das 
Quadrat  des  zweiten  Gliedes,  oder,  da  das  Doppelte  des  ersten 
Gliedes  Divisor,  das  zweite  Glied  Quotient  war,  so  können  wir 
auch  sagen:  wir  müssen  das  Produkt  aus  dem  Divisor  in  den 
Quotienten  und  das  Quadrat  des  Quotienten  vom  Rest  subtrahiren. 
Wir  bekommen  so  als  neuen  Rest 

40x4</4  — 4#ty5  -r-4.t-//r»-p  I6ri/ 7  -f-4ys, 
welcher  beweist,  dass  die  zu  suchende  Wurzel  wenigstens  3  Glie- 
der haben  und  daher  das  gegebene  Polynom  das  Quadrat  einer 
wenigstens  3  gliedrigen  Grösse  sein  muss.  Nun  wissen  wir, 
dass  in  dem  Quadrat  einer  mehrtheiligen  Grösse  nach  dem  Qua- 
drat des  Um  Gliedes  folgen  muss  das  doppelte  Produkt  aus  der 
Summe  der  beiden  ersten  Glieder  in  das  3te,  also  ein  Produkt 
aus  3  Faktoren  (2,  Summe  der  beiden  ersten  Glieder,  3tes 
Glied);  dieses  Produkt  besteht  aus  zwei  Gliedern,  nämlich  dem 
doppelten  Produkt  des  ersten  Gliedes  in  das  3te  und  dem  dop- 
pelten Produkt  des  2ten  Gliedes  in  das  3te.  Weil  wir  aber 
vorausgesetzt  haben,  dass  im  gegebenen  Polynom  die  Glieder  ge- 
rade so  auf  einander  folgen,  wie  sie  bei  der  Quadrirung  zum  Vor- 
*  schein  kommen,  so  werden  wir  die  2  ersten  Glieder  unsers  Restes 
ansehen  müssen  als  enthaltend  das  doppelte  Produkt  der  Summe 
beider  ersten  Glieder  in  das  3te  und  wir  werden  daher  tlas  \\w 
Glied  der  Wurzel  finden,  wenn  wir  diese  2  ersten  Glieder  des 
Uestos  durch  das  Doppelte  des  bereits  gefundenen  W urzeitheiles 
dividiren.    Die  doppelte  Summe  beider  lsten  Glieder  der  Wurzel 
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ist  stt;lO»fy — faftgft  Indem  wir  damit  in  die  lsten  Glieder  des 
Restes  dividiren,  bekommen  wir  im  Quotienten  4=xyz  das  3te  Glied 
der  Wurzel.  Wir  hätten  nun  wieder  die  gefundene  3theilige  Grösse 
zu  quadriren  und  dieses  Quadrat  vom  gegebenen  Polynom  zu 
subtrahiren.  Da  aber  das  Quadrat  der  Summe  beider  ersten  Glie- 
der bereits  subtrahirt  wurde,  so  brauchen  wir  nur  noch  diejenigen 
Glieder  zu  bilden  und  vom  Reste  zu  subtrahiren,  um  welche  sich 
das  Quadrat  einer  3theiligen  Grösse  von  dem  Quadrat  einer  zwei- 
theiligen unterscheidet:  nämlich  das  doppelte  Produkt  aus  der 
Summe  beider  ersten  Glieder  in  das  dritte  und  das  Quadrat  des 
dritten  oder  mit  andern  Worten:  das  Produkt  aus  dem  Divisor  in 
den  Quotienten  und  das  Quadrat  des  Quotienten.  Der  hier  blei- 
bende l\est 

gj  )x3/yö  _  1 2x'Y'  +  1  tsy 1  -f-  4y 8 
ist  uns  ein  Beweis,  dass  unser  Polynom  das  Quadrat  einer  minde- 
rt ms  1t heiligen  Grösse  sein  mußs  und  dass  daher  in  Folge  der  ge- 
machten Voraussetzung  die  3  ersten  Glieder  desselben  als  das 
doppelte  Produkt  aus  der  Summe  der  3  ersten  Glieder  in  das  zu 
suchende  Ite  aufzufassen  sind,  dieses  4te  Glied  daher  gefunden 
wird,  wenn  wir  mit  dem  Doppelten  des  bereits  gefundenen  Wur- 
zeltheiles  in  die  ersten  Glieder  des  Restes  dividiren,  wobei  nach 
der  Divisionsregel  für  Polynome  nur  das  erste  Glied  des  Dividen- 
den (Restes)  durch  das  erste  des  Divisors  dividirt  wird.  Wir  fin- 
den so  2#4  als  4tes  Glied  der  Wurzel  und  wenn  wir  von  dem 
Kest  noch  subtrahiren  diejenigen  Glieder,  um  welche  sich  das  be- 
reits abgezogene  Quadrat  der  Summe  der  3  ersten  Glieder  von  dem 
Quadrat  eines  4gliederigen  Polynoms  unterscheidet,  nämlich  das 
doppelte  Produkt  aus  der  Summe  der  3  ersten  Glieder  in  das  4te 
(Produkt  aus  Divisor  in  den  Quotienten)  und  Quadrat  des  4ten  Glie- 
des oder  des  Quotienten,  so  bekommen  wir  als  Rest  Null,  was  uns 
beweist,   dass  die  gefundene  4gliedcrige  Grösse 

5  x  *  y  —  3  x2y  2-\-4xy  *  -h  2 y 4 
die  genaue  Quadratwurzel  unsers  Polynoms  ist. 

71.  Wir  lassen  nun  die  Voraussetzung  fallen,  dass  'in  dem 
gegebenen  Polynom  die  Glieder  gerade  so  auf  einander  folgen,  wie 
sich's  bei  der  Quadrirung  ergibt  und  behaupten,  dass  das  entwi- 
ckelte Verfahren  auch  dann  noch  gilt,  wenn  nur  das  Polynom 
nach  fal  1  enden  oder  steigenden  Potenzen  eines  Buchstabens  geord- 
net ist.  Thatsächlich  ist  der  Beweis  bereits  geleistet-,  denn  das 
Polynom   in    No.  70  ist  aus  dem  direkt  gebildeten  Quadrat  von 

Orelli,  Algebra.  2te  Auttage  G 
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zxty  —  $x'ly2  -f-2y4  durch  Zusammeuziehung  der  gleich- 

artigen Glieder  entstanden.  Um  aber  die  Behauptung  allgemein 
zu  erweisen,  haben  wir  nur  zu  zeigen,  dass  wenn  das  gegebene 
Polynom  ein  nach  fallenden  Potenzen  von  x  geordnetes  Quadrat 
der  ebenfalls  nach  fallenden  Potenzen  von  s  geordneten  Wurzel 
a  _|_  ff  4-  c  _j_  d  ist,  wenn  also  z.B.,  wie  im  vorigen  Fall,  a  den  Ord- 
nungsbuchstaben x  in  der  3ten,  b  in  der  2ten,  c  in  der  lsteu 
und  d  in  der  nullten  Potenz  enthält,  alsdann  das  erste  Glied  unsers 
Polynoms  =  a2,  das  erste  Glied  des  lsten  Restes  =  2ab,  das  lste 
Glied  des  2ten  Restes  =  2ac  u.  s.  f.,  kurz  das  erste  Glied  eines 
jeden  Restes  das  doppelte  Produkt  aus  dem  lsten  Glied  der  Wur- 
zel in  das  zu  bestimmende  neue  Glied  sein  muss,  das  nächste 
Glied  daher  immei  gefunden  wird,  wenn  man  das  lste  Glied  des 
geordneten  Restes  durch  das  doppelte  erste  Glied  der  Wurzel 
dividirt. 

Da  nämlich  a  in  Bezug  auf  x  von  höherm  Grade  ist,  als  b 
und  b  von  höherm  Grade  als  c  und  alle  folgenden  Glieder,  so 
muss  das  Produkt  'lab  in  Bezug  auf  x  von  höherem  Grade  sein, 
als  Ii1,  als  2ä€  und  alle  folgenden  Glieder,  d.  h.  es  muss  2ab  das 
höchste  Glied  des  geordneten  Restes  sein.  Nachdem  man  dann 
das  Quadrat  der  Summe  beider  ersten  Glieder  subtrahirt  hat,  so 
bleibt  noch  übrig  das  doppelte  Produkt  aus  der  Summe  der  2 
ersten  Glieder  in  das  3te  etc.,  also  2  (a  -\-b)  c-f-c2-}-  2  (ff-f-6-fc) 
(1+  d2-h  etc.  oder:  2ac-\-2bc  +  2c- -\-2ud  +  2bd-\-2c,d-\-  etc.  Hier 
ist  wieder,  wie  leicht  einzusehen,  2ac  in  Bezug  auf  x  von  höhe- 
rem Grade,  als  2/>c,  als  c2,  2ad,  2bd  und  alle  folgenden  Glieder ; 
also  ist  auch  liier  das  iste  Glied  des  geordneten  Restes  das  dop- 
pelte Produkt  aus  dem  lsten  Glied  der  Wurzel  in  das  zu  bestim- 
mende 3te  Glied,  welches  daher  auf  die  schon  beschriebene  Weise 
gefunden  wird. 

Wäre  umgekehrt  das  Polynom  nach  steigenden  Potenzen 
von  x  geordnet,  so  würde  a2  auch  den  niedrigsten  Exponenten 
von  x  enthalten  und  daher  das  lste  Glied  des  gegebenen  Poly- 
noms sein;  ebenso  müsste  das  lste  Glied  jedes  geordneten  Restes, 
d.  h.  dasjenige  Glied ,  welches  den  Ordnungsbuclistaben  in  der 
niedrigsten  Potenz  enthielte,  das  genaue  Produkt  sein  aus  dem 
doppelten  ersten  in  das  zu  bestimmende  neue  Glied,  so  dass  also 
das  Verfahren  unverändert  bliebe.  Wir  können  demnach  für  die 
Ausziehung  der  2ten  Wurzel  folgende  Regel  ableiten: 

Um  aus  einem  Polynom  die  2te  Wurzel  zu  ziehen,  ordnen 


Li 
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wir  dasselbe  zuerst  nach  den  fallenden  oder  steigenden  Potenzen 
des  nämlichen  Buchstabens  und  ziehen  alsdann  aus  dem  lsten 
Glied  die  2te  Wurzel,  so  ist  diese  einmal  das  lste  Glied  der 
Wurzel.  Wir  quadriren  dieses  lste  Glied  und  ziehen  das  Quadrat 
vom  gegebenen  Polynom  ab,  dividiren  dann  das  höchste  Glied  des 
geordneten  Restes  durch  das  Doppelte  des  lsten  Gliedes  und  er- 
halten so  das  2te  Glied  der  Wurzel;  dann  bilden  und  subtrahi- 
renwir  2  Grössen:  1)  das  doppelte  Produkt  aus  dem  lsten  Glied 
in  das  2te  und  2)  das  Quadrat  des  2ten  Gliedes.  Bleibt  ein  Rest,  so 
dividiren  wir  wieder  mit  dem  doppelten  der  gefundenen  2  ersten 
Glieder  in  die  ersten  Glieder  des  Restes  und  erhalten  als  Quotient 
das  3te  Glied  der  Wurzel,  worauf  wir  wieder  das  Produkt  aus 
dem  Divisor  in  den  Quotienten  und  dann  noch  das  Quadrat  des 
Quotienten  subtrahiren.  Auf  diese  Weise  fahren  wir  fort,  bis  wir 
entweder  als  Rest  Null  erhalten  oder  uns  überzeugt  haben,  dass 
das  gegebene  Polynom  keiu  vollständiges  Quadrat  ist,  was  wir  an 
folgendem  Merkmal  erkennen  : 

72.  Ist  das  Polynom  mich  fallenden  Potenzen  geord- 
net, so  kann  dasselbe  kein  vollständiges  Quadrat  sein,  sobald  man 
in  die  Wurzel  ein  Glied  setzen  muss,  in  welchem  der  Exponent 
von  x  kleiner  ist,  als  die  Hälfte  des  Exponenten  von  x  im  letzten 
Gliede  des  gegebenen  Polynoms.  Wäre  dagegen  das  Polynom 
nach  steigenden  Potenzen  geordnet,  so  könnte  dasselbe  kein 
vollständiges  Quadrat  sein,  sobald  man  in  die  Wurzel  ein  Glied 
setzen  müsste,  in  welchem  der  Exponent  von  x  grösser  wäre,  als 
der  halbe  Exponent  von  x  im  letzten  Gliede  des  gegebenen  Po- 
lynoms. 

Gesetzt  z.  B.  man  hätte  J Ax™-hBxm-l+Cxm-<l+  Qx'r  zu 
bestimmen,  so  kann  sich  also  die  Operation  nicht  schliessen,  sobald 
man  in  die  Wurzel  ein  Glied   setzen  muss,  welches  x  mit  einem 

kleinem  Exponenten  enthält,  als    -  ;  denn  wäre  Axm+Bxm~{-\-  etc. 

ein   vollständiges   Quadrat,   so  müsste   dessen  letztes  Glied  Qxn 
das  Quaduat  vom  letzen  Glied  der  Wurzel   und  dieses  daher  = 
  *  jf 

sein  jQxH  =  \Q>     .     Hätte   man  nun    in   der  Wurzel  schon 

ein  Glied,  das  x  mit  einem  Exponenten,  kleiner  als      ,  enthielte, 

so  könnte  diess  jedenfalls  einmal  nicht  das  letzte  sein,  weil  das 
Quadrat  davon  nicht  das  letzte  Glied  Qx11  gäbe-,    aber   noch  we- 

6* 


■■1 
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niger  könnte  eines  der  folgenden  Glieder,  die,  weil  nach  den  fal- 
lenden Potenzen  von  x  geordnet,  sämmtlich  x  mit  noch  kleinern 
Exponenten  enthalten,  das  letzte  sein  j  folglich  kann  sich  die  Ope- 
ration nicht  schliessen  und  das  Polynom  kein  vollständiges  Qua- 
drat sein. 

Wäre  dagegen  yjAx2  -f-  SP  -f-  Cx*  -f- . . ! .  Qxn  zu  bestimmen, 
so  wurde  sich  hier  die  Operation  nicht  schliessen,  sobald  man  zu 
einem  Gliede  käme,  dessen  Exponent  von  x  grösser  wäre,  als 

■y.    Denn  soll  sich  die  Operation  schliessen,  so  muss  wieder  das 

letzte  Glied  Qxn  das  Quadrat  sein  vom  letzten  Gliede  der  Wurzel. 
WTie  nun  aber  in  der  Wurzel  einmal  ein  Glied  vorkommt,  dessen 

Exponent  von  x  grösser,  als  t-,  so    kann   das  jedenfalls  wieder 

nicht  das  letzte  sein  ,  weil  das  Quadrat  davon  x  schon  in  einer 
hohem,  als  in  der  n  ten  Potenz  enthalt.  Noch  weniger  wird  aber 
eines  der  folgenden  Glieder,  die  sämmtlich  x  in  noch  höhern  Po- 
tenzen enthalten,  das  letzte  sein  können;  folglich  kann  sich  auch 
jetzt  wieder  die  Operation  nicht  schliessen. 

Ausziehung  der    2 ten  Wurzel   aus  dekadischen 
Zahlen. 

73.  Zur  Vermeidung  späterer  Wiederholungen  wollen  wir 
einige  Definitionen  vorausschicken.  Wir  werden  nämlich  in  der 
Folge  von  dem  absoluten,  dem  relativen  und  dem  Lokal - 
werth  einer  Ziffer  reden  und  dabei  unter  dem  absoluten  Werth 
derselben  ihre  lediglich  von  der  Form  abhängige  Bedeutung,  unter 
dem  relativen  Werth  aber  den  Werth  verstehen,  welchen  die 
Ziffer  wirklich  hat.  da,  wo  sie  steht  ;  dieser  letzte  wird  demnach  durch 
die  Stelle  und  durch  den  absoluten  Werth  der  Ziffer  bedingt. 
Der  Lokalwerth  endlich  ist  die  Zahl,  mit  welcher  man  den  absolu- 
ten Werth  einer  Ziffer  multipliziren  muss,  um  ihren  wahren  oder 
relativen  Werth  zu  erhalten.  Im  dekadischen  Zahlensystem  ist 
derselbe  immer  eine  Potenz  von  10.  In  der  Zahl  71)85,43  sind 
die  absoluten  Werthe  der  einzelnen  Ziffern  von  links  nach  rechts 
fortschreitend:  7,  9,8,  5,  4  und  3;  ihre Lokalwerthe :  1000,  100, 
10,  1,  und  ,1^,  endlich  ihre  relativen  Werthe:  7000,  900, 
80,  5,  Ä  und  ,j*M).  Wenn  wir  die  Einer  als  Einheiten  der 
nullten  Ordnung  betrachten,  so  bilden  die  Zehner  die  lste 
Ordnung  aufwärts  (nach  links),  die  Zehntel  die  lste  Ordnung 
abwärts  (nach  rechts);  die  Hunderter  die  2te  Ordnung  aufwärts, 
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die  Hundertstel  die  *Jte  Ordnung  abwärts  u.  ß.  £ ;  es  stimmt  dann 
die  Ordnungszahl  mit  dem  Exponenten  des  Lokalwerthes  iiberein 
d.h.  der  Lokalwerth  einer  Ziffer  ist  =  10°  oder  1,  10,  10v,  10-\ 
10*,  105,  10«,  oder  10-\  10~'2,  I0~;l,  10~\  10-\  10~6} 
je  nachdem  sie  an  der  nullten,  der  lsten,  2ten,  3ten,  4ten,  5ten, 
6teu  Ordnung  aufwärts  oder  an  der  lsten,  2ten,  3ten,  4ten,  5ten 
oder  6 ten  Ordnung  abwürts  steht. 

74.  Es  ist 

(7326,45)2  =  (7000+300-f-20-r-6+0,4  +  0,05)2  =  70002  + 
2.7000.  300+3002  +-  2.  7300. 20  -f-202  -f-2.  7320. 6-f-62  -f- 
2.  7326  . 0,4-f-(0,4)2  -f-  2.  7326,4.  0,05  +  (0,05)2.         Nun  ist 
7000 2  =  49000000 

2.  7000.  300       =  4200000 
3002  =  90000 

2.  7300.  26  =  292000 

2| r-         .=  400 
2.  7320.  6  =  87840 

62  =  36 

2.  7326.  0,4        =  5*60,8 
(0,4)'2  0,16 
2.  7326,4.  0,05    =  732,640 

 (0,05)2     =  0,0025 

(7326,45)  2  =  53670869,6025 

Wir  erkennen  hieraus,  dass  das  (Quadrat  einer  6stelligen  de- 
kadischen Zahl,  die  4  Stellen  vor  und  2  Stellen  nach  dem  De- 
cimalkomma  enthält ,  zusammengesetzt  ist  aus  dem  Quadrat  des 
Tausenders  mehr  dem  doppelten  Produkt  des  Tausenders  in  den 
Hunderter,  mehr  dem  Quadrat  des  Hunderters,  mehr  dem  doppel- 
ten Produkt  aus  der  Summe  des  Tausenders  und  Hunderters  in 
den  Zehner  mehr  dem  Quadrat  des  Zehners  mehr  dem  doppelten 
Produkt  aus  der  Summe  des  Tausenders,  Hunderters  und  Zehners 
in  den  Einer,  mehr  dem  Quadrat  des  Einers,  mehr  dem  doppelten 
Produkt  aus  der  Summe  des  Tausenders,  Hunderters,  Zehners  und 
Einers  in  die  Zehntel  mehr  dem  Quadrat  der  Zehntel,  mehr  end- 
lich dem  doppelten  Produkt  aus  der  Summe  der  Tausender,  Hun- 
derter, Zehner,  Einer  und  Zehntel  in  die  Hundertstel  mehr  dem 
Quadrate  der  Hundertstel  und  können  hieraus  leicht  die  Zusam- 
mensetzung des  Quadrates  irgend  einer  anderen  dekadischen  Zahl 
beurth  eilen. 

75.  Hieraus  ergeben  sich  folgende  Consequenzen : 

1.    Die   Lokalwerthe    der    einzelnen  Bestand- 
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theilc,  aus  welchen  das  Quadrat  einer  mehrstel- 
ligen dekadischen  Zahl  z  us  amm  engestzt  ist,  werden 
von  Glied  zu  Glied  lOmal  kleiner.  So  sind  sie  in  dem 
vorigen  Beispiel  der  Reihe  nach 

1000     .  1000 

1000     .  100 

100     .  100 

100     .  10 

10     .  10 

10  1 

1  1 

1  0,1 

0,1  .  0,1 

0,1  .  0,01 

0,01.  0,01 

Das  ist  auch  leicht  einzusehen:  Der  Tausender  hat  den  Lo- 
kalwerth 10C0;  sein  Quadrat  somit  den  Lokalwerth  1000.1000. 
Das  doppelte  Produkt  aus  dem  Tausender  in  den  Hunderter  hat 
den  Lokalwerth  1000  .  100  und  das  Quadrat  des  Hunderters  den 
Lokalwerth  100  .  100.  Das  doppelte  Produkt  aus  der  Summe  der 
Tausender  und  Hunderter  in  die  Zehner  hat  einen  Lokal  werth  a= 
dem  Produkt  der  Lokal werthe  der  einzelnen  Faktoren.  Der  lste 
Faktor  2  hat  den  Lokalwerth  1 ;  der  2te  Faktor  —  die  Summe 
der  Tausender  und  Hunderter  —  ist  eine  Anzahl  Hunderter,  hat 
also  den  Lokalwerth  100;  der  3te  Faktor,  der  Zehner,  hat  den 
Lokalwerth  10;  folglich  das  Produkt  den  Lokalwerth  1  .  100.  10 
=  100  .  10.  Das  Quadrat  des  Zehners  hat  den  Lokalwerth  10. 10. 
Das  doppelte  Produkt  aus  der  Summe  der  Tausender,  Hunderter 
und  Zehner  in  den  Einer  besteht  wieder  aus  3  Faktoren;  der 
erste  ist  2  und  hat  den  Lokalwerth  1  ;  der  2te  ist  die  Summe  der 
Tausender,  Hunderter  und  Zehner,  also  eine  Anzahl  Zehner,  hat 
demnach  den  Lokalwerth  10;  der  3te  Faktor  ist  der  Einer,  hat 
den  Lokal  werth  1,  somit  das  Produkt  den  Lokal  werth  1  .  10.  1 
=  10.  Das  Quadrat  des  Einers  hat  den  Lokalwerth  1.1.  Da 
die  Summe  der  Tausender,  Hunderter,  Zehner,  Einer  als  eine  An- 
zahl Einer  den  Lokalwerth  1.  die  Summe  der  Tausender,  Hunder- 
ter, Zehner,  Einer  und  Zehntel  aber  als  eine  Anzahl  Einer  den 
Lokal  werth --^  =  0,1  hat,  so  ist  ohne  weiteres  klar,  dass  die 
Lokalwerthe  der  auf  das  Quadrat  des  Einers  noch  folgenden 
Glieder  der  Reihe  nach  sind:  1  .  f'-,  TL  .  ^  fr  .  Tl_  „nd 
Toö  •  Toö>  womit  unsere  Behauptung  bewiesen  ist. 


—   87  — 


2.  Man  kann  schon  aus  der  Anzahl  der  Stellen 
einer  Zahl  erkennen,  wie  viele  Stellen  ihre  2  te  Wur- 
zel bekommt.  Man  darf  nämlich  die  Zahl  nur,  vom 
Decimalkomma  ausgehend,  in  Klassen  zu  je  "2  Stel- 
len eintheilen:  so  viele  Klassen  man  durch  diese  Ein- 
teilung erhält,  aus  eben  so  vielen  Stellen  besteht 
die  Wurzel. 

In  der  That:  Alle  einstelligen  Zahlen  liegen  zwischen  1  und 
10,  ihre  Quadrate  daher  zwischen  i-  und  102  oder  zwischen  1 
und  100  und  zwar  Aussen  sie  kleiner  als  £00  sein,  da  100  schon 
das  Quadrat  der  kleinsten  zweistelligen  Zahl  ist.  W^enn  also  die 
Wurzel  einstellig,  so  ist  das  Quadrat  1-  oder  i'stellig;  und  umge- 
kehrt müssen  alle  2  stelligen  Zahlen  einstellige  Quadratwurzeln 
haben.  Die  2stelligen  Wurzeln  liegen  zwischen  den  Grenzen  10 
und  100  und  zwar  sind  sie  noch  kleiner  als  100;  ihre  Quadrate 
werden  daher  zwischen  den  Quadraten  dieser  Grenzen  d.h.  zwi- 
schen K»2  und  1002  oder  zwischen  100  und  10000  liegen,  d.  h.  mit 
wenigstens  3  und  höchstens  4  Stellen  geschrieben  werden.  Wenn 
also  die  Wurzel  2stellig,  so  ist  das  Quadrat  3-  oder  4 stellig  und 
umgekehrt  werden  alle  3  und  4stelligen  Zahlen  zweistellige  Qua- 
dratwurzeln haben.  Indem  wir  in  gleicher  Weise  fortfahren,  fin- 
den wir,  dass  die  3stelligen  Wurzeln  Quadrate  mit.  wenigstens  5 
und  höchstens  «'>  Stellen  und  umgekehrt  alle  5-  und  Gstelligen  Zah- 
len 3stellige  Quadratwurzeln  haben,  dass  die  Quadrate  der  4stel- 
ligen  Wurzeln  7  oder  8  Stelleu,  die  Wurzeln  von  7-  und  8stelligen 
Zahlen  aber  4  Stellen  zählen  müssen  und  so  fort,  dass  allgemein, 
wenn  die  Wurzel  wstellig,  das  Quadrat  derselben  2n— 1  oder  2n  Stel- 
len haben  muss,  so  dass  man  in  der  That  aus  der  Anzahl  der  Stellen  ei- 
ner Zahl  auf  die  Anzahl  der  Stellen  ihrer  2ten  Wurzel  schliessen  kann. 

3.  Die  Lokalwerthe  der  einzelnen  Klassen  sind 
gerade  die  Quadrate  von  den  Lokalwerthen  der  ein- 
zelnen Glieder  in  der  Wurzel. 

Hätte  man  z.  B.  die  Quadratwurzel  zu  ziehen  aus 
yl  53|67 |68|69,|60|25  =  ....,..  so  würde  die  Eintheilung  6  Klas- 
sen liefern  und  zwar  4  Klassen  vor  und  2  Klassen  nach 
dem  Decimalkomma.  Die  Wurzel  würde  demnach  4  Stellen  vor 
und  zwei  Stellen  nach  dem  Decimalkomma  erhalten.  Die  unterste 
Klasse  umfasst  hier  die  Tausendstel  und  Zehntausendstel,  hat  also 
einen  Lokalwerth  =  10~~4 ;  das  unterste  Glied  der  Wurzel  zählt 
Hundertstel,  hat  also  den  Lokalwerth  Kr-'2;  da  nun  10~*  =  (10~2)2> 
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so  ist  einmal  der  Lokalwerth  der  untersten  Klasse  das  Quadrat 
vom  Lokalwerth  des  untersten  Gliedes  der  Wurzel. 

Die  2te  Klasse  umfasst   die  Zehntel  und  Hundertstel,  also 
eine  Anzahl  Hundertstel;  ihr  Lokalwerth  ist  somit  =  -,1-  =  In 
das  2te  Glied  der  Wurzel  ist  der  Zehntel,  dessen  Lokalwerth  = 
10-';  abermals  ist  10~'2  =  (10~1)2. 

Die  3te  Klasse  umfasst  die  Einer  und  Zehner,  also  eine  An- 
zahl Einer;  ihr  Lokalwerth  ist  =  1  =  10°.  Das  3te  Glied  der 
Wurzel  ist  der  Einer;  sein  Lokalwerth  =  1;  allein  1  ist  auch 
=*=  l2;  d.h.  der  Lokalwerth  der  3  ten  Klasse  ißt  wieder  gleich  dem 
Quadrat  vom  Lokalwerth  des  3ten  Gliedes  in  der  Wurzel ;  und  so 
linden  wir,  dass  auch  die  Lokalwerthe  100  =  102,  104,  106  der 
3  noch  folgenden  Klassen  die  Quadrate  sind  von  den  Lokalwer- 
then  10,  100  und  1000  der  3  folgenden  Glieder  in  der  Wurzel. 
76.       V^|67|68|69,|60j25  =  7326,45 


14 


146 


1464 


14652 


14652,8 


49 
467 

42 

9 


3868 
292 

4 


94469 
8784 
36 
6593,60 
5860  8 
16 


732,6425 
732  640 
25 


Wir  wollen  nun  aus  der  in  Nro.  74  durch  Quadrirung  er- 
haltenen Zahl  53676869,6025  wieder  die  Quadratwurzel  zu  ziehen 
suchen.     Durch  Eintheilung  in  Klassen  finden   wir  gleich,  dass 
dieselbe  4  Stellen  vor  und  2  Stellen  nach  dem  Decimalkomma 
enthalten  muss.    Die  oberste  Klasse  enthält  das  Quadrat  des  1  sten 
Gliedes  der  Wurzel,  ausser  welchem  im  Allgemeinen  auch  noch 
Bestandteile  der  folgenden  Glieder  —  des    doppelten  Produktes 
aus  dem  ersten  Glied  in   das  2te  —  vorkommen  können.  Wir 
werden  daher  das   lste  Glied  der  Wurzel  finden,  wenn  wir  aus 
dem  absoluten  Werth  der  obersten  Klasse  —  aus  5$  —  die  Qua- 
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dratwurzel  bis  auf  eine  Einheit  genau  ziehen.  ^53  =7;  daher 
7  Tausender  das  lste  Glied  der  Wurzel.  Wir  subtrahiren  das 
Quadrat  derselben  vor  der  obersten  Klasse  und  setzen  nun  zum 
Kest  noch  die  2te  Klasse  herab.  Wir  wissen  nämlich,  dass  in 
dem  Quadrat  unserer  Wurzel  nach  dem  Quadrat  des  Tausenders 
kommen  muss  das  doppelte  Produkt  aus  dem  Tausender  in  den 
Hunderter  und  das  Quadrat  des  Hunderters,  wissen  ferner,  dass 
das  erste  dieser  Produkte  einen  10  mal  kleinern  Lokalwerth  hat 
als  das  Quadrat  das  Tausenders  oder  als  die  oberste  Klasse,  folg- 
lich den  gleichen  Lokalwerth,  wie  das  erste  Glied  der  zweiten 
Klasse,  während  das  Quadrat  des  Hunderters  wieder  einen  10  mal 
kleinern  Lokalwerth  als  jenes,  folglich  den  Lokalwerth  der  2ten 
Klasse  selber  besitzt.  Wrenn  wir  daher  zu  dem  von  der  ersten 
Klasse  her  erhaltenen  liest  die  2te  Klasse  (67  Zehnt ausender)  her- 
unter setzen,  so  können  wir  nicht  nur  sagen,  dass  in  der  so  er- 
haltenen Zahl  467  1.  das  doppelte  Produkt  aus  dem  Tausender  in 
den  Hunderter  und  2.  das  Quadrat  des  Hunderters  enthalten  sein 
muss,  sondern  wissen  auch  noch  genau,  wie  weit  ein  jedes  jener 
Produkte  reicht;  das  doppelte  Produkt  aus  dem  Tausender  in  den 
Hunderter  hat  den  Lokalwerth  des  ersten  Gliedes  der  2ten  Klasse, 
ist  folglich  in  den  46  Hunderttausendem  enthalten  und  wir  finden 
demnach  das  2te  Glied  der  Wurzel,  wenn  wir  die  Gesammtheit 
der  Stellen,  die  wir  nach  Heruntprsetzung  der  2ten  Klasse  haben, 
mit  Ausnahme  der  letzten  durch  das  Doppelte  des  gefundenen  er- 
sten Gliedes,  durch  2.7  =  11  (Tausender;  dividiren.  Der  Quo- 
tient 3  (Hunderter)  *vird  dann  das  2te  Glied  der  Wurzel  sein.  Wir 
untersuchen  nun.  ob  die  73  (Hunderter)  schon  die  vollständige 
Wurzel  bilden,  indem  wir  ihr  Quadrat  mit  der  gegebenen  Zahl 
vergleichen.  Da  das  Quadrat  des  Tausenders  bereits  subtrahirt 
wurde,  so  dürfen  wir  nur  noch  das  doppelte  Produkt  aus  dem 
Tausender  in  den  Hunderter  d.  h.  das  Produkt  aus  dem  Divisor  in 
den  Quotienten  und  das  Quadrat  des  Quotienten  subtrahiren,  welch 
letztes  einen  10  mal  kleinern  Lokalwerth,  als  das  erste  hat,  daher 
unter  die  letzte  Stelle  der  heruntergesetzten  Klasse  zu  stehen  kommt. 
Wir  setzen  nun  zum  Reste  38  die  3te  Klasse  68  (Hunderter) 
herab;  dann  wird  in  der  Gesammtheit  der  so  erhaltenen  Stellen, 
nämlich  in  3868,  sowol  das  doppelte  Produkt  aus  der  Summe  des 
Tausenders  und  Hunderters  in  den  Zehner,  als  auch  das  Quadrat 
des  Zehners  enthalten  sein,  und  da  das  lste  einen  10,  das  letzte 
einen  1  nn  mal  kleinern  Lokalwerth  als  das  Quadrat  des  Hunder- 
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fers  oder  als  die  2te  Klasse  besitzt,  so  wird  das  lste  dieser  Produkte 
den  gleichen  Lokalwerth  haben,  wie  das  erste  Glied  der  herunter- 
gesetzten 3ten  Klasse,  folglich  in  den  386  (Tausendern)  enthalten 
sein.  Indem  wir  daher  diese  386  (Tausender)  durch  das  Doppelte 
des  bereits  gefundenen  Wurzeltheils  d.  h.  durch  2.73=  146  (Hun- 
derter) dividiren,  bekommen  wir  im  Quotienten  2  (Zehner)  das 
3te  Glied  der  Wurzel.  Wenn  wir  nun  das  doppelte  Produkt  aus 
der  Summe  der  Tausender  und  Hunderter  in  den  gefundenen 
Zehner  d.  h.  das  Produkt  aus  dem  Divisor  in  den  Quotienten  und 
dann  das  Quadrat  des  Zehners  oder  des  Quotienten  subtrahiren, 
so  ist  das  vollständige  Quadrat  des  bis  jetzt  gefundenen  Wurzel- 
theiles  subtrahirt.  Wir  setzen  dann  zum  Rest  944  die  nächste 
oder  4te  Klasse  herunter,  dann  enthält  die  resultirende  Zahl  944^9 
das  doppelte  Produkt  aus  der  Summe  der  Tausender,  Hunderter 
und  Zehner  in  den  Einer  und  das  Quadrat  des  Einers  und  zwar 
ist  das  erste  der  genannten  Produkte  in  den  9446  (Zehnern)  ent- 
halten; wir  werden  somit  das  4te  Glied  der  Wurzel  erhalten,  wenn 
wir  9446  durch  die  doppelte  Summe  der  3  ersten  Glieder  d.  h. 
durch  2.732  =  1464  dividiren.  Der  Quotient  6  ist  das  4te  Glied 
der  Wurzel.  Mau  hat  nun  wieder  das  doppelte  Produkt  aus  der 
Summe  der  Tausender,  Hunderter  und  Zehner  in  den  Einer  (Pro- 
dukt aus  Divisor  in  den  Quotienten)  und  das  Quadrat  des  Einers 
oder  Quotienten  zu  subtrahiren,  dann  ist  das  vollständige  Quadrat 
des  bisher  gefundenen  4 stelligen  Wurzeltheils  subtrahirt.  In  ganz 
analoger  Weise  bestimmen  wir  noch  die  2  folgenden  Glieder  und 
bekommen  dann  als  Rest  Null,  woraus  wir  schliessen,  dass  die  Wur- 
zel richtig  bestimmt  sei.  Es  macht  nämlich  die  Summe  der  suc- 
cessive  abgezogenen  Produkte  gerade  das  Quadrat  der  gefunde- 
nen Wurzel  aus,  ist  aber  auch  gleich  der  gegebenen  Zahl,  weil 
wir  ja  Null  als  Rest  erhalten  haben. 

Gesetzt  aber,  man  hatte  als  Rest  nicht  Null  erhalten,  so 
wäre  die  Wurzel  hier  bloss  bis  auf  die  Hundertstel  genau  bestimmt 
und  man  könnte  nun  dem  Rest  2  Nullen  anhängen  d.  h.  die  Hun- 
derttausendstel und  Millionstel  als  nächste  Klasse  heruntersetzen 
und  durch  Fortsetzung  des  gleichen  Verfahrens  von  der  W7urzel 
noch  beliebig  viele  Glieder  bestimmen. 

77.  Es  kann  der  Fall  eintreten,  dass  von  den  durch  Divi- 
sion zu  bestimmenden  Gliedern  einzelne  kleiner  angenommen  werden 
müssen  als  der  Quotient  eigentlich  würde.  Nimmt  man  ein  sol- 
ches Glied  zu  gross  an,  so  macht  sich  der  Fehler  sogleich  dadurch 
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bemerkbar,  dass  die  Subtraktion  des  doppelten  Produktes  aus  dem 
Divisor  in  den  Quotienten  und  des  Quadrates  vom  Quotienten  un- 
möglich wird.  Würde  es  aber  zu  klein  angenommen,  so  liesse  sich 
dieser  Fehler  aus  der  Vergleichung  des  Restes  mit  dem  Doppelten 
des  bereits  gefundenen  Wurzeltheiles  erkennen,  indem  alsdann  der 
Rest  grösser  als  das  Doppelte  des  bereits  gefundenen  Wurzel- 
theiles sein  niüsste. 

Sei  nämlich  a  der  absolute  Werth  des  bereits  gefundenen 
Wurzeltheiles  und  A  der  Theil  der  Zahl,  welcher  zur  Bestimmung 
von  a  verwendet  wurde,  so  ist  der  absolute  Werth  des  Restes  = 
A  —  ar.  Wenn  nun  dieser  Rest  grösser  als  das  Doppelte  des  be- 
reits gefundenen  Wurzeltheiles ,  also  grösser  als  2  a,  so  muss  er 
doch  mindestens  um  1  grösser  sein  und  somit  hätte  man 

A  —ar  -  2a+l 
oder  A  ^  a2-f-2a-f-l 
A^(a+iy 

Es  wäre  also  A  das  Quadrat  von  wenigstens  a  + 1  i  somit  a 
um  wenigstens  1  zu  klein. 

So  wenn  wir  im  obigen  Beispiel  als  3tes  Glied  der  Wurzel 
bloss  1  genommen  hätten,  statt  2,  so  wäre 
a  =  731 

A  =  536768  und 
A  —  a1  =  2407 
2a  dagegen  =  1462 ;  Nun  ist  der  Rest  A  —  ar  = 
2407   grösser  als  2a  oder  1462   und  daher  wäre  das  3te  Glied  1 
mindestens   um    1  und  der  ganze  Wurzeltheil  a  =  73l  ebenfalls 
um  mindestens  1  zu  klein. 

?8.  Wenn  einzelne  durch  Division  bestimmte  Glieder  der 
Wurzel  =  Null  werden,  so  sind  auch  die  betreffenden  abzuziehenden 
Produkte  Null,  so  dass  man  gleich  die  folgende  Idasse  herunter- 
setzen kann.    Das  ist  in  folgendem  Beispiel  der  Fall: 

y]  19,07144,86149  =  40093 
J6  

8    :  —07 
80    :  744 
800    :  74486 
7200 
81 

8018    :  240549 
24051  I 

 9f_ 

0 
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Der  erste  Rest  macht  mit  der  lsten  Klasse  liier  7  aus;  die 
(resammtheit  der  Stollen  mit  Ausnahme  der  letzten,  ist  demnach 
=  0,  daher  das  2te  Glied  der  Wurzel  —  0.  Nach  Herunterset- 
zung  der  3ten  Klasse  hat  man  744;  es  wäre  demnach  74  durch 
80  zu  dividiren,  was  wieder  0  als  Quotient  gibt.  Erst  wenn  wir 
zu  dem  Rest  744  die  4te  Klasse  herabsetzen,  bekommen  wir  7448 
als  Dividend ,  800  als  Divisor  und  daher  den  Quotienten  9  a  ls 
4tes  Glied  der  Wurzel. 

79.  Hat  man  bei  der  Quadrat\viirzelau>ziehung  aus  einer 
dekadischen  Zahl  schon  mehr,  als  die  Hälfte  der  Stellen  bestimmt, 
so  können  die  noch  fehlenden  durch  eine  blosse  Division  gefunden 
werden,  indem  man  nämlich  den  Rest  durch  das  Doppelte  der  be- 
reits gefundenen  Wurzel  dividirt.  Wir  wollen  z.  B.  den  absoluten 
Werth  der  bereits  gefundenen  Wurzel  mit  a  bezeichnen  und  an- 
nehmen, es  enthalte  das  a  schon  w-f-1  Ziffern  und  seien  noch  n 
Stellen  zu  bestimmen,  so  wird  der  Lokalwerth  des  a  =  10n  und 
folglich  der  relative  oder  der  vollständige  Werth  des  bereits  gefun- 
denen Wurzeltheiles  =  o  .  10"  sein.  Wenn  wir  dann  mit  #  den 
noch  fehlenden  Theil  der  Wurzel  bezeichnen,  so  ist  die  vollsten 
dige  Wurzel  =  a  .  lO*+4fe  und  folglich  ihr  Quadrat  oder  die  ge- 
gebene Zahl  =  (fl  .  10"  +  x)2  =  a2.  10"  +  2  .  a  .  10"  .  x+x2.  Nach- 
dem wir  davon  das  Quadrat  des  schon  gefundenen  lsten  Theiles 
subtrahirt  haben,  bleibt  2 .  a  .  10B  .  x-\-x2,  welchen  Rest  wir  mit 
R  bezeichnen  wollen;  dann  ist 

R  =  2  .  a  .  10"  .  or-f-  x2  und 

R  —  x1  ^=  2  .  a  .  10n  .  a;,  woraus  folgt 
R  —  x2  =      R  x2 

X~°  2./1.10»  ~~  2a.  10"       2a.  10"' 
Führen  wir  die  Division  von  R  durch  2a  .  10"  aus  und  be- 
zeichnen den  ganzen  Quotienten  mit  <y,  den  Rest  mit      so  ist 

=  q+      u,,d  ,laher 

x  =  9+2«Triö»-^',,(lcr 


X  —  q  — 


r  x2  r  —  X2 


2a.U)u     2a.  10"      2a.  10" 
Nun  ist  r  kleiner,  als  2a  .  10",  weil  r  ja  der  Rest  der  Di- 
vision des  R  durch  2a  .  10"  war;  x  wird  mit  «Stellen  geschrieben 
und    ist  daher  kleiner,  als  10".   das  schon  mitw-f-1  Ziffern  ge- 
schrieben  wird;  ebenso  ist  x  kleiner,  als  a,  das  auch  mit  w+1 
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Ziffern  geschrieben  wird  5  folglich  ist  x2  oder  x  .  x  kleiner ,  als 
a  .  10"  und  noch  um  so  mehr  kleiner,  als  2a  .  10n.  Es  ist  somit 
auch   die  Differenz  r  —  x2  kleiner,   als   2  a  .  10"    und  folglich 

o 

%-  ein  achter  Bruch.    Da  nun  x  —  q  =-3  so  ist  also 

2/7 .10"  za.iv 

die  Differenz  zwischen  dem  noch  fehlenden  Theil  X  der  Wurzel 

und  dem  Quotienten  q  kleiner,   als  1 ;  folglich  ist  q  bis  auf  eine 

Einheit  genau  der  noch  fehlende  Theil  der  Wurzel.    Nun   war  q 

h       bis  auf  1  genau;   und  da  2a. 10"  das  Doppelte  der 


2a . 10" 

schon  gefundenen  Wurzel  und  R  der  entsprechende  Rest  war,  so 
wird  also  der  noch  fehlende  Theil  der  Wurzel  bis  auf  1  genau 
gefunden,  wenn  man  den  Rest  (R)  durch  das  Doppelte  des  schon 
gefundenen  Wurzeltheils  dividirt.  Die  ganze  Wurzel  heisst  also,  bis 
auf  eine  Einheit  genau:  a  .  10*  -\-q. 

Wir  haben  jetzt  nur  noch  zu  untersuchen,  ob  der  gefundene 
letzte  Theil, <j  grosser  oder  kleiner,  als  x  oder  =  x  sei.    Aus  x — q 
v  —~  x2 

.   foltrt,  dass  wenn  x  >  q  und  also  j:  —  q  positiv,  auch 

2a  .  10"  6  * 
r  —  xi  positiv,  d.  h.  r>a?*,  und  daher  noch  um  so  mehr  r>(/-; 
wenn  aber  x  =  q,  so  dass  x  —  q  =  0,  so  muss  r  —  x2  oder  =  q2 
sein;  wenn  endlich  x<q>  also  x —  q  negativ,  so  muss  auch  7  =  ar 
negativ,  also  r  <  x2  und  also  auch  r<q'£  sein.  Umgekehrt  kön- 
nen wir  auch  schliessen: 

1)  Wenn  r  ^q2,  so  ist  x>q,  d.  h.  wenn  der  Rest  r  grösser 
ist,  als  das  Quadrat  des  gefundenen  Quotienten,  so  ist  der  gefun- 
dene Quotient  q  kleiner,  als  der  noch  fehlende  Theil  der  Wurzel 
und  daher  die  ganze  genäherte  Wurzel  zu  klein. 

2)  Wenn  r  —  q2,  so  ist  x  =  q,  d.  h. :  wenn  das  Quadrat  des 
gefundenen  Quotienten  gerade  =  ist  dem  Rest,  so  ist  der  Quotient 
genau  =  dem  noch  fehlenden  Theil  der  Wurzel  und  also  die  Wur- 
zel genau  bestimmt. 

3)  Wenn  r  <q2  ,  so  ist  auch  x<q9d.  h. :  wenn  der  Rest 
kleiner,  als  das  Quadrat  des  gefundenen  Quotienten,  so  ist  der 
Quotient  q  grösser,  als  der  noch  fehlende  Theil  x  der  Wurzel  und 
die  genäherte  Wurzel  zu  gross. 
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Iste  Art: 
V  2|36|14  46  89  =  15367 
1 

2  :  136 
10  | 
25  ( 
30  :  1114 
90  ( 
9 


306 


3072 


20546 
1836 
36 


215089 
21504 
49 


2ie  Art: 


^  2|36|14|46  89  =  1.... 

i  15367 

136 
10 

25 


30  : 


30600 


1114 

90 

9 


67 


2054689 

183600 

218689 
214200 

4489 


Hier  haben  wir  bei  der  ersten  Art  das  vollständige  Verfah- 
ren bis  zu  Ende  angewandt  und  als  exakte  Wurzel  15367  gefun- 
den. Bei  der  2ten  Art  rechts  aber  haben  wir  das  Verfahren  der 
Quadratwurzelausziehung  nur  zur  Bestimmung  der  3  ersten  Stellen 
angewandt,  während  die  zwei  letzten  Ziffern  (67)  durch  blosse 
Division  gefunden  wurden.  Nachdem  man  nämlich  das  Quadrat 
der  3  ersten  Stellen  (also  von  153)  subtrahirt,  hat  man  als  Kest 
erhalten  2054689,  so  dass  also  bei  unserer  obigen  Bezeichnung  R 
=  2054689,  a=  153  ist.  Diesen  Rest  haben  wir  nun  dividirt 
durch  das  Doppelte  des  Gefundenen,  durch  2^.10"  oder  durch 
2  .  153  ,  102;  d.  h.  durch  2  .  153  Hunderter  oder  durch  30600  und 
als  Quotient  q  gefunden  67.  Der  gebliebene  Rest  r  ist  =  4489 
und  ist  genau  =  f  =  672  ;  folglich  ist  q  =  x,  d.  h.  die  Wurzel  ist 
genau  bestimmt,  wie  sich  das  auch  leicht  einsehen  lässt;  denn 
wenn  man  von  R  =  2054689  zuerst  das  Produkt  aus  dem  Divisor 
30600  in  den  Quotienten  67  und  dann  noch  das  Quadrat  des 
Quotienten,  also  67*  subtrahirt,  so  erhält  man  als  Rest  Null. 
Ebenso  sieht  man  auch  leicht  ein,  dass,  wenn  der  Rest  r  =  4489 
grosser,  als  672,  die  gefundene  Wurzel  zu  klein,  im  entgegenge- 
setzten Fall  aber,  wo  r=4489  kleiner,  als  67*,  die  gefundene 
Wurzel  zu  gross  wäre. 

80.  Bei  der  Ausziehung  der  Quadratwurzel  kann  man  oft 
schon  vorher  erkennen,  dass  die  Wurzel  bloss  annähernd  bestimmt 
werden  kann.   Wir  merken  uns  hierüber  Folgendes: 

1)  (2w)-  =  4/r,  d.  h.  das  Quadrat  jeder  geraden  Zahl  (2>t) 
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ist  durch  4  theilbar,  und  umgekehrt  kann  nur  eine  durch  4  theil- 
bare  Zahl  eine  gerade  Wurzel  haben. 

2)  (2w-f-l)-=  4n2-t-4/<-H,  d.h.  jede  uugerade  Zahl  hat  ein 
Quadrat  von  der  Form  4/r-f-4u-f-l,  also  ein  Quadrat,  welches,  um 
1  vermindert,  durch  4  theilbar  ist,  und  umgekehrt  kann  eine  un- 
gerade Zahl  nur  dann  ein  vollständiges  Quadrat  sein,  wenn  sie, 
um  1  vermindert,  durch  4  theilbar  ist. 

3)  Die  Quadrate  der  Zahlen  1,  2,  3  ...  bis  9  sind:  1,  4,  9, 
16,  25,  36,  49,  64,  81.  endigen  also  rechts  auf  1,  4,  5,  6,  9,  da- 
gegen keines  auf  2,  3,  7  oder  8.  Da  nun  in  dem  Quadrat  jeder 
mehrstelligen  ganzen  Zahl  das  Quadrat  des  Einers  als  letztes 
Glied  vorkommt,  so  werden  die  Quadrate  aller  ganzen  Zahlen  rechts 
auf  1,  4,  9,  0,  5  oder  dann  auf  Null  endigen  müssen;  umgekehrt 
kann  eine  ganze  Zahl,  welche  rechts  auf  2,  3,  7  oder  8  endigt, 
kein  vollständiges  Quadrat  sein. 

Anmerkung.  Mau  hüte  sich  indessen,  diese  bloss  negativen 
Merkmale  für  positive  anzusehen,  welche  uus  die  Quadratzahl 
als  solche  erkennen  lassen.  So  ist  keineswegs  jede  durch  4 
theilbare  Zahl  ein  vollständiges  Quadrat,  eben  so  wenig  jede 
uugerade  Zahl,  welche,  um  1  vermindert,  durch  4  theilbar 
ist,  noch  endlich  jede  ganze  Zahl,  die  rechts  auf  1,  4,  9,  6; 
5  oder  0  endigt.  So  sind  z.  i>.  26,  32,  40  etc.  durch  4  theil- 
bar, und  45,  um  1  vermindert,  durch  4  theilbar,  ohne  Qua- 
dratzahlen zu  sein;  ebenso  endigen  96,  54,  Gl,  35  resp.  auf 
6,  4,  1  und  5  und  sind  doch  keine  vollständigen  Quadrate. 
Cubikwurzel. 

81.    (1)    (<*)*=*  aa 

(2)    (a+b)*  =  a*+ZaH+Ub*+h* 

(3)  (a-hb+cf  =  (a-f-6)3+3(a+^)2c4_3(a4.^c2_f.c2  oder 

(4)  (a+b+c)  {  =  fl3H-3a26+3a62+634-3(a-f-6)2c+3(a-r-6)c24-c3 

(5)  (a-H-HcH-d)3  =  (rt-h6+c):i4-3(a4-6-hc)^/-f3(a4-6-f-c)//2-f-r/3 
=  a34-3a2&+3a//2+63+3(^ 

3(a+&4-c)d2-W/3. 
Wir  finden  durch  unmittelbare  Multiplikation : 
(a+6)3  =  a*+3a2b+dafc+bl 
Es  kommen  also  im  Cubus  einer  zweitheiligen  Grösse  zum  Cubus 
des  Igten  Theiles  noch  3  Grössen  hinzu,  nämlich  1)  3a26,  d.h. 
das  3  fache  Produkt  aus  dem  Quadrat  des  lsten  Theiles  (o2)  in 
den  2ten  (6)  ;  2)  3a6-,  d.  h.  das  3fache  Produkt  aus  dem  lsten 
Theil  a  in  das  Quadrat  des  2ten  (b2),  und  3)  der  Cubus  des  2teu 
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Tkeiles,  also  63.  Wollten  wir  ein  Trinom  ia-\-b-\-c)  zur  3ten  Po- 
tenz erheben,  so  könnten  wir  es  zunächst  als  Binom  betrachten, 
dessen  lstes  Glied  (a-\-b)  und  dessen  2tes  Glied  c  wäre  und  wir 
hätten  dann  dem  Vorigen  gemäss  die  Gleichung  (3)  oder,  indem 
wir  für  (a-f-6)3  seinen  Werth  aus  Gleichung  (2)  setzen: 

(a+M-c)3=  a*+U-b  ^3a62+&3+3(a+fr)2c-r-3(  a-f-6)c2+c3 
Iliebei  ist  3(a-\-b)2c  das  31'ache  Produkt  aus  dem  Quadrat  der 
Summe  beider  erster  Glieder  (a-{-b)  in  das  3te  (c),  3(a-W>)c2  das 
3  fache  Produkt  aus  der  Summe  der  beiden  ersten  Glieder  in  das 
Quadrat  des  oten  und  c;{  der  Cubus  des  3ten  Gliedes.  So  könnte 
man  tortfahren  und  würde  rinden,  dass  der  Cubus  eines  beliebigen 
Polynoms  enthalten  muss: 

1)  den  Cubus  des  lsicn  Gliedes,  2)  das  .'Hache  Produkt  aus 
dem  Quadrat  des  lsten  Gliedes  in  das  2te,  3)  das  3raehe  Produkt 
aus  dem  lsten  Glied  in  das  Quadrat  des  2ten,  4)  den  Cubus  des 
2ten  Gliedes,  ">)  das  ofache  Produkt  aus  dem  (Quadrat  von  der 
Summe  der  beiden  ersten  Glieder  in  das  3te,  i>)  das  3f*ache  Produkt 
aus  der  Summe  der  beiden  lsten  Glieder  in  das  Quadrat  Ä€»  3ten  und 
7)  den  Cubus  des  .'»ten,  8)  das  3faehe  Produkt  aus  dein  Quadrat 
von  der  Summe  der  3  ersten  ( Mieder  in  das  4te,  9)  das  3faebe 
Produkt  aus  der  Summe  der  3  ersten  Glieder  in  das  Quadrat  des 
4ten  und  10)  den  Cubus  des  4ten  Gliedes  u.  s.  f. 

Nach  dieser  Regel  können  wir  den  Cubus  eines  jeden  Poly- 
noms bilden.  So  wäre  (3a2+4:ab—2b2)*  =  (3a2)3+3  .  {3a2)'1 .  lab 
4-3  .  (3a2)  .  (4a6)2-f-(4a7>)3+3  .  (3a2-|-4«ü>)2  .  (— 2b2)+ 

3*.  (3«24-4«6)  .  (— 2b2)2+(— 2b2)* 

Nun  ist  aber: 

(3a2)3  =  27a* 
3  .  (3a2)2  .  Ub  =  3  .  9a4  .  4a&  =  108aH 
3  .  (3a2) .  (4a6)2  =  3  .  3a- .  16a2b2  =  144a4  b2 

(4afc)3  =  64a363 

3(3a2-r-4aft)2.(— 2fi2)=3.(9a44-24a3&+16a2&2) .  (— 262)  =  — 54a« 62 

— 144a3o3— 96a2^ 
3  .  (3a2-r-4afc) .  (— 2//-y2  =  3(3a2-f-4a&) .  iiß  =  3 Ga2 b 4 +48aft5 

(— <2ft*)t  ~=      8/;  6.  aiso  ist 

(3a2-h4a6-~262j3=27a,i+108a56H-9()a4//2--8i)a3if>:{--  60a2fr4-f- 

48a65— -86«. 

82.  Gesetzt  nun,  es  sei  das  Polynom  P  als  Cubus  eines  zu 
suchenden  Polynoms  p  gegeben  und  es  folgen  dessen  Glieder  ge- 
rade so  auf  einander,  wie  wir  in  Nro.  81  gesehen  haben,  so  kann 
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die  Hestimmung  der  3ten  Wurzel  aus  P  keine  Schwierigkeit  mehr 
halben.    Denn  es  muss  ja  das  lste  Glied  des  gegebenen  Polynoms 
P  der  Cubus  sein  vom  lsten  Gliede  der  Wurzel,  und  daher  dieses 
gefunden  werden,  wenn  man  aus  dein  lsten  Gliede  von  P  die  3te 
Wurzel  zieht     Wir  subtrahiren   nun   den  Cubus  des  gefundenen 
lsten  Gliedes  vom  gegebenen  Polynom;  dann  muss  das  lste  Glied 
des  Restes  das  3fache  Produkt  aus   dein  Quadrat  des  bereits  ge- 
fundenen lsten  Gliedes  in  das  zu  suchende  2te  Glied  der  Wurzel 
sein  und  daher  dieses  2te  Glied  gefunden  werden,   wenn    wir  das 
lste  Glied  des  Höstes  durch  das  dreifache  QtitfaH  des  gefundenen 
lsten  Gliedes  dividiren.     I  m  nun   zu  wissen,  oft   die  gefundene 
zweitheilige  Grösse  dir  \ « •  I Ut ii 1 1<  1  i - ^  ;ite  Wurzel   von  P  sei,  erhe- 
ben wir  sie  /.um  TiiIiiis  und  ziehen  <lrii>rll„Mi  von  P  ah:  weil  aber 
der  Cubus  des  lsten  Glieder  schon  sublrahirt   worden,   so  hat  man 
von  dem  Reste  nur  noch  zu  subtrahiren:    1    das  3fache  Produkt 
aus  dem  Quadrat   des  Jsten  Glieds  in  das   •_>(,.,    oder  mit  andern 
Worten:  das  Produkt  aus  drn,  Divisor  in  den  ( Quotienten  j    2)  das 
•Uache  Produkt  aus  dem   lsten  Glied   in   das  (Quadrat   des  neuge- 
fundenen l>ten  Gliedes,  und    :',)  noeh   den  Guhus  «les  2ton  Gliedes. 
Bleibt  abermals  ein  Uest,    sn  beweist    das,    das>   die    zu  suchende 
Wurzel  wenigstens  3  Glieder   haben  und   das   gegebene  Polynom 
P  daher  wenigstens  der  Cubus  einer  3<  heiligen   Grösse   sein  muss. 
Weil  nun  aber   im  Guhus   eines   jeden  Polynoms   auf  den  Cubus 
des  2ten  Gliedes  zunächst    das   3  fache  Produkt  aus    dem  Quadrat 
von  der  Summe  beider  lsten  Glieder  in   das  3te  folgt,   so  werden 
die  lsten  Glieder  des  Rostes  dieses  .'Hache  Produkt  aus  dem  Qua- 
drat der  Summe  beider  lsten  Glieder  in  das  zu  suchende  3te  Glied 
enthalten  müssen,  und  daher  dieses  das  öle  Glied   gefunden  wer- 
den, wenn  man  mit.  dem  otaehen  Quadrat    des  bereits  gefundenen 
Wurzelt  heils  in  die  ersten   Glieder  des   Westes  dividirt.     Hat  man 
so  das  )*e  (Mied  der  Wurzel  bestimmt,  so  dar!'  man  xo„  dem  letz- 
ten Reste  nur  subtrahiren:   1)  das  3fache  Produkt  aus  dem  Qua- 
drat des  bereits  gefundenen  Wurzeltheiles   in   das   neu  bestimmte 
3te  Glied,  2)  das  öiacho  Produkt  aus  der  bereits  gefundenen  Wur- 
zel in  das  Quadrat  des  neu  bestimmten  Gliedes  und   3)  endlich 
noch  den  Cubus  des  neugefundenen  Gliedes,  um  überzeugt  zu  sein, 
dass  der  vollständige  Cubus  der  gefundenen  3theiligen  Grösse  von 
dem  gegebenen  Polynom  subtrahirt  wurde.    Erhält  man  daher  als 
Rest  Null,  so  ist  die  gefundene  Grösse  die  gesuchte  Wurzel;  bleibt 
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aber  ein  Rest,  so  kann  man  auf  gleiche  Weise  die  noch  fehlenden 
Glieder  der  Wurzel  bestimmen. 

83.  Wären  nun  in  dem  Polynom  P  die  gleichartigen  Glie- 
der zusammengezogen  und  dasselbe  etwa  nach  den  fallenden  Po- 
tenzen eines  Buchstabens  x  geordnet,  so  miisste  der  Cubus  des 
lsten  Gliedes  der  Wurzel  wieder  den  höchsten  Exponenten  von  x 
enthalten,  folglich  das  Iste  Glied  von  P  sein,  und  ebenso  miisste 
im  lsten  Rest  das  3  fache  Produkt  aus  dem  Quadrat  des  lsten 
Gliedes  in  das  2te  den  höchsten  Exponenten  von  x  enthalten,  also 
die  Iste  Stelle  einnehmen,  kurz  das  erste  Glied  jedes  geordneten 
Restes  miisste  das  3fache  Produkt  aus  dem  Quadrat  des  lsten  Glie- 
des in  das  zu  suchende  neue  Glied  sein  und  daher  das  obige  Ver- 
fahren unverändert  dasselbe  bleiben.  Denn  wenn  A+B-\-C+D+.... 
das  nach  fallenden  Potenzen  von  x  geordnete  Polynom  P, 
a+^+C4-..  die  ebenso  geordnete  3te  Wurzel  davon  ist,  so  muss 
einmal,  da  a  den  höchsten  Exponenten  von  x  enthält,  a3  den 
höchsten  Exponenten  von  x  in  dem  Produkt  (a-\-b-t-c+ . .  .)3  ent- 
halten, also  a3  =  .4  sein  nach  Nro.  32.  Ist  nun  a*  subtrahirt,  so 
bleibt  der  Rest  B+C+D+ . .  . ,  welcher  3a3ft+3«62+ftH-  etc.  ent- 
hält. Da  nun  a  in  Bezug  auf  x  von  höherm  Grade  ist,  als  b,  b 
von  höherm  Grade,  als  c  etc.,  so  wird  auch  aH  von  höherm  Grade 
sein,  als  ab2  und  b'\  aber  auch  von  höherm  Grade,  als  a2c  und 
alle' folgenden  Glieder,  somit  UH  das  Iste  Glied  des  geordneten 
Restes,  d.  h.  =  B  sein  müssen.  Hat  man  den  Cubus  der  Summe 
beider' lsten  Glieder  subtrahirt,  so  bleibt  das  3fache  Produkt  aus 
dem  Quadrat  von  der  Summe  beider  lsten  Glieder  in  das  3te  +  etc. 
Dir.es  3fache  Produkt  aus  dem  Quadrat  von  der  Summe  beider 
lsten  Glieder  in  das  3te,  d.h.  S(«+&)*.  c,  besteht  aus  3  Gliedern, 
deren  lstes  (3a2c)  in  Bezug  auf  x  wieder  einen  höhern  Grad  hat, 
als  alle  übrigen  und  somit  das  Iste  Glied  des  geordneten  Restes 
sein  muss,  u.  s.  f.  Es  ergibt  sich  demnach  für  die  Ausziehung  der 
3ten  Wurzel  folgende  Regel : 

Um  aus  einem  Polynom  dM  8te  Wurzel  zu  ziehen,  ordne 
man  es  vm-crM  nach  den  fallenden  Potenzen  eines  Buchstabensund 
ziehe  dann  aus  dem  lsten  Gliede  die  3te  Wurzel,  erhebe  diese 
zum  Cubus  und  ziehe  denselben  vom  gegebenen  Polynom  ab.  Dann 
dividire  man  das  Iste  Glied  des  geordneten  Restes  durch  das  3fachc 
Quadrat  des  gefundenen  lsten  Gliedes,  so  erhält  man  als  Quotien- 
ten das  2te  Glied  der  Wurzel.  Hierauf  subtrahire  man  1)  das 
Sfache  Produkt  aus  dem  Quadrat  des   lsten  Gliedes  in  das  neu 


bestimmte  2te  Glied,  2)  das  3  fache  Produkt  aus  dem  lsten  Glied 
in  das  Quadrat  des  neu  gefundenen  Gliedes  und  3)  den  Cubus  des 
neugefundenen  Gliedes.  Sodann  dividire  man  die  lsten  Glieder 
des  geordneten  Restes  durch  das  3fache  Quadrat  der  bereits  ge- 
fundenen Wurzel,  so  erhalt  man  als  Quotient  das  3te  Glied  der 
Wurzel  —  subtrahire  dann  wieder  1)  das  dreifache  Produkt  aus 
dem  Quadrat  des  bereits  gefundenen  Wurzeltheiles  in  das  3te  Glied 
der  Wurzel,  oder  mit  andern  Worten  :  das  Produkt  aus  dem  Di- 
visor in  den  Quotienten;  2)  das  dreifache  Produkt  aus  der  bereits 
gefundenen  Wurzel  in  das  Quadrat  des  Quotienten,  und  3)  den 
Cubus  des  Quotienten,  und  fahre  so  auf  die  nämliche  Weise 
fort,  bis  man  entweder  als  Rest  Null  erhalt  (»der  sich  überzeugt, 
dass  das  gegebene  Polynom  kein  vollständiger  Cubus  ist. 

84.  Sobald  man  nämlich  in  der  Wurzel  ein  Glied  erhält 
in  welchem  der  Exponent  des  Ordnungsbuchstabens  x  kleiner  ist, 
als  der  3te  Theil  vom  Exponenten  dieses  Buchstabens  im  letzten 
Gliede  des  nach  den  fallenden  Potenzen  geordneten  Polynoms  J°, 
90  kann  man  gewiss  sein,  dass  das  Polynom  keine  genaue  3te 
Potenz  ist.  Denn  soll  das  gegebene  Polynom  ein  vollständiger 
Cubus  sein,  so  muss  sein  letztes  Glied  die  3te  Potenz  sein  vom 
letzten  Gliede  der  Wurzel  und  daher  der  Exponent  von  x  im  letz- 
ten Gliede  der  Wurzel  der  3te  Theil  des  Exponenten  von  x  im 
letzten  Gliede  von  P.  Wie  man  also  in  der  Wurzel  ein  Glied 
mit  einem  kleinern  Exponenten  von  x  erhält,  so  kann  das  gege- 
bene Polynom  kein  vollständiger  Cubus  sein. 

Anmerkung.    Wenn  man  zur  Bestimmung  eines  folgenden 
Gliedes  der  Wurzel  das  dreifache  Quadrat  des  bereits  gefun- 
denen Wurzeltheiles  bildet  und  damit  in  die  ersten  Glieder 
des  Restes  dividirt,   so  wird  nach  den  Regeln   der  Division 
immer  nur  das  erste  Glied  des  Dividenden  durch  das  erste 
Glied  des  Divisors  dividirt.    Das  lste  Glied  des  Divisors  ist 
aber  immer  das  dreifache  Quadrat  des  lsten  Gliedes  der  Wurzel. 
Mau  kann  daher,  wenn  man  es  vorzieht,  dieses  dreifache  Quadrat 
des  lsten  Gliedes  als  konstanten  Divisor  zur  Bestimmung  sämrat- 
licher  Glieder  der  Wurzel  betrachten;  dann  muss  man  aber 
sämmtliche3  abzuziehende  Produkte  immer  noch  besonders  bilden. 
78.    Wir  lassen  hier  noch  ein  Beispiel  von  der  Ausziehung 
der  3ten  Wurzel  folgen,  bei  dem  das  dreifache  Quadrat  des  ge- 
fundenen Wurzeltheiles  immer  als  Divisor  zur  Bestimmung  des 
nächsten  Gliedes  figurirt. 
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Cnbikwurzel  aus  dekadischen  Zahlen. 

S5.  Wenn  wir  die  Zahl  534,2  zur  dritten  Potenz  erheben, 
so  bekommen  wir: 

(534,2)*  -=  (5pO+|6+4-hO^)3  =  5<)0-«  +  3.  500*. 30 
+  3  ,  50Q .  30--f-3o  '+-3  .  530-  .  4+3  .  530.  1-+ 1*4-3  ..534- .  0,2 

+  3.  534.  (0,2)* +  (6,2)*. 

Nun  ist 

3  .  500-  .  30  =»=  2250OO( X I 
3  .  500  .  30-  =  1350000 
30»  =  27000 
3.530*.4  =  33708OO 
3.530.4-  =  22440 
4*  =  64 
3  .  534-  .  (0,2)  =  171093.6 
3.534.(0,2)2  =  64,08 

 (0,2)»  =  0,008 

(534,2)3  =  152144461,688 

Der  Cubus  einer  4stelligen  dekadischen  Zahl,  welche  3 
Stellen  vor  und  eine  Stelle  nach  dem  Decimalkomma  enthalt, 
besteht  demnach  aus  1.  dem  Cubus  des  Hunderters,  2.  dem  3fa- 
chen  Produkl  aus  dem  Quadrat  des  Hunderters  in  den  Zehner, 
3.  dem  .'Hachen  Produkt  aus  dein  Hunderter  in  das  Quadrat  des 
Zehners,  4.  dem  Cubus  des  Zehners,  5.  dem  äfachen  Produkt  aus 
dem  Quadrat  der  Summe  der  Hunderter  und  Zehner  in  den  Einer, 
6.  dem  Stachen  Produkt  aus  der  Summe  der  Hunderter  und  Zeh- 
ner in  das  Quadrat  des  Einers,  7.  dem  Cubus  des  Einers,  8.  dem 
3fachen  Produkt  aus  dem  Quadrat  der  Summe  der  Hunderter, 
Zehner  und  Einer  in  die  Zehntel,  9,  dem  .'Hachen  Produkt  aus 
der  Summe  der  Hunderter,  Zehner  und  Bfxter  in  das  Quadrat  der 
Zehntel,  10.  dem  Cubus  der  Zehntel. 

SO.  Aus  dieser  Zusammensetzung  des  Cubus  einer  mehrstel- 
ligen dekadischen  Zahl  ziehen  wir  folgende  Consequenzen : 

1.  Die  Lokalwerthe  der  einz einen  Bestandteile, 
aus  welchen  der  Cubus  einer  mehrstelligen  dekadi- 
schen Zahl  zusammengesetzt  ist,  werden  von  Glied 
zu  Glied  lOmal  kleiner. 

In  dem  obigen  Beispiel  sind  die  Lokalwerthe  der  einzelnen 
Theile  nach  einander  folgende  : 
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was  sehr  leicht  einzusehen  ist:  Der  Lokalwerth  eines  Produktes 
mehrerer  Faktoren  ist  immer  gleich  dem  Produkt  der  Lokalwerthe 
der  einzelnen  Faktoren.  Das  lste  Glied  unserer  Zahl  —  der  Hun- 
derter —  hat  den  Lokalwerth  100;  also  sein  Cubus  den  Lokal- 
werth 100.100.100.  Ebenso  wird  das  3 fache  Produkt  aus  dorn 
Quadrat  des  Hunderters  in  den  Zehner  den  Lokalwerth  100- .  10, 
das  3fache  Produkt  aus  dem  Hunderter  in  das  Quadrat  des  Zehners 
den  Lokalwerth  100.10.10  und  der  Cubus  des  Zehners  den  Lo- 
kalwerth 10.10.10  haben.  Die  Summe  der  Hunderter  und  Zeh- 
ner ist  eine  Anzahl  Zehner,  hat  also  den  Lokalwerth  10;  ihr  Qua- 
drat den  Lokalwerth  10.10;  somit  das  3  fache  Produkt  aus  dem 
Quadrat  der  Summe  der  Hunderter  und  Zehner  in  den  Einer  den 
Lokalwerth  10.  10.  1  ,  das  3fache  Produkt  aus  der  Summe  der 
Hunderter  und  Zehner  in  das  Quadrat  des  Einers  aber  den  Lokal - 
werth  10.1  .1  und  der  Cubus  des  Einers  den  Lokalwerth  1.1.1. 
Berücksichtigt  man  endlich,  dass  die  Summe  der  Hunderter ,  Zeh- 
ner und  Einer  eine  Anzahl  Einer  ausmacht,  die  den  Lokalwerth 
1  hat,  so  erkenet  man  sehr  leicht,  dass  die  Lokalwerthe  der  noch 
folgenden  3  Glieder  sein  müssen: 

1-.0,1 

1  .(0,1)2 

und  (0,1)3. 

Es  ist  also  wirklich  der  Lokalwerth  jedes  folgenden  Gliedes 
10  mal  kleiner  als  der  des  vorhergehenden. 

2;  M  an  kann  auch  hier  wieder  aus  der  Anzahl 
der  Stellen  einer  Zahl  erkennen,  wie  viele  Stellen 
ihre  C  u  b  i  k  w  u  r  z  e  1  haben  in  u  s  s.  Man  darf  nur,  vom 
Decim  al  ko  m  in  a  ausgehend,  die  Zahl  in  Klassen  zu  je 
3  Stellen  abtheilen;  so  viele  K  lassen  man  durch  diese 
Eintheiluug  bekommt,  aus  eben  so  vielen  Stellen 
besteht  die  Wurzel. 
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Da  die  einstelligen  Zahlen  zwischen  1  und  10  liegen,  so 
müssen  ihre  Cuben  zwischen  l3  und  103  oder  1  und  1000  liegen 
und  zwar  noch  kleiner  sein  als  1000,  daher  mit  1,  2  und  3  Stel- 
len geschrieben  werden;  umgekehrt  muss  jede  1-,  2-  bis  3stelhge 
Zahl  eine  1  stellige  Cubikwurzel  haben.  Die  zweistelligen  Zahlen 
liegen  zwischen  10  und  100  mit  Ausschluss  der  oberu  Grenze; 
ihre  Guben  werden  daher  zwischen  103  und  100:i  d.  Ii.  zwischen 
1000  und  1000000  liegen,  exklusive  die  obere  Grenze.  Sie  wer- 
den daher  mit  4,  5  und  6  Stellen  geschrieben  und  umgekehrt  muss 
jede  4-,  5-  und  6stellige  Zahl  eine  2stellige  Cubikwurzel  haben. 
So  linden  wir  in  gleicher  Weise,  dass  die  Cuben  der  3stelligen 
Zahlen  mit  wenigstens  7  und  höchstens  9  Stellen,  die  der  4stelli- 
gen  Zahlen  mit  mindestens  10  und  höchstens  12  Stellen  u.  s.  f. 
geschrieben  werden. 

Wir  können  also  sagen:  Hat  eine  Zahl  1,  2  oder  3  Stellen, 
so  muss  ihre  Cubikwurzel  lstellig  sein;  hat  die  Zahl  4,  5  oder  6 
Stelleu,  so  ist  ihre  Cubikwurzel  2stellig;  hat  die  Zahl  7,  8  oder 
9  Stellen,  so  bekommt  die  Wurzel  3,  hat  sie  10,  11  oder  12  Stel- 
len, so  bekommt  ihre  Cubikwurzel  4  Stellen  u.  s.  f. 

3.  Die  Lokalwerthe  der  einzelnen  Klassen  sind 
gerade  die  Cuben  von  den  Loka  lwer  then  der  einzel- 
nen Glieder  der  Wurzel. 

Hätte  man  etwa  die  3te  Wurzel  aus  152444461,688  zu  zie- 
hen, so  bekäme  man 

^T52|444ji61J688  =...,. 
3  Klassen  vor  und  eine  nach  dem  Decimalkomma.  Die  Wur- 
zel selber  würde  daher  3  Stellen  vor  und  eine  nach  dem  Deci- 
malkomma bekommen.  Die  unterste  Klasse  der  Zahl  unifasst  hier 
die  Zehntel,  Hundertstel  und  Tausendstel,  also  eine  Anzahl  Tau- 
sendstel und  hat  den  Lokalwerth  ^  =  HH*J  das  unterste  Glied 
der  Wurzel  (der  Zehntel)  hat  den  Lokalwerth  =  10"1 ;  nun 
ist  10-s  =  (10-1)"  d.h.  der  Lokalwerth  der  untersten  Klasse  ist 
einmal  der  Cubus  vom  Lokalwerth  des  letzten  Gliedes  der  Wur- 
zel. Die  2te  Klasse  umfasst  Einer,  Zehner  und  Hunderter,  ist 
also  eine  Anzahl  Einer  und  hat  den  Lokalwerth  1;  das  2te  Glied 
der  Wurzel  hat  ebenfalls  den  Lokalwerth  1  ;  allein  es  ist  auch 
1=1*.  Die  3te  Klasse  mntasst  die  Tausender,  Zehntausender 
und  Hunderttausender,  ist  also  eine  Anzahl  Tausender  und  hat  den 
Lokalwerth  1000,  welcher  gerade  der  Cubus  vom  Lokalwerth  10 
des  3ten  Gliedes  der  Wurzel  ist.    Die  oberste  Klasse  endlich  ist 


=  152  Millioner,  hat  den  Lokalwerth  ]<)•»,  welcher  der  Oubus  ist 
von  dem  Lokalwerth  100  des  höchsten  Gliedes  der  Wurzel. 
87.  ^49;836;<>32  =  368 

27 

27     :  22836 


162 

324 

216 

f 

388H  :  3180032 
31104  I 
6912 
512  | 

fftri* 

Wenn  wir  aus  49836032  die  3te  Wurzel  zu  ziehen  haben, 
50  Huden  wir  durch  die  so  eben  genannte  Eintheilung   in  Klassen 
gleich,  dass  die  Wurzel  3stellig  wird,  und  indem  wir  aus  der  ober- 
sten Klasse  die  3te  Wurzel  bis  auf  eine  Einheit  genau  ausziehen, 
erhalten  wir  als  lstes  Glied  der  Wurzel  3  Hunderter.    WTir  erhe- 
ben dieses  zum  Cubus,  ziehen  denselben  von  der  obersten  Klasse 
ab  und  setzen  dann  zu  dem   erhaltenen  Rest    die  folgende  Klasse 
(836  Tausender)  herunter.    Da  nun  auf  den  Cubus  des  Hunder- 
ters tolgen  muss  das  ."fache  Produkt  aus  dem   Quadrat,  des  Hun- 
derters in  den  Zehner  und   dieses  Produkt  einen   lOmal  kleinern 
Lokalwerth  hat,  als   der  Cubus  des  Hunderters,  so  muss  dasselbe 
enthalten  sein  in  den  228  (Hunderttausendern),  d.  h.  in  der  Summe 
der  heruntergesetzten  und  der  ihnen  vorangehenden  Stellen,  die  2 
letzten  abgerechuet.    Wenn  wir  daher  mit  dem  3fachen  (Quadrat 
des  gefundenen    Igten  Cliedes.   «1.  h.  mit   3 . 3002   oder  mit  27 
(Zehntausendernj  in  die  J28  (  11  underttauseuder)  dividiren,  so  er- 
halten wir  in  dem  Quotienten  6  (Zehner)  das  2te  Glied  der  Wur- 
zel.   Da  nun  der  Cubus  des  Hunderters  bereits  abgezogen  wurde, 
so  müssen  wir   nur  noch   bilden  und  subtrahiren:    1)  das    3  fache 
Produkt  aus    dem    Quadrat  des   Hunderters    in   den  Zehner  oder 
das  Produkt  aas  dem  Divisor   in  den  Quotienten;    2)   das  3fache 
Produkt  aus  dem  Hunderter  in  das  Quadrat  des  Zehners  oder  das 
Produkt  an>    dem  Quadrat    des  Quotienten    in   das  Dreifache  des 
Vorhergehenden,  welches  Produkt   dem  Lokalwerth   nach    in  mal 
kleiner  ist,  als  das  lste,  und  also  um  eine  Stelle  weiter  nach  rechts 
kommt,  und  3)  endlich  den  Cubus  des  Quotienten,  welcher  wieder 
einen  lOmal  kleinern  Lokalwerth  hat  und  daher  unter   die  letzte 
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Stelle  zu  stehen  kommt.  Zu  dem  erhaltenen  Rest  setzen  wir  nun 
die  folgende  Klasse  herunter  und  haben  so  nach  Subtraktion  des 
Cubus  von  :  6  Zehnern  noch  3:180032,  in  welchem  Rest  zunächst 
das  3fache  Produkt  aus  dem  Quadrat  der  Summe  des  Hunderters 
und  Zehners  in  den  Einer  vorkommen  tnuflS,  welches,  wie  wir  wis- 
sen, »'inen  10 mal  kleinem  LokaiwertB  hat,  als  der  Cubus  des  Zeh- 
ners oder  die  2te  Klasse,  und  ctessball)  enthalten  sein  nniss  in  der 
Summe  der  Stellen,  die  wir  jetzt  haben,  die  2  letzten  abgerechnet. 
Wenn  wir  daher  das  ."fache  Quadrat  der  gefundenen  2  ersten 
Glieder,  als«.  3.01')-=  oS-8  Hunderter  bilden  und  damit  hinein 
dividiren  in  die  31800  (Hunderter),  so  erhalten  wir  im  Quotienten 
18  Einer  das  letzte  Glied  der  Wurzel.  Nachdem  wir  dann  1)  das 
Produkt  aus  dem  Divisor  in  den  Quotienten,  2)  das  Produkt  aus 
dem  Quadrat  des  Quotienten  in  das  Dreifache  des  Vorhergehen- 
den, welches  Produkt  dem  Lokalwerth  nach  10 dal  kleiner  ist  und 
daher  um  eine  Stelle  weiter  nach  rechts  kommt,  3)  endlich  den 
Cubus  des  Quotienten,  der  abermals  einen  10  mal  kleinern  Lokal- 
werth hat  und  daher  unter  .die  letzte  Stelle  zu  stehen  kommt, 
snbtrahirt  haben,  so  ist  der  vollständige  Cubus  von  .'^abgezogen 
worden,  und  da  man  als  Rest  Null  erhielt,  so  muss  36$  genau 
die  :»te  Wurzel  aus  J9,s;;i;n;;j  sein. 

Zusatz.  Erhielte  man  einen  von  Null  verschiedenen  Rest, 
so  wäre  die  Cubikwurzel  bloss  bis  auf  eine  Einheit  genau  bestimmt, 
und  man  müsste  daher  zum  Cubus  der  gefundenen  W  urzel  noch 
den  Rest  addiren,  um  die  gegebene  Zahl  zu  erhalten.  Uebrigens 
könnte  man  die  Zehntel,  Hundertstel  und  Tausendstel  als  nächste 
herunterzusetzende  Klasse  betrachten  und  durch  Fortsetzung  des 
nämlichen  Verfahrens  von  der  3ten  Wurzel  noch  beliebig  viele 
Dezimalstellen  bestimmen. 
88.    Beispiele  über  Reduktion  von  W  u  r  z  e  lgrö  ssen. 

1.  Beispiel:    Jl2  +  2^27  -f-  3>/75  —  9^48  =  ? 
Auflösung.  >/l2  =  V4  ■  3  =  2>f3 

2^27  =  207$  = 
3^75  =  oyJTfS  =  15^3 

 — 9>/l8  =  =  — 36>/ 3  

Daher  -|-  2yßl  -f-  3>/75  —  9748  =  2yj  3  -f-  6^3"  -H  15>/3" 
—  S6yß  ==  (23—36)^3"  =  — 13V"3". 
/  a2x  —  2ax2  +  x>  (^  x  ^ 

2.  Beispiel.    V  «2   +  2™  +       =  ?  
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/  a2x— 2ax2+x*  _     /  (ß2—  2ax-\-x2)x 


Es  ist  V  a2  -\-2ax+x-      V  aM-2arr+x2 


as    V(«2— 2ax+x2)x  _  (a—x)}J  x 
yj  a2  +2ax-{-x2  a+x 


n  i3  •  -1  a  —  b  /  a+  &  g 
3.    Beispiel:  r  i/   r   =  • 

/  *±*         /  (q-~6)2      / g  +  6  /  (a— ^)8(fl  +  6j 

V  «T^T  ~V  (fl  +  6)1  '  Y  «  —  *  V  («+6)'(a—  b) 


a—b 

g  —  6 
o+~6  ' 


v 


13        13>/7  13»/7 
4.BeiSp.el:  =  -  — - 


5.  Beispiel: 


Wir  suchen  den  Nenner  rational  zu  machen,  indem  wir  Zäh- 
ler und  Nenner  mit  der  Summe  der  Grössen  multipliziren ,  deren 
Differenz  wir  im  Nenner  haben,  also  mit  V  6  +  y  C  J  dann  bekom- 
men wir: 

g  a(yT-f-  VT)  a(VT  +  VT) 

VT— Vc      (VT-r-VT)(VT+V^)    1      6  —  c 

12  _       12(y2T+V5)  _  12(V5i'  +  VT) 
Z       V21— V5   ~       21  — 5    "  16  ~~ 

»i^  +  V5)  _  3V2I  +  W5. 

Ebenso    <L~<L-   ^M^W  Ä 
V7  4- V5        (V?  +VM(V7 

7j^2V35        12-8VS5  =  g_i§g 
7—5  2  * 

1 

6.  Beispiel:         7==  F=  7=ä  «  ? 

V  3  +  V  5  —  V8 

_       VT+VT+  VT       VT+  VT+y  8~ 
V3  +V&  —  VT  ~~  (vt+vT)2— 6/f)*  ""  3+54-2V15-8 

V^+V^+V8    (indem  wir  noch  Zähler  und  Nenner  mit 
2 Vi 5  Vl5  multipliziren) 

=  ^  +  VT+VT)yi5    yiö^r  V75-fVi2ö 

2.  15  ~  30  T 


—   107  — 


^9  .  5  +  ^25",  3  +  V4  .  30  _  3^5"  +  5^/  3  -f-  2^30 
30  30 

faß  +J4  ^  +  vW^ö. 

89.  a.  Es  ist  (±5)-  =+25;  umgekehrt  V+25  =  ±5 
(±5)*  =+625;  ....  ^625  ±b 
(i-2)ft  =-f-64  ^+63   =  ±2 

(=fca)*n  =  +a-»  ^-Ha-"  =  ia 

d.h.  Wenn  wir  eine  positive  oder  negative  Zahl  zu  einer  ge- 
raden Potenz  erheben,  zur  2tcn,  4ten,  6ten . . .  2nten,  so  wird 
das  Resultat  jedesmal  positiv;  umgekehrt  kann  dann  eine '  ge- 
rade Wurzel  aus  einer  positiven  Zahl  sowol  positiv  als  ne- 
gativ sein,  oder  mit  andern  Worten :  Eine  gerade  Wurzel 
au  seiner  positiven  Zahl  hat  zwei  dem  absoluten  WTert he 
nach  gleiche,  dem  Vorzeichen  nach  entgegengesetzte 
Werthe. 

b.  Es  ist  ferner 

(±7)*  =  ±343,  umgekehrt  ^±343  =  ±7 
(±a)^=  ±a*n+{  'j',+i^+T=  ±ß 

d.h.  Wenn  wir  eine  positive  oder  negative  Zahl  (dkl,  dba)  zu 
einer  ungeraden  Potenz  erheben,  zur  3ten.  5ten  .  .  .  (2n-f-l)ten, 
so  erhalten  wir  stets  ein  Resultat  vom  nämlichen  Vorzeichen,  wie 
diese  Zahl.  Umgekehrt  wird  eine  Wurzel  ungeraden  Ranges  aus 
einer  positiven  Zahl  positiv,  aus  einer  negativen  Zahl  negativ 
ausfallen. 

c.  In  (a)  haben  wir  bereits  gesehen,  dass  wenn  man  eiue 
positive  oder  negative  Zahl  zu  einer  geraden  Potenz  erhebt,  das 
Ergebniss  jedesmal  positiv  wird.  Es  gibt  somit  weder  eine  positive, 
noch  eine  negative  Zahl,  die,  zu  einer  geraden  Potenz  erhoben, 
ein  negatives  Resultat  hervorbringt;  folglich  wird  umgekehrt  eine 
gerade  Wurzel  aus  einer  negativen  Zahl  sich  weder  durch  eine 
positive  noch  durch  eine  negative  Zahl,  weder  genau,  noch  nähe- 
rungsweise ausdrücken  lassen.    So  ist  ^ — 49  weder  =  -f-7  noch 

—  7^  weil  beide  quadrirt  +49  geben.  Es  kann  aber  >J — 49 
auch  nicht  eine  positive  ode»  negative,  dem  absoluten  Werthe  nach 
von  ±7  verschiedene  Zahl  sein,  z.  B.  nicht  =  ±7  ±  w ;  denn 
(zfc7d_:w)2  ==  494-(o2±14(f>;  d.h.  eine  dem  absoluten  Werthe  nach 
von  ±7  verschiedene  Zahl  gibt,  zum  Quadrat  erhoben,  ein  dem 
absoluten  Werthe  nach  von  49  verschiedenes  Resultat.  Man 
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kann  daher  gerade  Wurzeln   aus  negativen  Zahlen,  wie  yj — 49, 

— 81,  yj — 0*»  weder  durch  die  positive,  noch  durch  die  nega- 
tive Einheit,  weder  genau ,  noch  näherungsweise  ausdrücken. 
Solche  weder  durch  die  positive,  noch  durch  die  negative  Einheit 
ausdrückbare  Zahlen  nennt  man  imaginäre  Zahlen;  zu  ihrer 
Darstellung  bedarf s  einer  neuen  Einheit,  die  nichts  anderes  ist  als 
yj  —  1 .    So  hat  man 

^=49  =  ±>/49.(—  1)  =  ±7^1 

Im  Gegensatz  zu  den  imaginären  nennt  man  die  bisher  be- 
kannten, durch  die  positive  oder  die  negative  Einheit  ausdrück- 
baren Zahlen  reell. 

Wir  können  die  Resultate  a ,  b  und  c  SO  zusammenfassen : 
Eine  ungerade  Wurzel  aus  einer  positiven  oder  ne- 
gativen Zahl  hat  stets  einen  reellen  Werth  vom  näm- 
lichen Vorzeichen,  wie  diese  Zahl;  eine  gerade  Wur- 
zel aus  einer  positiven  Zahl  bat  zwei  reelle  Werthe. 
die  absolut  gleich,  im  Zeichen  aber  verschieden 
sind;  eine  gerade  Wurzel  aus  einer  negativen  Zahl  ist 
imag  inär. 

90.  Die  Quadratwurzel  aus  einer  positiven  Zahl  A  hat  also, 
wie  wir  gesehen  haben,  zwei  gleich  grosse,  dem  Zeichen  nach  ent- 
gegengesetzte Werthe  und  yj  A  kann  sowol  den  einen,  als  den 
andern  dieser  Werthe  bedeuten,  so  dass,  wenn  A  =  dann 
\j  A  =  d  Ö.  Will  man  nun  gleich  von  vorn  herein  diese  beiden 
Werthe  andeuten,  SO  schreib!  man:  ±yj  A  .  Dass  die  Quadratwur- 
zel aus  einer  Grösse  A  übrigens  nicht  mehr  als  zwei  Werthe  ha- 
ben kann,  Hesse  sich  leicht  sö  nachweisen:  Wenn  ich  mit  jr  jede 
1 3*0886  bezeichne,  welche,  quadrirt,  A  gibt,  so  mtisste  also  r2  =  A 
oder  x-  —  A  =  Ö  sein.  Allein  X2  —  A  =  (x  +  sjT)  (x  —  sj~J)  ; 
man  bekommt  daher  die  Gleichung: 

(^-WT)(a?- VT)  ==<>. 

Nun  kann  aber  ein  Produkt  nur  Null  werden,  wenn  einer 
-einer  Faktoren  =0;  also  hat  man 

1.  r  -f-  V  A  =  0  oder  x  =  — >/  A 

oder  2.  x  —  yj  A  =  0  oder  x  h  V  ^ 

Für  andere  Werthe  von  x  wird  die  Gleichung  a*2 — =    nicht  erfüllt. 
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91.    Wir  haben  liier  zum  ersten  iMal  von  dem  Satze  (ge- 
brauch gemacht,  dass  ein  Produkt  aus  2  Faktoren  Null 
wird,   wenn    einer  seine  r  Faktoren  =  0  N  ,,1K^  wollen 
diesen  in  der  Folge  häufig  zur  Anwendung  kommenden  Satz  hier 
noch  speziell  nachweisen. 

Wenn  in  dem  Produkt  ah  der  Multiplikand  a  =  0  ist,  so 
leuchtet  der  Satz  unmittelbar  ein  ;  denn  je  nachdem  der  Multipli- 
kator ganz  oder  gebrochen  ist,  hat  man  entweder  den  Multipli- 
kanden selbst  oder  einen  Theil  desselben  —  die  beide  =0  — 
mehrmal  als  Suinmaml  zu  setzen.  Kine  Summe  aber  aus  mehrern 
Summanden,  deren  jeder  —  0,  ist  ebenfalls  =  0. 

Ist  dagegen  der  Multiplikator  U  =  0,  so  kann  man  ihn  als 
Differenz  zweier  gleicher  Zahlen  ansehen,  z.  B.  0  =  c  —  c  set- 
zen ;  dann  ist  n  .  0  =  a  (c  ~  c)  =  ac  —  ac  =  0. 

Ol»  also  der  erste  oder  der  zweite  Faktor  Null  sei,  stets  wird 
das  Produkt  =  Null  sein.  Wären  endlich  beide  Faktoren  =  0, 
so  wäre  das  Produkt  aus  doppeltem  Grunde  =  <>  oder  —  wie 
man  zu  sagen  pflegt  —  Xull  von  der  2 teil  Ordnung. 

Es  geht  daraus  auch  hervor,  dass  wenn  keiner  der  Faktoren 
eines  Produktes  bleich  Null,  das  Produkt  selbst  ebenfalls  nicht 
Null  sein  kann. 


Fünfter  Abschnitt. 

GlriHuumvii  dos  erstem  Grades. 

Det'i  n  it  in  n  en:  Auflösung  der  Gleichungen  ersten 
Grades  mit  nner  Unbekannten. 
1)2.  Wenn  2  Grössen  dem  Wertlie  nach  einander  gleich 
sind,  so  drücken  wir  dies  dadurch  aus,  dass  wir  sie  durch  das 
Gleichheitszeichen  mit  einander  verbinden.  Jede  solche  Verbindung 
zweier  Grössen  oder  Ausdrücke  durch  das  Gleichheitszeichen  heisst 
eine  Gleichung  im  weitesten  Sinne  <l<s  Wortes.  Nun  können 
aber  die  durch  das  Gleichheitszeichen  verbundenen  Ausdrücke  ent- 
weder  so  beschaffen  sein,  dass  ihre  Gleichheit  unmittelbar  aus  der 
Natur  ihrer  Zusammensetzungsich  ergibt,  d.  h.  dase  sie  einander 
wirklich  völlig  gleich  werden,  sobald   man  die  darin  angedeuteten 
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Operationen  ausfuhrt;  dann  drückt  die  Gleichung  eine  allgemein 
geltende,  unbedingte  Gleichheit  aus,  wie  z.B.  {a-\-b)( a — b)  = 
a2 — h'\  (3a?-f-l)(4#  —  7)  =  12x- — 17x—  7,  welche  Gleichungen  im- 
mer wahr  bleiben,  was  für  Werthe  man  auch  an  die  Stelle  der 
Buchstaben  setzen  mag;  —  oder  die  durch  das  Gleichheitszeichen 
verbundenen  Ausdrücke  sind  an  sich  durchaus  nicht  gleich,  ent- 
halten aber  noch  eine  oder  mehre  unbestimmt  gelassene,  unbekannte 
Grössen;  alsdann  ist  es  im  Allgemeinen  immer  möglich,  für  diese 
unbekannten  Grüsen  solche  spezielle  Werthe  zu  linden,  dass  die 
Ausdrücke  sich  wirklich  gleich  werden;  es  drückt  die  Gleichung 
dann  nicht  mehr  eine  allgemein  geltende,  sondern  eine  bedingte, 
nur  in  speziellen  Fällen  gültige  Gleichheit  aus.  Wenn  wir  z.  B. 
schreiben:  3x-\-t)=z2$,  so  ist  diese  Gleichung  durchaus  nicht 
wahr,  so  lange  x  beliebige  Zahlenwerthe  vorstellt.  Setzen  wir  z  B. 
für  x  successive  1,  2,  3... etc.,  so  werden  wir  immer  Ausdrücke 
erhalten,  die  gar  nicht  =  26  sind;  nur  für  den  speziellen  Fall,  dass 
man  x  =  7  setzt,  wird  die  Gleichung  zur  Wahrheit.  Ebenso  sind 
in  bx — 13  =  3x1-11  die  beiden  Ausdrücke  an  sich  verschieden; 
allein  es  ist  möglich,  für  x  einen  solchen  Werth  zu  finden,  dass  in 
der  That  bx — 13  =  3a;-f-ll  wird;  man  darf  nur  a?  =  12  setzen. 
Im  ersten  Fall  haben  wir  eine  analytische,  im  letzten  eine  al- 
gebraische Gleichung.  Eine  analytische  Gleichung  ist  dem- 
nach die  Gleichsetzung  zweier  Ausdrücke,  deren  Gleichheit  unmit- 
telbar aus  der  Natur  ihrer  Zusammensetzung  hervorgeht,  die  also 
ungestört  bleibt,  welche  Werthe  auch  an  die  Stelle  der  einzelnen 
Buchstabengrössen  gesetzt  werden  mögen.  Eine  algebraische  Glei- 
chung aber  ist  die  Gleichsetzung  zweier  Ausdrücke,  die  an  sich 
durchaus  nicht  gleich  sind,  in  welchen  aber  noch  eine  oder  mehrere 
unbekannte  Grössen  vorkommen,  und  wobei  es  sich  dann  darum 
handelt,  für  die  Unbekannten  solche  Werthe  zu  finden,  dass  die 
Ausdrücke  wirklich  gleich  werden. 

Wenn  endlich  die  beiden  Ausdrücke  nicht  bloss  dem  Werthe, 
sondern  auch  der  Form  nach  einander  gleich  sind,  so  wird  die 
Gleichung  eine  identische  genannt.    So  wird  z.  B.  (x-\-b)2  = 
a2+2ab-\-b2  identisch,  sobald  man  die  bloss  angedeuteten  Operatio- 
nen ausführt;  denn  alsdann  hat  man:  ir+2ab+b2  ~  ar-\-2ab-\-b2. 

Da  jede  analytische  Gleichung  zur  Identität  wird ,  wenn 
man  die  darin  angedeuteten  Operationen  ausführt,  so  werden  ge- 
wöhnlich alle  analytischen  Gleichungen  identische  genannt. 
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Die  beiden  durch  das  Zeichen  =  verbundenen  Ausdrücke 
werden  die  Seiten  der  Gleichung  genannt. 

Eine  Gleichung  auflösen,  heisst  nichts  anderes,  als  die 
Werthe  suchen,  welche  an  die  Stelle  der  unbekannten  Grössen  ge- 
setzt werden  müssen,  um  die  Gleichung  zur  Wahrheit  zu  machen 
oder  zu  verinziren.  Die  Werthe  der  Unbekannten  heissen  dann 
auch  die  Wurzeln  der  Gleichung. 

Wir  unterscheiden  die  Gleichungen  nach  der  Anzahl  der 
ihnen  vorkommenden  Unbekannten  in  Gleichungen  mit  1,  2,  3 
oder  mehrern  Unbekannten,  und  nach  dem  Grade  dieser  Unbekann- 
ten in  Gleichungen  vom  lsten,  2ten,  3ten  . .  und  raten  Grade. 
Die  Gleichung  heisst  vom  mten  Grade,  wenn  der  höchste  Expo- 
nent der  Unbekannten  -  m,  oder  wenn,  falls  mehrere  Unbekannte 
dasind,  der  Grad  eines  Gliedes  in  Bezug  auf  die  Unbekannten  = 
m  und  keines  der  übrigen  Glieder  von  höherm  Grade  ist. 

93.  Bei  der  Auflösung  einer  Gleichung  muss  man  mit  der- 
selben gewisse  Umformungen  vornehmen-,  diese  dürfen  aber  um- 
so beschaffen  sein,  dass  dadurch  das  Wesen  der  Gleichung  nicht 
gestört  wird.  Jede  neue  Form,  in  welche  die  anfängliche  Gleichung 
übergeführt  wird,  muss  daher  ganz  dieselben  Wurzeln  zulassen, 
wie  die  erste,  nicht  mehr  und  nicht  weniger,  mit  andern  Wor- 
ten: sie  muss  der  ersten  vollkommen  äquivalent  sein. 

Die  Transformationen,  welche  mit  einer  Gleichung ,  unbe- 
schadet ihrem  Wesen,  vorgenommen  werden  dürfen,  sind  folgende: 

1.  Man  darf  au f  b eiden  Seiten  einer  Gleichung 
dieselbe  Grösse  ad diren  oder  subtrahiren,  ohne  die 
Wurzeln  derselben  zu  verändern. 

Seien  .4  und  B  zwei  Ausdrücke,  welche  die  Unbekannte  x 
enthalten,  C  eine  beliebige  Grösse,  die  x  enthalten  kann  oder  nicht, 
so  behaupten  wir,  die  Gleichung 

A  =  B  (i)  könne  ersetzt  werden 
durch  A±C=  B±C  (2). 

Um  das  zu  beweisen,  müssen  wir  zeigen,  dass  die  Gleichung 
(2)  äquivalent  sei  mit  (1)  d.  Ii.  dass  jede  Wurzel  der  Gleichung 
(1)  auch  Wurzel  der  Gleichung  (2)  und  umgekehrt  jede  Wurzel 
der  Gleichung  (2)  auch  Wurzel  der  Gleichung  (1)  sei.  In  der 
That!  Wenn  a  eine  Wurzel  ist  der  Gleichung  (1),  so  heisst  das: 
setzt  man  in  (1)  cc  für  x1,  so  wird  dadurch  A  =  B;  da  nun  für 
s  =  a  A  =  B  wird,  C  aber  unter  allen  Umständen  -  C  bleibt,  so 
muss  auch  noch 


r 


■■■■ 
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A±  C=B±C  sein  : 
denn  die  Gleichheit  zweier  Grössen  wird  nicht  gestört,  wenn  man 
beide  um  gleich  viel  vermehrt  oder  vermindert.  Es  ist  aber  auch  um- 
gekehrt jede  Wurzel  der  Gleichung  2)  Wurzel  der  Gleichung  (1). 
Denn  sei  x  —  ß  eine  Wurzel  von  so  heisst  das:  wenn  man  in 
(2)  ./•  ersetzt  durch  ti,  so  wird 

A±C=B±C. 

Nimmt  man  nun  auf  beiden  Seiten  ±0  weg,  so  müssen  nach 
deihselbbtl  Axiom  die  Hoste  A  und  R  ebenfalls  gleich  sein.  Also 
der  nämliche  Worth  von  a  .  welcher  A -±-C=  B~\  C macht,  wird  auch 
noch  4  =  #  machen. 

Mit  Htilfe  dies«  Satzes  kann  man  ohne  weiter  einzelne  Glie- 
der von  der  einen  Seite  der  Gleichung  auf  die  andere  schaffen  und 
Gleichungen  auflösen,  in  welchen  keine  Brüche  vorkommen.  Sei 
z.  B.  gegeben 

(er)  27$ — 42  =  1 3.i;4-56, 
s<>  können  wir  auf  beiden  Seiten  K>.r  subtrahiren  oder,  was  das- 
selbe ist.  — 13.7*  addiren,  wodurch  wir  erhalten: 

iß)  21  x—  13r  -42  =56. 
Indem  wir  noch  auf  beiden  Seilen -f- 12   addiren.  verwandelt 
sich  (ß)  in 

(y)  27.r  — 13a;  =56+42. 
Durch  Vergleichung  von  Gleichung  (y)  mit  Gleichung  (a) 
finden  wir,  dass  das  (ilied  |3$  mit  entgegengesetztem  Zeichen  auf 
die  linke,  das  Glied  — 42  aber  mit  entgegengesetztem  Zeichen  auf 
die  rechte  Seite  gekommen  ist,  BO  dass  alle  ( Mieder,  welche  j?  ent- 
halten, nunmehr  auf  der  linken,  alle  bekannten  Glieder  aber  auf 
der  rechten  Seite  des  ( ileichheitszeichens  sind.  Und  so  kann  man 
allgemein  irgend  ein  Glied  mit  verändertem  Zeichen  auf  die  an- 
dere Seite  setzen,  ohne  die  (Meie  Innig  zu  stören,  weil  das  darauf 
hinaus  läuft,  auf  beiden  Seiten  jenes  Glied  zu  subtrahiren  oder 
dasselbe  mit  verändertem  Vorzeichen  zu  addiren. 

Wenn  wir  nun  in  Gleichung  (y)  noch  die  gleit -hart igen  Glie- 
der zusammenziehen,  so  geht  sie  über  in 

14a;  =  98 

und  indem  wir  auf  beiden  Seiten  durch  den  Goeffizienten  von  x 
dividiren.  bekommen  wir  endlich 

*  =  \\  =  7. 

2.  Man  kann  auch  beide  Seiten  einer  Gleichung 
mit  der  nämlichen,  vo  n  Null  verschiedenen  und  die 
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Unbekannte  x  nicht  enthaltenden  Grösse  multipli- 
ziren,  ohne  die  Wurzeln  z u  ändern. 

Wir  denken  uns,  um  diese  Behauptung  nachzuweisen,  alle 
Glieder  aut  die  nämliche  Seite  geschafft,  die  Gleichung  also  aut 
die  Form  gebracht: 

.4  =  0  (1) 

dann  behaupten  wir :  Wenn  /v/§()  und  üherdiess  x  nicht  enthalt 
so  ist  die  Gleichung 

mA  =  0  (2) 
der  Gleichung  (1)  äquivalent. 

Sei  wieder  x  —  cc  eine  Wurzel  der  Gleichung  (1),  so  heisst 
das:  Für  x  ==  a  wird  der  Ausdruck  ,4=<>.  Ist  aber  A  —  0,  so 
muss  auch  w.l  =  0  sein,  weil  ein  Produkt  Null  wird,  sobald  ein 
Faktor  desselben  gleich  Null  ist.  Jede  Wurzel  der  Gleichung  (1) 
ist  somit  auch  Wurzel  der  Ölfcichung  (2). 

Es  ist  aber  auch  umgekehrt  jede  Wurzel  der  Gleichung  (2 ) 
eine  Wurzel  der  Gleichung  (1).  Denn  wenn  für  x—fi  die  Glei- 
chung (2)  verifizirt  wird,  so  heisst  das:  wenn  wir  in  mA  für  ab- 
setzen ß,  so  wird  das  Produkt  mA=0.  Nun  ist  aber  m  weder 
an  sich  gleich  Null,  noch  kann  es  Null  werden  dadurch,  dass  man 
x=ß  setzt,  weil  es  ja  von  x  ganz  unabhängig  ist;  es  muss  folg- 
lich der  andere  Faktor  J==0  werden  d.  h.  jede  Wurzel  der  Glei- 
chung (2)  ist  auch  Wurzel  der  Gleichung  (1). 

Dieser  letzte  Scnluss  wäre  nicht  mehr  richtig,  wenn  m==Ö 
wäre  oder  die  Unbekannte  x  enthielte. 

Denn  wäre  m==6',  so  würde  die  Gleichung  inA=*0  erfüllt 
für  jeden  beliebigen  Werth  von  x,  ohne  dass  desshalb  4=0  zu 
sein  brauchte.  Enthielte  aber  m  die  Unbekannte  x,  so  dürfte  man 
auch  nicht  mehr  aus  mA=0  auf  .4=0  schliessen ;  denn  diejeni- 
gen Werthe  von  x\  welche  m  annulliren,  würden  Wurzeln  der 
Gleichung  (2)  sein,  ohne  desshalb  die  Gleichung  (1)  verifiziren  zu 
müssen. 

So  hat  die  Gleichung  Ix  -21=0  die  Wurzel  x=Ü.  Mul- 
tiplizirt  man  aber  beide  Seiten  derselben  der  Reihe  nach  mit  aH-5, 
x'1 — 36,  x1 — 7rc-f-12,  x'6 — 125,  so  erhält  man  die  Gleichungen  : 
(aH-5)  (Ix— 21)  =  0 
(x2— 36)  (7a;— 21)  =  0 
(x-— 7a?+12)(7a?— 21)  =  0 
(a;3-125)  (Ix— 21)=  0 
die  ausser  der  Wurzel  j;=3  noch  zulassen 

Orelli,  Algebra.    *.*te  Auflage.  6 


—    114  — 


die  erste  die  Wurzel  —5, 

die  2te    die  Wurzeln  4-6  und  — 6, 

die  3te   die  Wurzeln  3  Und  4, 

/— lW— 3V     '     /  — 1— 3  w 
die  4te    die  Wurzeln  5,  51  Iund5^  — ^  J. 

Es  werden  somit  durch  Multiplikation  mit  einem  Ausdruck, 
der  die  Unbekannte  enthält,  so  viele  fremde  Wurzeln  eingeführt, 
als  der  Grad  dieses  Ausdruckes  in  Bezug  auf  x  Einheiten  enthält. 

Indem  wir  endlich  beide  Seiten  mit  Null  multipliziren,  be- 
kommen wir  eine  identische  Gleichung,  die  für  jeden  Werth  von 
x;verifizirt  würde.  Es  wäre  demnach  die  Zahl  der  hier  einge- 
führten neuen  Wurzeln  unendlich  gross. 

94,  Beispiele. 

1      7         bx      iß       x  i 

Tx~  8  "16  =  T_I- 

Wir  können  dieser  Gleichung  zunächst  eine  andere  Form  ge- 
ben, indem  wir  auf  beiden  leiten  mit  einem  Vielfachen  der  Nen- 
ner multipliziren-,  natürlich  werden  wir,  nm  mit  den  möglichst 
kleinsten  Zahlen  zu  rechnen,  das  kleinste  gemeinschaftliche  Viel- 
fache der  Nenner  4,  8,  2  wählen,  das  =  8.  Wir  erhalten  da- 
durch : 

14a;— 5a?— 128*=4a;—  8 , 
welche  Gleichung  nach  Nro.  93  ganz  die  nämlichen  Werthe  von 
x  zulässt,  wie  die   erste.    Indem  wir  jetzt  noch  die  bekannten 
Glieder  auf  die  rechte,  die  unbekannten  auf  die  linke  Seite  schaf- 
fen, erhalten  wir 

14a;—  5a;— 4a=128-8 
oder  5a;=120 
woraus  a?=1i°  =  24. 

Verifikation:  Wir  können  die  Richtigkeit  dieser  Lösung 
prüfen,  indem  wir  den  für  x  gefundenen  Werth  in  die  ursprüng- 
liche Gleichung  setzen  und  nachsehen,  ob  sie  dadurch  verifizirt 
wird.  Setzen  wir  den  gefundenen  Werth  24  an  die  Stelle  von  x> 
so  kommt 

oder  42—15—16  =  12—1 

42—31  =  12-1 
oder  11  =  11. 
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Die  Gleichung  wird  als»»   für  den  speziellen  Werth  x  =  24 

zur  Wahrheit.  • 

rt  ■      ~   .     .   .     Ix      üx*       x       61  x 

2  tes  Beispiel:    —  H — r-  4-  -r  —  -rr  —  • 

1  12        8        3         G  2 

Wenn  wir  hier  mit  dem  kleinsten  gemeinschaftlichen  Viel- 
fachen der  Nenner  d.  h.  mit  24  beide  Seiten  multipliziren,  bo  er- 
halten wir  : 

14x4-2  7x-f-8x=  244— 12x 

oder  14x4-2  7x-f-8x-f-l  2x=244 

61x=244 

woraus  x=^,14=4. 

Tf     .... .      .  7.4      9.4       4        61  4 

Verifikation:      _.+  _+  y,__T 

oder  +  1  =  V  — 2 

y+?  =  v  — 2 

224-27  _  61—12 
6  6 


4  1»           4  «> 

6   —   T»  • 


Btes  Beispiel: 


llx— 3      5      18— x      2x— 3 


daher 


9  2         3  18 

Kleinstes  gemeinschaftliches  Vielfaches  der  Nenner  ist  18  ; 

2Ula;— 3)— 5  .  9— 6^18— x)=2x— 3 
22x— 6— 45  — lu84-6x=2x-3 
->Sx— 159=2x-3 
26x=159— 3 
26jr=156 

Verifikation:  Führen  wir  den  Werth  x=6  in  unsere 
Gleichung  ein,  so  geht  sie  über  in 

66—3      5      18—6  _  12-  3 
9     —  2         3     ~  18 

7-6*=£ 
A  =  i. 

4tes  Beispiel: 

(«)  f(J(3»—  7)  +  4a;]+?(3^-  10)=  |[2(6x— 7)— 7] 
Um  diese  Gleichung  mit  mehrfachen  Klammern  zu  lösen, 
können  wir  entweder  erst  die  Klammern  öffnen  und  nachher  die 
Brüche  wegschaffen  oder  dann  erst  die  Brüche   wegschaffen  und 

8* 
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dann  die  Klammem  öffnen.  Bei  Lösung  der  Klam-.nera  kann 
man  entweder  von  aussen  nach  innen  oder  umgekehrt  gehen.  So 
wenn  wir  z.  B.  i[{-(3# — 7)-f-4x]  von  aussen  nach  innen  öffnen, 
fuhren  wir  erst  die  Multiplikation  mit  A  aus,  wodurch  die  eckigen 
Klammern  verschwinden  und  nachher  noch  die  übrigen  angedeute- 
ten Operationen.    Man  bekommt  so  successive 

1 1  #$X—7)+4&)  =i(3a;— 7  )+2x=%x— l+2x. 
Beim  umgekehrten  Verfahren  aber  hätte  man  : 

Wir  wollen  bei  unserer  Gleichung  erst  die  äusem  Klammern 
öffnen,  so  bekommen  wir : 

(ß)  i(3x— 7)+2x+Z(3x—  10)=f(6a;— 7)— 
und  wenn  wir  nun  mit  dem  kleinsten  gemeinschaftlichen  Vielfachen 
der  Nenner,  nämlich  mit  1 20,  beide  Seiten  multipliziren,  so  kommt 
15(3a;— 7)+240a-K8(3.T— 10)=80(6a?— 7)— 280 
45x—  !05-r-240a;+144a— 480=480jc— 560— 280 

45x4-240x-r-144a— 4  80x= 105+480— 560— 280 
429a;— 480x=585— 840 
— 51x=— 255 
51rc=255 

Verifikation: 
#0  .  5-7H-4  .  5]-h|(3  .  5— 10)=j[2(6  .  5— 7) — 7J 
J I  {  1 5— 7)-r-20]-r-|(  1 5— 10)=|[2(30 — 7  )— 7] 
4(1.84-20]+?.  5=  1(46-7] 
f .  22+2=4 . 39 

1  l-t-2  =  13,   was   wirklich  der 

Fall  ist. 

5tes  Beispiel:  ^+ba-(^J*^*^-2X 
a+b  a — 6  er — b2 

Da  a- — b'~(a-t-b)(a — 6),  so  ist  a2< — b-  das  kleinste  gemein- 
schaftliche Vielfache  der  Nenner,  und  wenn  wir  mit  demselben 
multipliziren,  so  erhalten  wir  zunächst: 

(a— by-x+ba(a-— 62)— (a-r-6)3=(3a— b)(x— b)a— 2(a2— b-)x 
und  wenn  wir   hier  die  angedeuteten  Operationen   ausfuhren,  so 
kommt: 

(a2— 2ab+b2)x+ba*— hab'1— (a*+3a2b+3ab*+b*)= 
'••'ti2x—abx—  3aH+ab2— 2a2x+2b*x 

oder  : 
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(—ab—b^x^—W+Vnh1^ 

—ia3+<jab*+b*  _  ig3— dab2— 63 
x~      —ab—b2     ~  ab-hb2 
indem  man  Zähler  und  Nenner  noch  mit  — 1  multiplizirt.  Statt 
«1  essen  hätte  man  auch  in  der  Gleichung 

(_r,6_ft2)a;=_  \(fz+9ab2+h* 

auf  beiden  Seiten  mit  — 1  mnltipliziren  können,  wodurch  sie  sich  in 

(ab+b2)x=4:az— 9a62— />3 

a  i  t.  ^      •  i.    .  j  4a3— 9a62-^3  ... 

verwandelt  hatte,  aus  der  sich  wieder  x  =   .  ,  ,9   ergäbe. 

ffö-Hr 

Diese  Beispiele  genügen,  um  für  die  Auflösung  einer  Glei- 
chung  des  lsten  Grades  mit  einer  Unbekannten  folgende  allge- 
meine Regel  abzuleiten:  Wir  schaffen  zuerst  die  Nenner 
weg,  wenn  solche  vorkommen,  indem  wir  auf  beiden 
Seiten  mit  dem  kleinsten  gemeinschaftlichen  Viel- 
fachen derselben  mul  tip  liziren;  dann  führen  wir  alle 
bloss  angedeuteten  Operationen  aus,  bringen  alle 
Glieder,  die  das  x  enthalten,  auf  die  eine,  alle  be- 
kannten Glieder  auf  die  andere  Seite  der  Gleichung, 
ziehen  sodann  alle  unbtekan  nten  Glieder  in  eines  zu- 
sammen, indem  wir  das  ;c  als  g  em  ei  n  schaft  1  ic  he  n  Fak- 
tor absondern  und  dividiren  endlich  auf  beiden  Sei- 
ten durch  den  Ooeffizie  nten  von  x,  so  erhalten  wir 
auf  der  einen  Seite  x  und  auf  der  andern  Seite  des- 
sen Werth. 

95.  Absolut  nothwendig  ist  die  Ausführung  der  angedeute- 
ten Operation  indessen  nur  da,  wo  ohne  sie  eine  Trennung  der 
bekannten  Glieder  von  denen,  welche  die  Unbekannten  enthalten, 
nicht  möglich  wäre.  Sonst  kann  man  damit  auch  warten,  bis  man 
den  Ausdruck  für  die  Fnbekannte  gebildet  hat.  Ja  es  gibt  sogar 
Fälle,  m  denen  es  sehr  zweckmässig  ist,  nach  Wegschaffung  der 
Nenner  nicht  mit  Ausführung  der  angedeuteten  Operationen  zu 
beginnen.  Diese  treten  nämlich  dann  ein,  wenn  die  Glieder  mit 
der  Un  bekannten  oder  die  bekannten  Glieder  oder  beide  zugleich 
gemeinschaftliche  Faktoren  enthalten,  wie  in  folgender  Gleichung: 
Zabc  a2b2  (2a+frb2x  _  bx 
^b  t  (a+b)*  +  ~^+by  ~"  W  ~~a 

])a>  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache    aller  Nenner  ist 
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a{a-\-b)*m  Indern  wir  beide  Seiten  der  Gleichung  damit  [inultipli- 
ziren,  bekommen  wir 

SaHc(a+b)*+aH2H2a+b)b\a+b)x=3a^ 
oder 

3ac(a-f-6)'#-h6(a^ 

Nun  haben  die  Glieder  mit  x  den  Faktor  a-{-b  gemein;  wir 
wollen  diesen  als  gemeinschaftlichen  Faktor  herausheben  und  eben- 
so rechts  ab  absondern,  so  kommt 

(a+b)[3ac(a+b)*+b(a+b)2— (2a+b)b2}x=ab[3ac(a+b)2+a2b] 
woraus  folgt 

ab[3ac{a-\-b)2-\-a2b] 
X  =(a+bpac{a^b)2^b[a+b)^(2a+b)b'^ 
In  den  eckigen  Klammern  vom  Zahler  und  Nenner  kommt 
3ac(a-f-/>)2  als  erstes  Glied  vor;  wir  führen  daher   nur  bei  den 
folgenden  Gliedern  die  angedeuteten  Operationen  aus  und  bekommen 
b(a-r-b)2— (2a-r-6)62=6(a2-f-2a6+62)— 2ab2— 63 

=  a2b+2ab2+bz— 2ab2-b*=a2b. 

Somit 

_     ab[3ac(a+b)2+a2b}    =  ab__ 
X""  (a+6)[3ac(a4-6)2H-a*6]  •■  a-H' 

95.  Definition.  Wenn  wir  ein  Vielfaches  einer  Glei- 
chung mit  einem  beliebigen  Vielfachen  einer  andern  durch  Addi- 
tion oder  Subtraktion  verbinden,  so  heisst  die  resultirende  Glei- 
chung eine  Combination  der  beiden  frühern.  Beichnen  X  und  Y 
Ausdrücke,  welche  die  Unbekannten  x  und  y  enthalten,  wäre  z.  B. 

X  =  3.r—  ly+\2 
Y=  4.i?-r-5v— 3z 

so  wären  X  =  <>  und  K=0  zwei  Gleichungen  lsten  Grades  mit 
2  Unbekannten  und  wX±nK=  0  wäre  eine  Combination  derselben. 

96.  Lehrsatz:  Jede  Combination  zweier  Gleichungen 
kann  an  die  Stelle  einer  derselben  treten,  wofern  die  Zahlen  tn 
und  n,  mit  »reiche»  die  Gleichungen  multiplizirt  wurden,  von  Null 
verschieden  sind  und  die  Unbekannten  nicht  enthalten. 

Wenn  also  (1)  X  =  0 

(2)  y=o 

dann  niuss  (3)  mXrbnK  =  0  eine  Gleichung  sein,  welche  eine  der 
beiden  Gleichungen  (1)  und  (2)  ersetzen  kann. 

Wir  haben  nur  zu  zeigen,  dass  die  Wurzeln  der  Gleichungen 
(1)  und  (2)  auch  die  Gleichung  (3)  veritiziren  und  dass  umgekehrt 
alle  Werthe  von  .nund  //,  welche  der  Gleichung  (3)  und  einer  der 
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beiden  Gleichungen  (I)  und  (2)  Genüge  leisten,  auch  die  andere 
Gleichung  verifiziren. 

In  der  That  sei  x=a  und  y  =  ß  eine  Auflösung  der  Glei- 
chungen (1)  und  (2),  so  heisst  das:  wenn  man  in  diesen  Gleichun- 
gen x  =  a  und  //  =  ß  setzt,  so  werden  X  und  Y  dadurch  zu  Null. 
Allein  die  Werthe  von  x  und  y ,  welche  X  und  Y  annulliren, 
machen  offenbar  auch  die  Produkte  mX  und  nY  zu  Null  und  da- 
her auch  deren  Summe  oder  Differenz  =  0.  Umgekehrt  behaup- 
ten wir,  dass  wenn  für  x  =  a,  y  =  ß  die  Gleichungen  (3)  und  (2) 
verifizirt  werden,  alsdann  x  =  a  und  y  =  ß  auch  die  Gleichung 
(1)  verifiziren.  Denn  nach  Voraussetzung  wird  für  x=a}  y  =  ß 
mXdbwF=0  und  zudem  7=0;  somit  auch  das  Produkt  nY=Q. 
Allein  aus 

wX±nF=0 
und    nY  =  0 
folgt:  mX  ==?  0. 

Diejenigen  Werthe  von  x  und  y,  welche  den  Gleichungen 
(3)  und  (2)  genügen,  machen  also  das  Produkt  mF=0.  Allein 
nach  Voraussetzung  ist  m  weder  an  sich  gleich  Null,  noch  kann 
es  —  weü  von  x  und  y  unabhängig  —  Null  werden,  wenn  man 
x  und  y  durch  a  und  ß  ersetzt;  somit  muss  der  andere  Faktor 
X  =  0  werden  d.  h.  die  Wurzeln  der  Gleichungen  (3)  und  (2) 
sind  auch  Wurzeln  der  Gleichung  (1).  In  gleicher  Weise  wird 
gezeigt,  dass  Werthe  von  x  und  y,  welche  (3)  und  (1)  genügen, 
auch  Wurzeln  der  Gleichung  (2)  sein  müssten,  woraus  der  Satz 
folgt: 

97.  Jede  Gleichung  ersten  Grades  mit  2  Unbe- 
kannten lasst  sich  auf  dieForm  bringen  ax-{-  by  ==  c, 
worin  a,  b  und  c  beliebige  positive  oder  negative 
Zahlen  vorst  eile n. 

Hat  man  z.  13.  die  Gleichung 

so  bekommt  man  zunächst 

3x2  8 

Tx+Y~  Ty~y:==  T~ 

oder  fx— (2) 

eine  Gleichung  von  der  behaupteten  Form  und  in  welcher 
a  =  J,  b  =  — \  und  c  =  |. 
Wollte  man  für  die  Coeffizienten  a,  b  und  c  nur  ganze  Zah- 
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Li-« 

,v  = 

U  =  f? 

II 

X'  = 

U.  S.  f. 

25 


len  haben,  >«•  dürfte  man  nur  beide  .Seiton  der  Qlriwfotflg  (2)  mit 
dem  kleinsten  gemeinschaftlichen  Vielfachen  der  Nenner  d.  h.  mit 
2u  multipliciren,  so  bekäme  man  aus  (2)  die  Gleichung 
25a;— 28»/  =  12, 

also  wieder  eine  ( rlok-hung  von  der  Form  ax-\-by  =  c,  in  welcher 
a  =  25,  b  =  —28  und  c  —  12. 

98.  Eine  Gleichuug  mit  2  Unbekannten  ist  im- 
mer unbestimmt  d.  h  es  gibt  nicht  nur  ein,  sondern 
unendlich  viele  W  orthonpanre  für  .r  und  y,  welche 
der  Gleichung  Geniige  leisten. 

Nehmen  wir  z.  B.  die  obige  Gleichung 
25x— 28//  =  12 

so  können  wir  hier  einer  der  beiden  "Unbekannten  ganz  beliebige 
Werthe  geben  und  jedesmal  den  zugehörigen  Werth  von  y  aus; 
rechnen.  Wenn  wir  z.  B.  dem  y  der  Reihe  die  Werthe  0.  1.  2. 
3,  4  etc.  geben,  so  erhalten  wir  für  x  successive  die  Werthe  J^, 
h  &f  >  ?fl  kY  u,?,  f-i  so  ^ass  die  Gleichung  durch  jedes  der  fol- 
genden Werthenpaare  verifizirt  würde: 

y  =  0   I  y : 
mit  #  =  i|  j  x 

Statt  dessen  könnten  wir  anch  die  Gleichung  nach  einer  der 
beiden  Unbekannten  auflösen  d.  h.  eine  derselben  durch  die  andere 
(in  Funktion  der  andern)  ausdrücken.  Wir  bekämen  so 

12-J-28// 
X=  —25" 

W  <  nn  wir  nun  in  diesem  Ausdruck  für  #j  der  sichtbar  ab- 
hängig ist  von  //,  dem  y  successive  ganz  beliebige  Wierthe  geben, 
so  bekommen  wir  jedesmal  einen  entsprechenden  Werth  für  j;,  und 
da  wir  in  der  Wahl  der  Werthe  von  y  ganz  unbeschränkt  sind,  so 
gibt  es  unendlich  viele  Werthenpaare  für  x  und  //,  die  der  Glei- 
chung Genüge  leisten.     Die  Aufgabe  ist  demnach  unbestimmt. 

Ganz  nnders  gestaltet  sich  die  Sache,  wenn  noch  eine  zweite, 
von  der  ersten  verschiedene  Gleichung  gegeben  ist  d.h.  wenn 
die  beiden  Unbekannten  nicht  bloss  der  einen,  in  der  lsten 
Gleichung  ausgesprochenen  Bedingung  genügen ,  sondern  auch 
noch  die  Forderungen  einer  2ten  Gleichung  erfüllen  sollen.  Wir 
werden  später  sehen,  dass.  sobald  die  beiden  Gleichungen  wirklich 
verschiedene  Bedingungen  ausdrücken,  es  nur  noch  ein  Werthen- 
paar  für  x  und  y  gibt,  welches  gleichzeitig  beide  Gleichungen 
verifizirt,  dass  die  Aufgabe  also  völlig  bestimmt  jist.  In  analoger 
Weise  ergibt  sich,  dass  für  3  Unbekannte  3,  für  4  Unbekannte  4> 
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allgemein  für  in  Unbekannte  auch  ///  verschiedene  Gleicliungen 
erforderlich  sind,  wenn  die  Aufgabe  bestimmt  sein  soll.  d.  1».  wenn 
ein  solches  System  von  m  Gleichungen  nur  durch  ('ine  einzige 
\Y<rthengrup]>e  veritizirt  werden  soll. 

Auflösung  von  2  Gleichungen  mit   2  Unbekannten. 

91).  Ks  seien  a.r  +  by  =  c  (1) 
a's-hb'y^  e  (2) 
die  beiden  Gleichungen,  in  welchen  a',  b'  und  c'  in  Gleichung  (2) 
ganz  Aehnliches  bedeuten,  wie  a,  b  und  r  in  Gleichung  (1).  Wir 
können  zur  Bestimmung  der  Unbekannten  verschiedene  Wege  ein- 
schlagen, die  alle  dahin  zielen,  aus  den  2  Gleichungen  mit  2  Un- 
bekannten eine  Gleichung  mit  nur  einer  Unbekannten  abzuleiten 
und  so  die  Aufgabe  auf  die  Lösung  einer  Gleichung  ersten  Grades 
mit  einer  Unbekannten  zurückzuführen. 

Erste  Methode:  Substitutionsmethode. 

Aus  der  lsten  Gleichung  folgt  :  r  =s-  — . 

a 

Nun  soll  der  Werth  von  x  auch  zugleich  n<»ch  den  Bedin- 
gungen der  2ten  Gleichung  genügen,  d.  h.  so  beschaffen  sein,  dass 
das  a'  fache  desselben  -\-b'y  =  c'.    Wir  drücken  diess  aus,  indem 
c —  by 

wir  den  Werth   -  in  die  2  te  Gleichung  an  die  Stelle  von  x 

a 

setzen,  wodurch  wir  erhalten: 

(3)  a'(C^±)+h'y  =  C. 

Das  ist  nun  eine  Gleichung,  die  nur  noch  y  enthält,  aus 
welcher  daher  diese  Unbekannte  gefunden  werden  kann.  Wenn 
wir  sie  auflösen,  so  erhalten  wir: 

a!  (c — by)  4-  a b 4y =ac' 
a'c — a'by  -\-ab'y—ac' 

{ab1 — a'b)y=^ac' — a'c 
ac' — a'c 
V    W    a'b  ' 

Da  die  Gleichung  (3)  durch  Substitution  des  aus  Gleichung 
(1)  gezogenen  Werthes  von  x  in  Gleichung  (2)  erhalten  wurde,  so 
muss  der  daraus  gezogene  Werth  von  y  den  Bedingungen  der  bei- 
den Gleichungen  (1)  und  (2)  genügen,  d.h.  sie  beide  verifiziren. 
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lziren 


Den  Werth  von  x  erhalten  wir  nun  entweder,  indem  wir 
den  für  y  gefundenen  Werth  in  eine  der  beiden  Gleichungen 
(1  und  2)  setzen,  wodurch  sich  dieselbe  sofort  in  eine  Gleichung 
mit  nur  einer  Unbekannten  verwandelt; —  oder  indem  wir  zuerst 
aus  der  1  sten  Gleichung  das  y  in  Funktion  von  x  berechnen,  den 
so  erhaltenen  Werth  in  die  2te  Gleichung  setzen  und  daraus  x 
bestimmen.  Durch  Anwendung  des  lsten  Verfahrens  erhalten  wir: 

  |  =  c,  woraus,  indem  wir  mit  ab' — a'b  multipl 

ab' — a'b! 

und  dann  die  Rechnungen  ausführen: 

a{ab' — a4b)x-\-b(ac4 — a'c)=c(ab'—a4b) 
a{ab' — a4  b)x-\-abc4—  a'bc—ab'c— a'bc 
oder  a(ab' — a'b)x=ab'c  -  abc',  oder,  durch  a  dividirt: 

(ab' — a4b)x=b4c—bc4  und  x=^- — 

ab4 — ab 

Durch  Anwendung  des  2ten  Verfahrens  aber :  Aus  Gleichung 
(1):  y-=»C  flflg,  und  indem  wir  diesen  Werth  in  die  2te  Glei- 
chung setzen: 

a'bx-\-b4c—ab4x=bc4 

{a'b — ab'  )x=cbc' — b4c 

bc'—b4c  cb4—bc4 


a4b — ab'  ab' — ab' 
Diese  Methode,  nach  der  wir  also  aus  der  einen  Gleichung 
die  eine  Unbekannte  x  in  Funktion  der  andern  Unbekannten  y 
beredten,  dann  den  dafür  gefundenen  Werth  in  die  2  te  Glei- 
chung setzen  und  so  die  2te  Unbekannte  \j  bestimmen,  heisst 
gewöhnlich :  Substitutionsmetliode. 

100.    Comparationsmethode.      Es   seien    wieder  die 
Gleichungen  (1)  ax+by  =  c  und 

(2)  a'x+b'!/  =  c' 

gegeben,  so  lösen  wir  die  lste  Gleichung  auf  x  und  die  2te  eben- 
falls nach  x  auf.    Nach  der  lsten  Gleichung  muss: 

a 

nach  der  zweiten  Gleichung  muss  aber  auch 

,r_c'-6X 

a' 
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Da  nun  das  x  in  den  beiden  Gleichungen  den  nämlichen  Werth 

i  .         Ii  ,o\  c — bu      c' — h't/ 

haben  soll,  so  muss         (o)   =   j— --, 

7     a  a 

und  das  ist  jetzt  eine  Gleichung,  welche  nur  noch  die  Unbekannte 
y  enthält.    Lösen  wir  sie  auf,  so  kommt: 

-by)=a(& —  b'y)  oder 
a'c — a'by=ac'  aVy 
(ab' — u'b)y  =  ac'  a'c 

ac'—a'c       .  «... 

y^w=2b»  ™ fruher- 

Der  Werth  von  a?  .köunte  entweder  auf  die  nämliche  Weise 
oder  dann  auch  dadurch  gefunden  werden,  dass  wir  den  für  y 
gefundenen  Werth  in  eine  der  gegebenen  Gleichungen  setzen,  die 
dadurch  zu  einer  Gleichung  mit  nur  einer  Unbekannten  wird. 

Dieses  unter  dem  Namen  Comparationsme thode  be- 
kannte Verfahren  besteht  also  darin,  jede  der  beiden  Gleichungen 
auf  die  nämliche  Unbekannte  aufzulösen  und  dann  die  so  erhal- 
tenen Wertlie  derselben  einander  gleich  zu  setzen. 

101.    Eliminationsmethode.    Ks  seien  wieder  die  bei- 
den Gleichungen  (1)  ax-+-by=c  und 
(2)  a'x+b'y=c 

gegeben,  so  wissen  wir  aus  No.  96,  dass  jede  Combination  derselben 
eine  von  ihnen  vertreten  kann,  d.  h.  für  x  und  //  ganz  die  näm- 
lichen Werthe  liefert,  wie  die  beiden  Gleichungen  (1)  und  (2). 
Gesetzt  nun,  der  (Koeffizient  von  y  wäre  in  beiden  Gleichungen 
der  nämliche,  also  6  =  6'.  so  würde  man  durch  blosse  Subtraktion 
der  beiden  Gleichungen  eine  neue  Gleichung  mit  der  Unbekannten 
X  allein  erhalten,  und  da  diese  eine  der  ursprünglichen  Gleichungen 
ersetzen  kann,  so  könnten  wir  daraus  den  Werth  von  x  finden. 
Wäre  dagegen  der  Coeffizient  von  x  in  beiden  Gleichungen  der 
nämliche,  also  <t  =  u' ,  so  würde  man  durch  Subtraktion  sofort  eine 
Gleichung  mit  der  Unbekannten  y  allein  erhalten,  aus  welcher 
also  y  gefunden  werden  könnte.  Nun  haben  die  beiden  Gleichun- 
gen allerdings  weder  den  Coeffizienten  von  x ,  noch  den  von  y 
gleich-,  allein  wir  können  sie  leicht  so  transformiren ,  dass  eine  der 
beiden  Unbekannten  in  beiden  Gleichungen  den  nämlichen  Coeffi- 
zienten erhält.  Wir  dürften  z.  B.  nur  die  lste  Gleichung  mit  dem 
Coeffizienten  b'  von  y  in  den  2ten.  die  2te  aber  mit  dem  Coeffi- 
zienten b  von  y  aus  der  lsten  multipliziren.  wodurch  wir  erhalten: 


ab'x-hbb'y=b'c 
a'bx-\-bb'y=bct. 
Indem  wir  liier  die  2te  von  der  lsten  subtrahiren,  bekommen 
wir :  (ab' — a'b)x=b'c — bc\ 

b'c—bc' 

woraus :  x  =— -  77- . 

ab — a  b 

Ebenso  könnten  wir  das  y  berechnen,  indem  wir  behufs  der 
Elimination  von  r  die  lste  Gleichung  mit  a!  und  die  2te  mit  a 
multipliziren  und  dann  das  letzte  Resultat  vom  1  sten  subtrahiren. 
Wir  erhalten  so :         a'ax-\-a'by=a'c  und 

a'ax-\-ab'y=ac', 
woraus  durch  »Subtraktion  sich  ergibt: 

(a'b — ab')y=a'c — ac'  und 

a'c — ac'      ac' — a'c 
"  r  '  a'b— ab'   ■  ab'— a  b 
Dieses  Verfahren  heisst  Eliminationsmethode  und  be- 
steht darin,   dass  wir  die  lste  Gleichung  mit  dem  Ooeltizienten 
einer  Unbekannten  in  der  2ten  Gleichung,  die  2te  aber  mit  dem 
Coeffizienten  der  nämlichen  Unbekannten  aus  der  lsten  Gleichung 
multipliziren  und  dann  die  so  transrormirten  Gleichungen  von  ein 
ander  subtrahiren  oder  zu  einander  addiren .  je  nachdem  die  Glie- 
der  mit  der  wegzuschaffenden  Unbekannten  gleiche  oder  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  haben. 

102.  Methode  von  Bezout.  Wir  können  die  lste 
Gleichung  mit  einer  noch  unbestimmt  gelassenen  Grösse  p  multi- 
pliziren und  das  Resultat  dann  mit  der  2  ten  Gleichung  durch 
Addition  oder  Subtraktion  verbinden. 

Ans  den  Gleichungen  (1)  ax+by  =  c  und 
(2)  a'x-\-b'y=v' 

erhalten  wir  so  C\)  (ajj  |  V  )s  \-  (bp-hb')y  =  cp  +  c' ,  welche  Glei- 
chung an  die  Stolle  einer  der  beiden  Gleichungen  (1)  und  (2) 
treten  kann,  liier  sind  aber  die  Coeffizienten  von  .r  und  ?/  Funk- 
tionen der  noch  unbestimmt  gelassenen  (1  rosse  p,  der  wir  ganz 
beliebige  Werthe  geben  können,  die  wir  also  auch  so  wählen  kön- 
nen, dass  der  Coeffizient  einer  der  beiden  Unbekannten  zu  Null 
wird,  wodurch  diese  Unbekannte  aus  der  Gleichung  verschwindet. 
Wollten  wir  also  z.B.  das  y  eliminiren,  so  dürfte  nur  der  Coeffi- 
zient von  x,  nämlich  bp+b'=0  oder  p=  —  —  gesetzt  werden,  wo- 

b 

durch  man  erhielte  : 
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ya  .  - — r  -f-  a  KD  =  c,.  j — Hc,  oder, mit  6 jaultiglizirt, 

(—  ab'-\-a'b)x  =  —  b'c-t-bc',  woraus 
6c' — 6'c       b'c — bc' 
a'b — ab'      ab' — a'b 
Wollte  man  aber  das  y  berechnen,  so  dürfte  man  nur  ap+a' 
 £j 

=  < >    oder  p  =  setzen ,  wodurch  der  Coeftizient  von  x  =  0 

a 

würde  und  die  Gleichung  überginge  in  : 

\b .  — ~  -f-  b'^y  =  c.  — —  4-c',  oder,  mit  a  multiplizirt, 

(  —  a'b  +  ab')y  =  —  aV-f-  ac' .  woraus 
de' — a'c 

Dieses  zuerst  von  Bezout  angewandte  Verfalireu  wird  auch 
die  Methode  der  unbestimmten  Coett'izienten  genannt. 

103.  Wenn  wir  diese  4  Auflösungsmethoden  zusammen- 
halten, so  sehen  wir  sogleich,  dass  sie  alle  darauf  hinzielen,  eine 
der  beiden  Unbekannten  wegzuschaffen  oder  zu  eliminiren ,  dass 
sie  somit  sammtlich  Eliminationsmethoden  sind.  Allein  während 
in  dem  1  sten  Verfahren  die  Elimination  durch  Substitution,  im 
2ten  durch  Comparation  ausgeführt  wird,  geschieht  sie  beim  3 teil 
Verfahren  durch  Addition  oder  Subtraktion  der  beiden  gegebenen 
oder  ihrer  durch  Multiplikation  transformirten  Gleichungen,  und 
beim  4ten  wieder  durch  Addition  oder  Subtraktion  unter  Benutzung 
eines  unbestimmten  Coeftizienteu.  In  allen  Fällen  sucht  man  aus 
den  beiden  gegebenen  Gleichungen  eine  neue  abzuleiten,  die  nur 
noch  eine  Unbekannte  enthält  und  so  das  ursprüngliche 
System  durch  ein  neues  zu  ersetzen,  das  eine  der 
beiden  ursprünglichen  und  die  aus  beiden  abgeleitete 
neue  Gleichung  mit  nur  einer  Unbekannten  enthält. 

104-.    Wir  haben  aus  den  beiden  Gleichungen  ax  -f-  by  =  c 

und  a'x-\-  b'y  =  c'  die  Werthe  gezogen 

b'c — bc/       ,  ac' — a'c 

ab' — a'b         a        ab'— ab 

oder ,  indem  wir  die  mit  Accents  versehenen  Buchstaben  zuletzt 

cb'—bc'       7  ae'  —  ca' 

setzen  :         x  =  — - — —  und  y  =  — — — . 

ab'—ba'         J       ab'-  ba' 

Diese  beiden   Werthe  von  x  und  y  haben  also  denselben 

Nenner  ab' — ba',  den  man  bekommen  kann,  wenn  man  die  Buch- 


I 
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Stäben  a  und  b  permutirt ,  dem  letzten  Buchstaben  dann  einen 
Accent  gibt  und  zwischen  die  beiden  Kesultate  das  Zeichen  — 
setzt.  Aus  dem  Nenner  von  x  erhalten  wir  aber  den  Zähler 
cb'  -  be\  indem  wir  statt  der  Coefnzienten  a  und  a4  der  zu  be- 
stimmenden Unbekannten  die  ganz  bekannten  Glieder  c  und  c 
setzen,  und  ebenso  wird  der  Zähler  von  y,  nämlich  ac' — ca,  aus 
dem  Nenner  ab'  —  ha'  abgeleitet ,  indem  man  den  Buchstaben 
welcher  als  Coeffizient  der  zu  suchenden  Unbekannten  erscheint, 
durch  den  Buchstaben  c  ersetzt,  der  das  ganz  bekannte  Glied 
vorstellt. 

Ein  Polynom  heisst  symmetrisch  in  Bezug  auf  2  oder 
mehrere  Buchstaben,  wenn  •  man  diese  Buchstaben  mit  einander 
vertauschen  kann,  ohne  den  Werth  desselben  zu  verändern. 

So  ist  a2-\-2ab-t-b"  symmetrisch  in  Bezug  auf  a  und  6; 
denn  durch  Vertauschung  dieser  Buchstaben  verwandelt  sich  das- 
selbe in  b-  -f-  2ba  H-a-,  was  mit  dem  ersten  ganz  identisch  ist. 
Ebenso  ist  ax  -f-  by  symmetrisch  in  Bezug  auf  a  und  6,  x  und  y, 
d.  h.  es  ändert  nicht,  wenn  wir  die  a  in  b  und  die  x  in  y  und 
umgekehrt  verwandeln;  denn  man  erhält  dann  statt  desselben 
by  -f-  (ix,  was  offenbar  =  ax  -f-  by. 

Da  nun  die  Gleichuugen  (1)  und  (2)  in  Bezug  auf  a  und  b, 
x  und  y  symmetrisch  gebaut  sind,  so  können  wir  offenbar  auch 
aus  dem  Werth  von  x  den  von  y  ableiten,  indem  wir  einfach  die 

cb'-bc' 
aV—ba' 

und  wenn  wir  hier  a  in  6,  x  in  y  und  umgekehrt  verwandeln,  so 

,  .  ca' — ac4  ac'—^ca' 

erhalten  w,r        y  «  ^—^  =  -^r=^, 

was  wirklich  der  obige  Werth  von  y  war. 

105.  Wenn  wir  zwei  numerische  Gleichungen  3a; — 7#  =  4 
und  2a? -{-by  =22  zu  lösen  haben,  so  können  wir  die  obigen  all- 
gemeinen Formeln  benutzen;  wir  dürfen  nur  a=3,  6  = — 7,  c=4, 
a'  =  2,  b4 =5  und  c'=22  setzen;  dann  erhalten  wir: 

cb'—bc4  _  4.5  —  (—7).  22  _  20+ 154  =  £74 
x  —  ab'—ba'  ~  3.5—  (—7).  2  ~~  15  +  14  ~~  29 

ac'—ca1  3  .  22—4  .  2  66—  8       _58_  jt  * 

y  —  ab'—ba4  ""3.5  —  (—7)  .  2  ~~  15  +  14  29 
Statt  indessen  bei  einer  numerischen  Gleichung  die  Werthe 
von  x  und  y  mittelst  dieser  allgemeinen  Formeln  zu  bestimmen, 
thut  mau  weit  besser ,  die  Gleichungen  direkte  nach  einer  der  be- 


a  in  b  und  umgekehrt  verwandeln.     Wir  hatten  x  =     , .     ,  , 
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schriebenen  Methoden  aufzulösen,  und  wir  wollen  liier  noch  die 
Anwendung  der  4  verschiedenen  Methoden  aut  numerische  Glei- 
chuugeu  zeigen. 

106,  Es  seien        2a?—  5y=17  (1) 

3jr— 11^=22  (2) 
die  beiden  gegebeneu  Gleichungen,  so  hat  man  aus  Gleichung  (1): 

2x=  17  -f  by 

Wenn   wir  diesen  Werth  in  die   2te  Gleichung  setzen,  so 

kommt:  3k(  '   ^      )—  nV  =  22 

3(17  4-53/)  —  2.  1%=  2.22 
51 -|-15#  — 22^  =  44 

—  7y  =  44  —  51  =  —  7 

Setzen  wir  diesen  Werth*  y  =  l  in  eine  der  beiden  Gleichun- 
gen, etwa  in  die  2te,  so  kommt: 

3x— 11.1  =  22 

3a;  =  22  -f- 11  =  33 
x  =      =  1 1 . 

Also  bilden  x  =  1 1  und  y  =  1  die  Auflösung  dieser  beiden 
Gleichungen. 

\  on  der  Richtigkeit  dieser  Lösung  können  wir  uns  übrigens 
überzeugen,  wenn  wir  die  gefundenen  Werthe  in  die  Gleichungen 
einfuhren;  es  gehen  dieselbeu  dann  über  in: 

2.11—  5.1  =  17{  _  22-  5  =  17|  .  17  =  17 
3  .  11  _  u  .  ,  =  22t  °,ler  33  -  11  =  22(  °(ler  22  =  22. 

107.  Wollten  wir  dieselbe  Aufgabe  nach  der  Comparations 
Methode  lösen,  so  hätten  wir: 

(1)  2x—  5?/ =  17 

(2)  3<r— ll*/  =  22. 

Aus  Gleichung  (1)  folgt  nun :  x  =  ■-— — 

Aus  Gleichung  (2)  :  x  = 

und  da  diese  beiden  Werthe  von  x  einander  gleich  sein  müssen, 
so  hat  man  : 
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17-f-5y      22 -+-11«/  , 
 5 — -  ==   5 — -  oder 

3(17+*»)  =  2(224-11^/) 
51+15*/  =  44+22// 

—  7y  ==  —7 
ly  =  7 

//  =  |  =  1. 

108.  Hätten  wir  ferner  die  Gleichungen 

(1)  12a;  — 5i/  =  33 

(2)  7x  — 3i/=19, 

so  würden  wir,  um  nach  der  3ten  Methode  zuerst  x  zu  berechnen, 
das  y  elirniniren  und  zu  diesem  Ende  hin  die  lste  Gleichung  mit 
3,  die  2te  mit  5  multipliziren.    Wir  bekämen  s..  die  Gleichungen: 
'M\.r  —  lby  —  99  und 
35x —  Iby  =  95. 
Indem  wir  dann  liier  die  letzte  von  der  erstem  abziehen, 
finden  wir  unmittelbar  .r=4. 

Um  aber  y  zu  linden,  müssten  wir  entweder  x  elirniniren 
und  dann  zu  diesem  Zwecke  die  erste  Gleichung  mit  7,  die  2te 
mit  12  multipliziren  und  dann  die  beiden  Resultate  von  einander 
subtrahiren,  oder  wir  könnten  den  für  j:  gefundenen  Werth  in 
eine  der  beiden  Gleichungen  (1)  und  (2)  setzen.  Wenn  wir  die- 
sen  WYrth  in  die  2te  Gleichung  brächten,  so  bekämen  wir: 
7.4  —  Sy  =  19 
28  —  3*/  =  19 

-  3y  =  19  —  28  =  -  9 
Ihj  =  9 

y  =  i  =  t 

109.  Hätten  wir  endlich  die  Gleichungen 

(1)  3s  —  -iy  =  10 

(2)  2x  +  by  =  22 

aufzulösen,  so  könnten  wir  die  lste  mit  einem  noch  unbestimmten 
Coeffizienten  p  multipliziren  und  zum  Resultat  die  2te  addiren, 
dann  bekämen  wir 

(3)    (3p+2)x+(— 4p-h5)y=10p-r-22. 
Um  nun  hieraus  x  zu  berechnen,  setzen  wir 

—  4p  -f-  5  =  0  oder 
4p  =  5 

dann  verwandelt  sich  die  Gleichung  (3j  in: 
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(3  .|-f-2>=10.{-f-22,  oder 
(15+8)a?  ==50+88 

2  3a; =138,  woraus 

Wollte  man  hingegen  y  berechnen,  so  würde  man  p  so  wäh- 
len, dass  der  Coeffizient  a?=0,  d.  h.  dass 
3/H-2=0,  oder: 

wäre.    Dann  ginge  die  Gleichung  (3)  über  in: 
(-4.-§+5)ya=10.—  f+22 
(8+15)y=— 20+06 
23#=-f-46 

Also  ist  #  =  6  uud  #=2  die  Lösung  dieser  2  Gleichungen. 

Auflösung  dreier  und  mehrerer  allgemeinen 
Gleichungen  des  lsten  Grades  mit  eben  so  vielen 
Unbekannten. 

110.  Um  3  Gleichungen  des  lsten  Grades  mit  3  Unbe- 
kannten aufzulösen ,  können  wir  eine  der  4  Methoden  anwenden 
und  so  zwischen  der  lsten  und  2ten,  und  ebenso  zwischen  der 
lsten  und  3ten  die  nämliche  Unbekannte  wegschaffen,  wodurch 
wir  auf  2  Gleichungen  mit  nur  2  Unbekannten  kommen,  aus 
welchen  wieder  eine  der  Unbekannten  eliminirt  werden  kann.  Es 
seien  z.  B.  die  Gleichungen  gegeben : 

ax  -\-by  +cz  =d 
a'x  +b'y  4-c's=f/' 

so  könnte  man  zwischen  der  lsten  und  2ten',  ebenso  zwischen  der 
lsten  und  3ten  die  Unbekannte  z  climiniren,  wodurch  man  2 
Gleichungen  mit  den  Unbekannten  x  und  y  erhielte.  Indem  man 
dann  zwischen  diesen  beiden  noch  y  eliminirte,  käme  man  auf 
eine  Gleichung,  die  bloss  noch  x  enthielte  und  aus  welcher  daher 
x  gefunden  werden  könnte.  Wenn  wir  alsdann  den  Werth  für 
X  in  eine  der  beiden  Gleichungen  des  unmittelbar  vorhergehenden 
Systems  (2  Gleichungen  mit  2  Unbekannten)  setzten,  würden  wir 
die  2te  Unbekannte  y  finden,  und  indem  wir  die  Werthe  für  x 
und  y  in  eine  der  ursprünglichen  Gleichungen  setzen,  erhalten  wir 
auch  die  3te  Unbekannte  z. 

Orelli,  Algebra.  2te  Auflage  9 
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Statt  dessen  können  wir  nun  auch  mittelst  der  Methode  der 
unbestimmten  Coefnzienten  eine  neue  Gleichung  ableiten,  aus  der 
man  jede  der  3  Unbekannten  bestimmen  kann.  Wenn  wir  näm- 
lich die  lste  Gleichung  mit  dem  noch  unbestimmten  Coefnzienten 
m  ,  die  2te  mit  n  multipliziren ,  erhalten  wir  statt  der  3  ersten 
Gleichungen  die  3  folgenden: 

(1)  max+-mby-t-mcz=md 

(2)  na'x-\-nb'y-{-nciz=  nd' 

(3)  a"x-hh"y+c"z=d" 

und  wenn  wir  hier  (1)  und  (2)  addiren  und  von  der  Summe  die 
3te  subtrahiren,  so  erhalten  wir: 

(4)  (ma+na'— a")x+(mb+nb'— b")y-\-(mc+nc' — c")z= 
md+nd'—d". 

Iiier  sind  nun  die  Coefnzienten  der  3  Unbekannten  sämmt- 
lich  Funktionen  der  beiden  unbestimmt  gelassenen  Grössen  tn  und 
n,  über  die  wir  nach  Beheben  verfügen  können.  Wenn  wir  daher 
diese  unbestimmten  Coeffizienten  so  wählen,  dass  gleichzeitig  die 
Coefnzienten  zweier  Unbekannten  zu  Null  werden,  so  erhalten  wir 
dann  eine  Gleichung,  welche  nur  noch  die  3te  Unbekannte  ent- 
hält. Wollen  wir  also  hieraus  x  berechnen,  so  müssen  m  und  n 
so  gewählt  werden,  dass 

1)  mb+nb'— 6"=0  und 

2)  mc-hnc'—  c"=0  oder 
(1)  mb+nb'=b" 

und  (2)  nic+-nc'=c"  wird. 

Das  sind  aber  2  Gleichungen  mit  den  beiden  Unbekannten 
m  und  n.    Um  sie  aufzulösen,  haben  wir: 

Aus  (1)  folgt:  m  =  ^  ~Ub  ;  und  diess  in  (2)  gesetzt,  gibt: 

{b"—nb,)c+bc'n=bc" 
b"c— cb'n+bc'n=bc" 

(bc'—cb')n=bc"~cb" 
_bc"—cb" 
n~  hc'—cb' 

,    n  C'b"—b'C" 

hbenso  findet,  man  m  =— :  ; — . 

PC  -  cb 

Da  nun,  wenn  mb-\-nb' — V*  =  0  und  mc-\-nc'  -c"=0,  aus 
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Gleichung  (4)  folgt:  a?=  W(^j~W'-^ — %.  so  darf  man  nur  in  diesen 
ma+ttß1 — a" 

Werth  von  x  die  oben  für  m  und  n  gefundenen  Werthe  setzen, 
wodurch  man  erhalt: 


(c'b"-b'c"\    ■  lbc"-cb"\  .  , 

oder,  Zähler  und  Nenner  mit  bc- — cb'  multiplizirt, 

r  b,cn)d+{bc,,—cbn)d,-{bc'— cb')d" 

(c'6"— 6  v>+(6c''— cb")a'—{bc'- cb')a" ' 

Wollten  wir  y  bestimmen,  so  wären  die  Ooeffizienten  m  und 

n  Bq  zu  wühlen,  dass 

ma-\-nu' — a"=0  und 

mc-t-nc' — c"  =  0,  oder  dass 

cV'-aV      .  ac"—ca" 

m  as   und  n  =  — 3  

ac—ca'  ac1 — ca 

woraus  man  dann  tür  y  fände: 

,  =  {ctau—a,cti)d+{ac,i-ca,,)d,~(acl—ca,)d,i 

V      (c'a"~a'c")b+(ac"-  ca")b'--(ac'— ca')b" 

Wenn  man  endlich  m  und  n  so  wählen  würde,  dass 

ma-hna' — a"=0  und 

mb-\-nb' — 6"=0,  oder  dass 

b'a"-a'b"      »  ab"— ha" 

m  =  — — -  und  n  =  —  — , 

ab'  -ba'  ab'-ba' 

so  fände  man  für  z: 

_  (bta"—a'b")<l+(ab"-ba")d'~  (ab'—ba')d" 
Z     ( b'a''--a'b'')c+(ab"—bau)c'  -  ( ab'—ba'y"  * 
Wenn  wir  hier  die  angedeuteten  Multiplikationen  ausführen 
und  hiebei  zuerst  die  Produkte  mit  «,  dann  die  mit  a\  endlich 
die  mit  a"  setzen  und  in  den  Werthen  für  x  und  %  Zähler  und 
Nenner  —  1  multipliziren,  so  erhalten  wir : 

x  —  (lh'c"-(ic,h"+cd'h"-  l>d'c"+bc'd"— c.b'd" 


3)  z  = 


—ac'b"-\-ca'h" 

-ba'c"+bc'a"— 

cb'a" 

ad'c" 

rmatfd'.'+eaH'fr 

-da'c"+dc'a"~ 

cd.'a" 

ub'c" 

~  ac'&"-Ha'6"- 

-  ba'c"+bc,au- 

-cb'a" 

ab'd" 

—  ad'b"-\-<la'b" 

-  ba'd"+bd'a" 

—db'a" 

ab'c" 

—ac'b"-\-ca'h"- 

-ba'c"-hbc'at' - 

-cb'a" 

9  * 
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111.  Diese  Werthe  von  x%  u  und  z  haben  einmal  denselben 
Nenner:  ab'c' ac'b"+ca'b" — ba'c"+bc'ali—  cb  V  ,  den  man  auf 
folgende  Weise  bilden  könnte: 

Man  nimmt  die  beiden  Versetzungen  ab  und  ba  der  Coeffi- 
zienten  von  x  und  y  und  bringt  bei  jeder  derselben  den  Coeffi- 
zieuten  c  der  3teu  Unbekannten  successive  an  die  3te,  2te  und 
Iste  Stelle,  wodurch  man  aus  ab  die  3  Verbindungen:  abc,  acb 
und  cab  und  aus  ba  die  3  Verbindungen:  bac,  bca  und  cba  erhält. 
Nun  gibt  man  diesen  6  Verbindungen  abwechselnd  die  Vorzeichen 
-f-  und  i — ,  dann  hat  man 

abc—Qcb-\-cab — bac+bca — cba\ 
und  indem  man  endlich  in  jeder  dieser  6  Verbindungen  dem  2ten 
Buchstabeu  einen,  dem  3ten  zwei  Accents  gibt,  erhält  man  den 
Nenner  ab'c'1— ac'b"+ca,b"— ba'c"+bc'a"— cb'a" 
für  alle  3  Werthe.  Um  aber  aus  diesem  Nenner  die  zugehörigen 
Zähler  abzuleiten,  darf  man  nur  den  Coefnzienten  der  zu  suchen- 
den Unbekannten  durch  das  ganz  bekannte  Glied  ersetzen,  ohne 
an  den  Accents  etwas  zu  ändern.  So,  um  den  Zähler  von  x  zu 
erhalten,  darf  man  nur  die  a,  a'  und  a"  im  Nenner  in  (L  d'  und 
d"  umwandeln;  um  den  Zähler  von  y  zu  erhalten,  die  6,  b4  und 
b",  und  um  den  Zähler  von  z  zu  erhalten,  die  c,  C  und  c"  durch 
rf,  d'  und  d"  ersetzen. 

112.  Hat  man  allgemein  m  Gleichungen  mit  m  unbekannten 
Grössen  aufzulösen ,  so  eliminirt  man  etwa  die  letzte  dieser  Unbe- 
kannten zwischen  der  1  sten  und  jeder  der  m  —  1  übrigen  Glei- 
chungen ,  wodurch  man  m— 1  neue  Gleichungen  mit  bloss  m  —  1 
Unbekannten  erhält,  indem  ja  die  letzte  Unbekannte  in  keiner 
dieser  Gleichungen  mehr  vorkommt.  Alsdann  eliminirt  man  zwi- 
schen der  lsten  dieser  neu  erhaltenen  und  jeder  der  m —  2  übri- 
gen Gleichungen  eine  2te  Unbekannte,  so  erhält  man  ein  neues 
System  von  m— 2  Gleichungen  mit  m— 2  Unbekannten.  Die  erste 
dieser  m  —  2  Gleichungen  verbindet  man  auf  gleiche  Weise  mit 
jeder  der  m  —  3  übrigen  Gleichungen ,  dann  bekommt  man  ein 
neues  System  von  m  —  3  Gleichungen  mit  m  —  3  Unbekannten ; 
und  indem  man  dieses  Verfahren  fortsetzt,  kommt  man  endlich  zu 
2  Gleichungen  mit  zwei  uud  von  diesen  zu  einer  Gleichung  mit 
nur  einer  Unbekannten.  Aus  der  letzten  Gleichung  kann  der  Werth 
dieser  Unbekannten  gefunden  werden,  und  wenn  man  dann  den- 
selben in  eine  der  2  Gleichungen  des  unmittelbar  vorhergehenden 
Systems  (2  Gleichungen  mit  2  Unbekannten)  setzt,  erhält  man  den 
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System  II. 


Werth  der  2ten  Unbekannten.  Indem  man  dann  diese  beiden  gefnn- 
denen  Werthc  in  eine  der  Gleichungen  des  vorangehenden  Systems 
(3  Gleichungen  mit  3  Unbekannten)  setzt,  findet  man  die  3te  Un- 
bekannte, und  kann  so  rückwärts  gehend  die  Werthe  sämmtlicher 
in  Unbekannten  ausmitteln. 

Beispiele 
113.    Es  seien  die  Gleichungen  gegeben: 

(1)  5a?— 2y+3s  =  35 

(2)  8x+7y— 5s  =67*  System  I. 

(3)  9a?—  3</4-2z=  581 

so  können  wir  durch  irgend  eine  der  genannten  Methoden  die  'Me 
Unbekannte  z  zwischen  der  lsten  und  jeder  der  beiden  andern 
Gleichungen  eliminiren.  Wenn  wir  z.  B.  die  Eliminationsmethode 
anwenden,  so  erhalten  wir  die  2  Gleichungen: 

(4)  49a?4-llj/  =  376 

(5)  17a?—  5t/ =  104 
welche  nach  Nro.  96  ganz  die  nämlichen  Werthe  von  a?  und  y 
zulassen,  wie  die  ursprünglichen  Gleichungen;  und  wenn  wir  auf 
gleiche  Weise  das  y  eliminiren,  so  erhalten  wir  als  3tes  System 
die  Gleichung: 

(6)  432a?  =  3024    System  III. 
woraus    a?  =  3^==  7. 

So  können  wir  also  statt  des  ursprünglichen  Systems  dreier 
Gleichungen  mit  3  Unbekannten  nehmen  : 

1)  Eine  der  3  Gleichungen  des  lsten  Systems. 

2)  Eine  Gleichung  des  2ten  Systems  mit  den  beiden  Unbekann- 
ten a?  und  y. 

3)  Die  Gleichung  (6)  mit  der  einzigen  Unbekannten  a?. 

Aus  Gleichung  (6)  folgt  a?=7.  Wenn  wir  nun  diesen  Werth 
in  eine  der  Gleichungen  des  2ten  Systems  setzen,  so  finden  wir 
jy=3 ;  und  setzen  wir  endlich  die  Werthe  a;=7  und  ?/=3  in  eine 
der  Gleichungen  des  Systems  (I),  so  finden  wir  die  3te  Unbe- 
kannte 2=2. 

Verifikation.  Wollten  wir  uns  noch  speziell  von  der 
Richtigkeit  der  Lösung  überzeugen,  so  dürften  wir  nur  die  gefun- 
denen Werthe  an  die  Stelle  von  a?,  y  und  z  in  die  ursprünglichen 
Gleichungen  setzen.    Wir  würden  so  erhalten : 

1)  5.  7—2.3+3  .2^=35, 

2)  8.  7-»- 7.  3—5.  2--G7, 

3)  9.7—3.3+2.2  =  58,  oder 
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1)  35—  64-  6  =  35  oder  35  =  35 

2)  56-}-  21 — 10=67  oder  67=67 

3)  (53_  9+  4^58  oder  58=58. 
114.    Hatten  wir  die  4  Gleichungen : 

(1)  x+    H-    z+  m=  1 

(2)  16x4-  &y-h  4s4-2w=  9 

(3)  81  a4-27;/-f-  9s-|-3u=  36 

(4)  256^4-64^4-1  6s-|-4m= 100, 

so  haben  sammtliche  Glieder  der  3ten  Gleichung  den  Faktor  3, 
säinmtliche  Glieder  der  4ten  Gleichung  aber  den  Faktor  4  gemein- 
schaftlich, und  indem  wir  daher  die  3te  Gleichung  durch  3,  die 
4te  durch  4  dividiren,  erhalten  wir  die  einfachem  Gleichungen: 


Wir  eliminiren  nun  die4te  Unbekannte  «zwischen  der  1>ten 
Gleichung  und  jeder  der  übrigen,  so  erhalten  wir  die  3  Gleichungen: 


Indem  wir  hier  zwischen  der  Gleichung  (5)  und   den  Glei- 


und  wenn  wir  abermals  y  zwischen  [diesen  beiden  Gleichungen 
eliminiren,  so  erhalten  wir  endlich: 


Wir  können  daher  statt  des  lsten  Systems  uns  etwa  folgen- 
der vier  Gleichungen  bedienen : 


(5)  14a-  -f-6y4-2z  =   7  | 

(6)  26a-t-8#  +  22  =  11 

(7)  21.7;  4-  5y  4-  z  =   8  | 


11. 


(10)    4x  =  1  IV. 


1)  .^4-  t/4-  z-\-u  =  l 

2)  14a4-6.y-r-2s=7 

3)  12a4-2;/=4 

4)  4a;  =1 


Aus  ix  =  1  ergibt  sich:  x—\. 

Setzen  wir  den  Werth  x=\  in  die  Gleichung 


12aH-2y=4,  so  kommt: 
3+2*y=4 


2//  =  l 
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Die  Werthe  #={  und  y  =  k  in  die  Gleichung 

14aH-6y-r-2s=7  gesetzt,  verwandeln  dieselbe  in 
*  V+z  +22=7,  oder 
34+3  +22-7 
2^=4 

Wenn  wir  endlich  ./;={,  </— J   und  s  =  J    in  die  Gleichung 
.7:4-?/-f-24-M  =  1  setzen,  so  kommt: 

W+H^*1 0ller 
w=  i—l=o. 

Also  ist  #=J,  #=i>  s={  ^  w=°  die  Lösung  dieser  4 
Gleichungen. 

115.  Wenn  endlich  nicht  alle  Unbekannten  in  jeder  der 
gegebenen  Gleichungen  vorkommen,  so  ist  die  Auflösung  nur  um 
so  leichter,  indem  man  weniger  Eliminationen  vorzunehmen  braucht. 

Gesetzt  z.B.  man  hätte  die  3  Gleichungen: 

1)  3a-f-2*/  =  34 

2)  6#  —  4s  =  36 

3)  9y  +  6s  =  63, 

so  können  wir,  indem  wir  die  2te  Gleichung  durch  2,  die  3te  durch 
3  dividiren.  statt  derselben  die  einfachem  Gleichungen  benutzen: 

1)  3x+2y=te\ 

2)  3a;— 2s=18  (1.) 

3)  3*/-r-2s=2l) 

Nun  würden  wir,  um  auf  2  Gleichungen  mit  2  Unbekannten 
zu  gelangen,  im  Allgemeinen  die  3te  Unbekannte  z  zwischen  der 
Isten  und  jeder  der  folgenden  eliminiren.  Allein  die  lste  Glei- 
chung enthält  schon  kein  z ;  daher  bildet  sie  schon  eine  Gleichung 
des  2tOll  Systems,  und  wir  dürfen  nur  noch  zwischen  (2)  und  (3) 
das  s  eliminiren,  um  eine  zweite  Gleichung  mit  x  und  y  7Ai  erhal- 
ten. Wenn  wir  zu  diesem  Zwecke  die  Gleichungen  (2)  und  (3) 
addiren,  so  erhalten  wir  sofort: 

3aH-3#  =  39  oder 

#4*  y=z  13 

Die  beiden  Gleichungen  des  2ten  Systems  wären  demnach: 
3*+2i/=34i 

Indem  wir  die  letzte  mit  2  multipliziren  und  das  Resultat 
von  der  lsten  abziehen,  erhalten  wir  als  Endgleichung  a?=34 — 26  =  8. 
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Wir  können  daher  statt  der  3  ursprünglichen  Gleichungen 
folgende  3  nehmen : 

a)  3,y+2s  =  U 
ß)  .,+  ,,=  13 
y)    x  =  8. 

In  Gleichung  (y)  haben  wir  unmittelbar  den  Werth  von  x\ 
indem  wir  denselben  in  die  Gleichung  (ß)  setzen,  kommt: 
8-f-j/  =  13  oder 
y  ==  13— 8  =  5. 

Und  wenn  wir  den  Werth  y  =  5  in  die  Gleichung  (a)  setzen,  be- 
kommen wir  endlich: 

3  .  54-22  =  21 

2z  =  21— 15 
2z  =  6 

3=3. 

Also  x  =  7 ,  //  =  5  und  2  =  3  wäre  die  Anflösung  des  Sy- 
stems (I). 

Anwendung  der  Gleichungen  des  1  sten  Grades  auf 
die  Auflösung  von  Aufgaben. 

116.  Wenn  in  einer  Aufgabe  alle  Bedingungen  genau  an- 
gegeben sind,  welche  die  Unbekannten  erfüllen  sollen,  so  ist  es  im 
Allgemeinen  immer  sehr  leicht,  zu  prüfen,  ob  beliebig  gewählte 
Zahlenwerthe  jenen  Bedingungen  der  Aufgabe  genügen  oder  nicht. 
Bezeichnet  man  dann  mit  x,  y,  z  etc.  die  unbekannten  Grössen  und 
nimmt  mit  denselben  ganz  die  nämlichen  Operationen  vor,  wie 
wenn  man  die  Richtigkeit  der  Lösung  prüfen  wollte,  so  wird  man 
stets  zu  Gleichungen  kommen,  welche  die  in  der  Aufgabe  enthal- 
tenen Bedingungen  ausdrücken  und  aus  welchen  dann  die  WTerthe 
der  Unbekannten  abgeleitet  werden  können.  Die  Aufstellung  die- 
ser Gleichungen  ist  mehr  logischer  Natur  und  bildet  meist  den 
schwierigem  Theil  in  dor  Lösung  eines  Problem«,  während  die 
Auflösung  der  erhaltenen  Gleichungen  in  der  Kegel  sehr  ein  l  ach 
ist  und  jedenfalls  nach  den  früher  aufgestellten  Kegeln  stets  voll- 
zogen werden  kann. 

Wir  wollen  hier  die  Lösung  solcher  angewandten  Probleme 
an  einer  Anzahl  spezieller  Beispiele  zeigen  un<l  dabei  das  Haupt- 
gewicht auf  die  Erklärung  des  Ansatzes  d.  h.  auf  die  Herleitung 
der  zur  Lösung  erforderlichen  Gleichungen  legen. 

1.  Aufgabe.  Ein  Goldarbeiter  will  aus  15  löthigem  und 
8  löthigem  Silber   eine  Mischung  von  40  Mark  machen,  welche  im 


Gehalte  12  löthig  werden  soll.  Wie  viel  Mark  muss  er  von  jeder 
Sorte  nehmen? 

Auflösung:  Wir  wollen  mit  x  die  Anzahl  Marke  15  heili- 
ges Silber  bezeichnen,  das  er  zur  Mischung  braucht,  so  muss  er 
den  Rest  40 — x  Marke  vom  8  löthigen  Silber  nehmen.  Allein 
beim  15  löthigen  Silber  enthält  die  Mark  15,  beim  8  löthigen  aber 
8  Lothe  reines  Silber.  1  )ie  x  Marke  1 5  löthiges  Silber  werden 
also  15x,  die  40 — x  Marke  8  löthiges  Silber  aber  (40 — x) .  8  Lothe 
reines  Silber  enthalten.  Die  aus  x  Marken  15  löthigem  und 
(4p  — #)  Marken  8  löthigem  Silber  zusammengesetzte  Mischung 
wird  also  lf>aM-(40 — x) .  8  Lothe  reines  Silber  enthalten.  Sie  soll 
aber  aus  40  Mark  12  löthigem  Silber  bestehen  ;  daher  wird  der 
Silbergehalt  der  Mischung  auch  =  40  .  12  Lothe  sein  und  wir  ha- 
ben somit  die  Gleichung: 


Daher  40— x  =  17f 

Er  muss  also  22£  Mark  vorn  151öthigen  und  17}  Mark 
vom  81öthigen  Silber  nehmen. 

Verifikation.  Die  Mischung  setzt  sich  zusammen  aus 
•J2!f  Mark  151öthigem  und  17}  Mark  81öthigem  Silber.  Der  erste 
dieser  Bestandteile  enthält  22£  .  15  =  342*  Lothe,  der  2te  17}.  8 
=  137}  Lothe  reines  Silber.  Beide  zusammen  enthalten  also 
342^+137}  =  4ttO  Lothe  reines  Silber,  was  gerade  den  verlangten 
Silbergehalt  von  40.12  =480  Lotheu  ausmacht. 

2.  Aufgabe:  Ein  Wirth  hat  zweierlei  Weine,  a  7^  fres 
und  a  60  fres  den  Saum.  Nun  möchte  er  daraus  eine  Mischung 
machen,  welche  er  zu  65  fres  pr.  Säum  verkaufen  könnte.  In 
welcher  Weise  ist  die  Mischung  vorzunehmen  und  wie  viel  braucht 
er  von  jeder  Sorte  zu  einer  Mischung  von  15  Saum? 

lste  Auflösung  (durch  Kaisonnement). 


15o;-H40— x)8  =  40  .  12 
15J74-320— 8a?  =  480. 

Ix  =  160 
x  =  if°=  22f 


lste  Sorte  72 


7 


5 


Mischung  65. 


2te 


60 


5 


7 


12       „       15  S. 
1        „     { £  =  |  Saum. 
Von  der  lsten  Sorte  5.4  =  6i  SaumJ 
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Die  Mischung  ist  so  vorzunehmen,  dass  er  weder  in  Vortheil, 
noch  in  Schaden  kommt.  So  oft  er  von  der  lsten  Sorte  a  72 
frcs  einen  Sanm  zur  Mischung  nimmt,  so  verliert  er,  da  die  Mi- 
schung zu  65  frcs  pr.  Saum  verkauft  werden  soll,  gerade  7  frcs; 
nimmt  er  aber  einen  Saum  von  der  2ten  Sorte  ä  60  frcs  zur 
Mischung,  so  gewinnt  er  5  frcs.  Nun  ist  klar,  dass  wenn  er  an 
1  Saum  der  ersten  Sorte  gerade  so  viel  verlöre,  als  er  an  1  Saum 
der  2ten  Sorte  gewänne,  er  alsdann  von  beiden  Sorten  gleich  viel 
zur  Mischung  nehmen  müsste,  weil  alsdann  der  Gewinn  an  der 
einen  Sorte  gerade  aufgehoben  würde  durch  den  Verlust  an  der  an- 
dern. Das  ist  aber  hier  nicht  der  Fall;  er  verb'ert  an  einem 
Saum  der  lsten  Sorte  mehr,  als  er  an  einem  Saum  der  2ten 
Sorte  gewinnt ;  daher  darf  er  auch  nicht  von  beiden  Sorten  gleich 
viel  nehmen,  sondern  es  müssen  sich  die  Quantitäten,  die 
er  von  den  beiden  Sorten  zu  nehmen  hat,  zueinander 
verhalten,  wie  umgekehrt  ihre  Unterschiede  vom 
Mittelpreise.  Der  Unterschied  der  lsten  Sorte  vom  Mittel - 
preise  verhält  sich  zum  Unterschied  der  2ten  Sorte  vom  Mittelpreise 
wie  7:5;  umgekehrt  muss  sich  die  Quantität,  die  er  von  der 
lsten  Soste  zu  nehmen  hat,  zur  Quantität,  die  er  von  der  2ten 
Sorte  braucht,  verhalten,  wie  5  :  7.  In  der  That,  wenn  er  zu  je 
5  Saum  der  lsten  Sorte  gleichzeitig  7  Saum  von  der  2ten  Sorte 
nimmt,  so  verliert  er  an  jenen  5.7=  35  frcs,  gewinnt  aber  an 
diesen  7  .  5  =  35  frcs.  Es  wird  also  bei  diesem  Mischungsverhält- 
niss  der  Verlust  an  der  lsten  Sorte  aufgehoben  durch  den  Ge- 
winn an  der  2ten.  Um  nun  noch  zu  wissen,  wie  viel  er  von  jeder 
Sorte  nehmen  muss  zu  einer  Mischung  von  15  Saum,  hat  man  nur 
die  gtfnzie  Mischung  von  15  Saum  in  2  Theile  zu  theilen,  die  sich 
wie  5  :  7  verhalten.  Theilen  wir  also  15  Saum  in  5-f-7  =  1 2 
gleiche  Theile,  so  beträgt  1  Thri!  j  Saum.  Von  der  ersten  Sorte 
muss  er  nun  5.  von  der  iHcn  7  solcher  Theile  nehmen,  also  von 
der  lsten  5  .  |  =  6 \  und  von  der  2ten  7.  •}=  8J  Saum.  Wirk- 
lich verliert  er  an  den  r,J  Saum  der  ersten  Sorte  genau  soviel, 
als  er  an  den  8|  Saum  der  2ten  Sorte  gewinnt;  denn 
f>>  .  7  =  43^  und 
.  5  =  43*. 

2t  e  Auflösung  (mittelst  Gleichungen). 

Die  Mischung  ist  in  der  Weise  vorzunehmen,  dass  wenn  er 
die  15  Saum  a  65  frcs  verkauft,  er  genau  so  viel  erhält,  als  wenn 
er  die  von  jeder  Sorte  genommenen  Bestandteile  einzeln  zu  ihren 
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Preisen  verkaufen  würde.  Bezeichnen  wir  mit  .7;  die  Anzahl  Saum, 
die  er  von  der  ersten  Sorte  nimmt,  so  wird  er  15 — .7;  Sanm  von 
der  2ten  Sorte  brauchen.  Allein  1  Saum  der  lsten  Sorte  kostet 
72  tres;  die  ./•  Saum  der  lsten  Sorte  werden  daher  ./:  .  72  =  72a; 
fres  kosten.  Ein  Saum  der  2ten  Sorte  kostet  60  fres,  die  (15 — x) 
Sanm  der  2ten  Sorte  werden  daher  ( 1  0 — j:)  .  60  fres  kosten.  Die 
Summe  der  beiden  Bestandteile  ist  somit  =  72x'-r-(15—  sc  60  Frkn. 
Der  Preis  der  ganzen  Mischung  von  15  Saum  a  65  t'rcs  ist  aber 
=  6")  .  15  fres.  Da  nun  der  Preis  der  Mischung  gleich  sein  soll 
der  Summe  der  Preise  der  einzelnen  Bestandteile,  so  hat  man  die 
Gleichung: 

7i\/:-f-(15— a;)60  =  15  .  65 
72aH-15  .  60— 60a;  =  15  .  65 
12x  =  15  .  65—15  .  60  =  15  .  (65—60)  =  15  .  5 
oder  12a;  =  75 

a;  =  f|  =  6  ^  =  6{. 
Somit  15 — x  =  15 — 6-J  =  8^,  wie  oben. 

3.  Aufgabe:  Aus  2  ungleich  grossen  Röhren  eines  Behäl- 
ters strömt  Wasser  mit  verschiedener  Geschwindigkeit  heraus. 
Wenn  sich  nun  die  Oeffnuugen  wie  5:13,  die  Geschwindigkeiten 
der  Wasserst röme  wie  8  :  7  verhalten  und  die  eine  Oeffnung  in 
einem  gewissen  Zeiträume  561  Cubikfusse  Wasser  mehr,  als  die 
andere,  gibt:  wie  viel  Wasser  ist  dann  während  dieser  Zeit  aus 
jeder  Röhre  herausgetinssen  ? 

Auflösung:  Bezeichnen  wir  mit  m  die  in  einer  bestimm- 
ten Zeit  aus  der  Röhre  4,  mit  M  die  in  derselben  Zeit  aus  der 
Röhre  B  Hiessende  Wassermenge,  so  haben  wir  zunächst  das  Ver- 
hältniss  zwischen  den  Wassermengen  m  und  M  zu  bestimmen. 
Offenbar  hängt  die  aus  jeder  Röhre  Hiessende  Wassermenge  ab: 
1.  von  der  Grösse  der  Oeffnung  (dein  Querschnitt ),  '1.  von  der  Ge- 
schw -iudigkeit  des  >Ya*serMr«uiies  und  zwar  in  der  Art,  dass  bei 
gleichen  Oeflnungen  die  heraustliessenden  Wassermengen  den  Ge- 
schwindigkeiten der  Wasserströme,  bei  gleichen  Geschwindigkeiten 
der  letztern  aber  den  Querschnitten  der  Röhren  proportional  sind. 
Nun  haben  aber  die  Röhren  A  und  B  weder  gleiche  Querschnitte, 
noch  gleiche  Geschwindigkeiten  des  Wasserstromes.  Wir  denken 
uns  daher  für  einen  Augenblick  noch  eine  3te  Röhre  C,  welche 
mit  Ä  gleiche  Oeffnung,  mit  B  aber  gleiche  Geschwindigkeit  des 
Wasserstromes  besitzt.  Bezeichnet  dann  m*  die  aus  C  fliessende 
Wassermenge,  so  können  wir  sagen :   Da  A  und  5  gleiche  Oeff- 

C 


\ 
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Hungen  haben,  so  werden  sich  die  aus  ihnen  fliessenden  Wasser- 
mengen m  und  m4  wie  die  Geschwindigkeiten  der  Wasserströme 
d.  h.  wie  8  :  7  verhalten.  Weil  ferner  C  und  B  gleiche  Geschwin- 
digkeiten des  Wasserstromes  besitzen,  so  verhalten  sich  die  aus 
ihnen  fliessenden  Wassermengen  m'  und  M  wie  die  Querschnitte, 
d.  h.  wie  5:13.  Wir  haben  daher  die  2  Proportionen : 
m  :  m'  =  8  :  7 
m':  M  =  5:  13 

Da  nun  das  2te  Glied  der  lsten  Proportion  gleich  ist  dem 
lsten  der  2ten,  so  verhält  sich 

m:M=  8  .5  :  7  .  13 
oder  m  :  M  =  40  :  9 1 
Wir  erkennen  hieraus,  dass  die  aus  B  fliessende  Wassermeuge 
M  grösser  sein  rnuss,  als  die  Wassermenge  m  der  Röhre  A.  Nach 
der  Aufgabe  haben  wir  aber  nicht  einen  beliebigen,  sondern 
den  Zeitraum  in's  Auge  zu  fassen,  während  dessen  aus  der  Röhre 
B  561  Cubikfuss  Wasser  mebr  als  aus  A  herausfliesst.  Wenn  da- 
her x  die  Anzahl  Cubikfusse  Wasser  bezeichnet,  die  während 
dieser  Zeit  aus  der  Röhre  A  herausfliesst,  so  ist  (;r-}-561 )  Cubik- 
fuss die  während  derselben  Zeit  aus  B  flie'sseude  WTassermenge  und 
man  hat  daher  wieder  die  Proportion: 

j::  0*4-561)  =  40:  91  0der 
91jr.=  4<)(a?+561) 
91a?  =  40^4-40  .  561 
51a?=  22440 
und  x  =  2Vx-  =  440. 
Aus  der  Röhre  A  fliesst  demnach  während  dieser  Zeit  eine 
Wa>sermasse  von  440  Cubikfuss;  aus  der  Röhre  B  aber  440-|-561 
=  1001  Cubikfuss. 

4.  Aufgabe.  Ein  Hund  verfolgt  einen  Hasen.  Ehe  der 
Hund  zu  laufen  anfängt,  hat  der  Hase  schon  50  Sprünge  gemacht 
und  diess  ist  ihre  anfängliche  Entfernung,  Wenn  nun  der  Hase 
in  eben  der  Zeit  6  Sprünge  macht,  in  welcher  der  Hund  5  Sprünge 
thut  und  9  Hasensprünge  in  Ansehung  ihrer  Grösse  7  Hundesprün- 
gen gleichgerechnet  werden:  wie  viel  Sprünge  wird  der  Hase  noch 
machen  können,  ehe  der  Hund  ihn  einholt? 

Auflösung.  Es  sei  x  die  Anzahl  Sprünge,  die  die  Hase 
noch  machen  kann,  ehe  er  vom  Hund  eingeholt  wird,  so  hat  er 
im  Ganzon  50-j-£c  Sprünge  gemacht.  Nun  bewegt  sich  der  Hund 
bloss  während  der  Zeit,  da  der  Hase  seine  x  Sprünge  thut,  und 
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da,  wenn  der  Hase  6  Sprünge  macht,  der  Hund  bloss  5  thut,  so 
wird,  wenn  der  Hase  1  Sprung  macht,  der  Hund  bloss  jj  Sprünge, 

5a; 

wenn  der  Hase  aber  x  Sprünge  macht,  der  Hund  x  .  Jj  oder  — 

Sprünge  thun.  Nun  muss  der  Weg,  welchen  der  Hase  in  seinen 
bx 

—  Sprüngen  zurücklegt,  gleich  sein  dem  Weg,  den  der  Hase  in 
6 

seinen  50-f-a;  Sprüngen  zurückgelegt  hat;  wir  haben  daher  schon 

die  Gleichung:       Hundssprünge  =  (50-f-a?)  Hasensprüngen.  Um 
6 

nun  aber  hieraus  eine  Gleichung  in  unbenannten  Zahlen  abzulei- 
ten, müssen  wir  die  beiden  Ausdrücke  auf  die  nämliche  Einheit 
beziehen,  d.  h.  beide  etwa  in  Fussen,  oder  beide  in  Hasensprün- 
gen,  oder  beide  in  Hundssprüngen  ausdrücken.  In  andern  Län- 
genheiten,  als  Hasen-  oder  Hundssprüngen,  können  wir  es  desshalb 
nicht  ausdrücken,  weil  in  der  Aufgabe  kein  Verhaltniss  der  Ha- 
sen- oder  Hundssprünge  zu  einer  andern  Längeneinheit  angegeben 
ist.  Es  bleibt  daher  nichts  übrig,  als  die  beiden  zurückgelegten 
Wege  in  Hundssprüngen  oder  dann  beide  in  Hasensprüngen  aus- 
zudrücken. Da  9  Hasensprünge  =  7  Hundssprüngen,  so  wird 
1  Hasensprung  =  $  Hundssprüngen  und  die  50-f-a;  Hasensprünge 
=  (50-f-a;)^  Hundssprünge  sein  ;  man  hat  also  einmal  die  Gleichung: 
bx 

~  sss  oder,  mit  18  multiplizirt : 

15a;  =  2(50-Hr)7 
15a;  =  7C0-f-14a;  oder 
x  =  700. 

Ebenso  hätte  man  beides  in  Hasensprüngen  ausdrücken  und 
5a; 

zu  diesem  Ende  die        Hundssprünge  in  Hasensprünge  verwandeln 
6 

können.    Da  nämlich  7  Hundssprünge  =  9  Hasensprüngen,  30 
wird  1  Hundssprung  =  |  Hasensprünge  und  die  ^  Hundssprünge 
5a;    9  45a; 

=  —  .  —  =         Hasensprünge  sein.    Daher  die  Gleichung: 

45$ 

42  T  50  +  37 
45a;  =  50  .  42  -f-  42a; 
3a;  =  2100 
x  ==         =  700. 
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5.  Aufgabe.  Es  wollte  Jemand  ein  Haus  kaufen,  und 
um  das  dazu  erforderliche  Capital  aufzubringen,  jedem  seiner 
Schuldner  eine  gleiclie  Summe  aufkündigen.  Er  versuchte  zu  dem 
Ende,  ob  es  hinlänglich  wäre,  wenn  er  jedem  2S50  Thlr.  aufkün- 
digte, fand  aber,  dass  er  alsdann  2000  Thlr.  zu  wenig  erhalten 
würde.  Er  versuchte  es  daher  mit  3  40  Thlr.;  diess  brachte  ihm 
aber  880  Thlr.  mehr,  als  er  brauchte.  Wie  viele  Schuldner  hatte 
er?  Wie  gross  war  das  herbeizuschaffende  Kapital?  l  ud  wie  viel 
muss  er  jedem  seiner  Schuldner  aufkündigen  ? 

Au  flr.siin-  Wir  wollen  mit  x  die  Anzahl  seiner  Schuld- 
ner bezeichnen;  wenn  er  dann  jedem  260  Thlr.  aufkündigt,  so 
bekommt  er  x  .  250  oder  2  5  Od;  Thlr.;  diese  Summe  i>t  afe&C  nach 
der  Aufgabe  noch  um  2QQ0  Thlr.  geringer,  als  der  Preis  des  Hau- 
ses; daher  muss  dieser  =;  (2 50$ 4-2000)  Thlr.  sein.  Kündigt  er 
aber  jedem  seiner  x  Schuldner  34<>  Thlr.,  also  im  Ganzen  340a% 
Thlr.  auf,  so  hat  er  88t)  Thlr.  mehr,  als  er  braucht;  folglich  ist 
der  Preis  des  Hauses  auch  =  (oUKi; — 880)  Thlr.  Wir  haben 
folglich  die  Gleichung; 

340a;— 880=250aH-2<  mm» 
(340— 250)a;= 2000+880 
90a?==2S80 

Er  hat  also  32  Schuldner;  das  herbeizuschaffende  Kapital 
aber  ist  =  32  .  250-1-2000 = 8000+2( '<)0=  1 0000  Thlr.;  daher 
dann  die  jedem  aufzukündende  Summet         Thlr.  =  3124  Thlr. 

Dieses  Heispiel  zeigt,  wie  bisweilen  eine  Aufgabe  mit  schein- 
bar mehrern  Unbekannten  durch  eine  Gleichung  mit  nur  einer 
Unbekannten  gelöst  werden  kann. 

5.  Aufgabe.  Hin  Kapitalist  nimmt  8000  Thlr.  unter  vor- 
teilhaften Pcdingungen  aul,  weil  er  Gelegenheit  hat,  -3nOO  Thlr. 
zu  höhern  Procenten  unterzubringen,  und  er  hat  einen  Ueberschuss 
von  905  Thlr.  an  jahrlichen  Zinsen.  Unter  den  nämlichen  Be- 
dingungen nimmt  er  einerseits  '.Uno  Thlr.  auf  und  verleiht  ander- 
seits 17500  Thlr.;  dies  bringt  ihm  einen  Ueberschuss  von  5394 
Thlr.  an  jährlichen  Zinsen.  Zu  welchen  Procenten  hat  er  Geld 
aufgenommen  und  ausgeliehen  ? 

Auflösung.  Wir  wollen  annehmen,  er  leihe  sein  Geld  a 
x  Procent  aus,  müsse  dagegen  von  dem  aufgenommenen  Gelde 
bloss  y  Proc.  Zins  zahlen,  so  tragen  ihm  die  23000  Thlr.  a  a?  Proc. : 
230«  Thlr.  Zins;  darunter  befinden  sich  aber  8000  Thlr.,  die  er 
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&  y  o   yerzinsen  oder  von  denen  er  also  SOy  Thlr.  Zins  bezahlen 
muss;   folglich   bleiben  ihm    nur   noch   übrig  230a? — SOy  Thlr. 
welcher  Ueberschuss  ===  905    Thlr.  sein  muss.     Von  den  17500 
Thlr.,  die  er  a  x  &  ausgeliehen  hat,  bezieht  er  175./-  Thlr.  Zins, 
muss  dagegen  für  die  9400  Thlr.  selber   94i/  Thr.  Zins  bezahlen, 
so  dass  ihm  liier  nur  noch  übrig  bleibt  175a; — 94</  Thlr.,  was  = 
539A  Thlr.  sein  sollte.    Wir  haben  daher  die  2  Gleichungen: 
230x— SOy  =  905 
175a;— 94#=  539£, 
oder,  wenn  wir  die  lste  Gleichung  durch  5  dividiren,  die  2te  mit 
2  multipliziren :  46a;  —  16?/  =  181 

350a;— 18%  =  1079. 
Wenn  wir  hier,  um  y  zu  eliminiren,  die  lste  Gleichung  mit 
47,  die  2te  mit  4  multipliziren,  so  erhalten  wir  die  Gleichungen  : 
2162a;—  752*/  =  8507 
1400a;— 752*/  =  4316, 
und  indem  wir  die  letzte  von  der  erstem  abziehen,  bekommen  wir 
die  Gleichung:  762»==  419J 

woraus  x  =  4rV»V  =  5tI4  =  52- 
Durch  Einsetzung  dieses  Werthes  in  eine  der  eisten  Glei- 
chungen  finden   wir  y  =  4i  ;   also  hat  er  5*    Procent  genommen 
und  44  Procent  bezahlt. 

TT    1  1.        <         1      1      w       0    oc  _ 

Ueber  die  b ym b ole  — ,  — f  —  ,  0  .  -^o 
J  0     0  oo 

117.  Aufgabe.  Vor  n  Tagen  ging  ein  Bote  von  einem 
gewissen  Orte  ab  und  machte  täglich  a  Meilen.  Wenn  ihm  nun 
ein  anderer  vom  gleichen  Ort  aus  nachgeschickt  wird,  der  täglich 
b  Meilen  macht,  wann  wird  dann  dieser  zweite  den  ersten  einge- 
holt haben? 

Auflösung.  Wenn  wir  mit  x  die  Anzahl  Tage  bezeich- 
nen, die  der  2te  Bote  braucht,  um  den  ersten  einzuholen,  so  hat 
sich  der  erste  n-\-x  Tage  bewegt  und  dabei  täglich  a  Meilen, 
folglich  im  Ganzen  (n-\-x) .  a  Meilen  zurückgelegt.  Der  zweite 
aber,  welcher  täglich  b  Meilen  macht,  wird  in  x  Tagen  bx  Meilen 
zurückgelegt  haben.  Da  sie  nun  von  dem  nämlichen  Orte  ausge- 
hen, so  werden  im  Augenblicke  ihres  Zusammentreffens  die  zu- 
rückgelegten Wege  einander  gleich  sein  müssen.  Wir  haben  da- 
her die  Gleichung: 

bx  =  (n-\-x)a  oder 
Itx  =  tia+ax 
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bx — ax  —  na 
(b — a)x=  na 
na 

a?=   . 

b — a 

n  a 

Also  treffen  sie  nach   Tagen  zusammen. 

o — a 

So  lange  nun  b  >  o,  ist  b — a  positiv  und  x  daher  auch  po- 
sitiv, d.  h.  es  gibt  wirklich  eine  bestimmte  Anzahl  Tage,  nach 
welchen  das  Zusammentreffen  erfolgt. 

Wäre  dagegen  6  =  a,  so  wäre  h — a  =  0   und   man  erhielte 

h  a 

x  ==  — .    In  diesem  Fall  würde  der  zweite  so  schnell  als  der  erste 

sich  bewegen;  sie  müssten  daher  immer  gleichweit  auseinander 
sein  und  es  konnte  ein  Zusammentreffen  gar  n  i  e  stattfinden. 
Diese  Unmöglichkeit  drückt  die  Algebra  hier  d  adurch  aus,  dass 

sie  uns  für  x  ein  Symbol  — -  oder  liefert.  Dieses  Symbol  ent- 
hält in  der  That  den  Begriff  der  Unmöglichkeit  in  sich  j  denn  es 
gibt  keine,  wenn  auch  noch  so  grosse,  endliche  Zahl,  welche, 
mit  Null  multiplizirt,  zum  Produkt  eine  endliche  Zahl  m  ^räbe. 

Wäre  b  <</,  so  würde  b — a  negativ  und  daher  x  selber  ne- 
gativ. Da  eine  negative  Anzahl  Tage  liier  aber  keinen  Sinn  hat, 
so  ist  auch  dieser  negative  Werth  von  x  ein  Zeichen  für  die  Un- 
möglichkeit der  Aufgabe.  Wirklich  ist  klar,  dass  in  diesem  Fall 
die  beiden  Boten  nicht  bloss  sich  nie  treffen,  sondern  sogar  immer 
weiter  auseinander  kommen. 

Hütte  man  endlich  6  =  a  und  gleichzeitig  ?t==0,  so  würde 

na 

X  =  ;         sich   in  x  =  H  verwandeln.     Diese  Form    {[  können 

b — a  ü  ü 

wir  aber  als  Symbol  der  Unbestimmtheit  betrachten,  indem  jede 
endliche  Grösse,  mit  Null  multiplizirt,  zum  Produkt  wieder  Null 
gibt.  Auch  ist  die  Aufgabe  in  der  That  in  diesem  Falle  unbe- 
stimmt. Denn  n=0  und  b~a  heisst:  Beide  Boten  gehen  zur 
nämlichen  Stunde  mit  einander  ab  und  bewegen  sich  fortwährend 
mit  der  nämlichen  Geschwindigkeit;  folglich  sind  sie  stets  bei  ein- 
ander und  treffen  sich  also  jeden  Augenblick,  d.h.  es  gibt 
nicht  bloss  einen,  sondern  unendlich  viele  Zeitpunkte  des 
Zusammentreffens. 

118.    Wir  sind  hier  auf  die  Symbole  —  und  ^-  gekommen. 
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Das  erste  ist  der  Quotient  aus  irgend  einer  endlichen  Zahl  dim-li 

?H  1 

Null.    Dieser  Quotient  —  oder—-  ist  in  der  That   vollständig  un- 

ni'.-lieli,  oxistirt  also  gar  nicht,  sobald  wir  unter  dem  Xonner 
Null  die  wirkliche  absolute  Null  uns  denken;  denn  jede  beliebige. 
M-ll.st  eine  unendlich  grosse  Zahl  gibt,  mit  der  absoluten  Null 
multiplizirt,  wieder  Null   und  niemals   den  Dividenden   m   oder  1. 

Weül)  man  sich  jedoch  in  dem   Quotienten  -—  oder  —  statt  des 

Divisors  Null  eine  unendlich  kleine  d.h.  eine  von  der  Null 
um    unendlieh    wenig  verschiedene  Zahl  w  denkt,  dann  wird  der 

Quotient        oder  —  unendlich   «rross   und  in  diesem  Sinne  nHeet 
lü  iü  r  & 

man  allgemein  zu  schreihon: 

m  ,  1 

-    —  >c  und        =  -v. 

0  0 

Betrachten  wir  den  Bruch  —  und  setzen  hier  successive  u~ 

11  11 

10'  100'  irtW1  KV 

für  a  = 

a  =  t^t.    •  —  —   1  (  M  ) 
=  1000 


.Fe  kleiner  also  der  Nenner  a  wird,  desto  grösser  fallt  der 

.       1  1 
Quotient  —  aus  und  für  ein  unendlich    kleines  et  wird  —  selber 

tt  a 

unendlich  gross. 

119.     Der  Quotient  Jj  ist  "das  Symbol    vollständiger  Unbe- 
stimmtheit; es  kann  2  jede  beliebige  Zahl  vorstellen,  weil  jede 

Oi elli.  Algebni.   2tc  Auflage.  \{) 


et 

1 

1 

mls ' 

l 

i 

lö 

C( 

l 

1 

100 

a 

1 

1 

1ÖÖ0 

a 

1 

1 

10* 

a 

1 

1 

1©** 

Of 

1 

1 

101* 

cc 

1 

1 

10i4 

a 

BHHH 
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Zahl,  mit  dem  Divisor  Null  multiplizirt,  zum  Produkt  wieder  deu 
Dividenden  Null  gibt.  Auch  wenn  in  dem  Quotienten  »-  Zähler 
und  Nenner  nicht  als  absolute  Nullen,  sondern  nur  als  unendlich 
kleiue  Grössen  gedacht  werden,  ist  der. Quotient  ^  doch  unbestimmt 
Das  leuchtet  sofort  ein.  wenn  man  bedenkt,  dass  von  2  Grössen 
beide  unendlich  klein  sein  und  doch  zu  einander  in  jedem  beliebi- 
gen Grössenverhältniss  stehen  können,  also  keineswegs  einander  gleich 
zu  sein  brauchen.    Nur  in  diesem  letzten  Fall  wäre  ihr  Quotient 

=  1.    Gerade  so  verhält  es  sich  mit  dem  Quotienten  —  • 

Uebrigens  darf  man  ja  nicht  glauben,   dass  jedesmal  Unbe- 
stimmtheit vorhanden   sei,    wenn   ein  Quotient    unter  der  Form  ß 

oder  —  erscheint.   Diese  Unbestimmtheit  ist  sehr  oft  nur  scheinbar. 

So  oft  nämlich  Zähler  und  Nenner  eines  Bruches  einen  gemein- 
schaftlichen Faktor  enthalten,  der  für  einen  speziellen  Werth  ei- 
nes darin  vorkommenden  Buchstabens  zu  Null  wird,  nimmt  der 
Quotient  die  Form  g  an,    ohne  desshalb  unbestimmt   zu  sein.  So 

3  3 

würde  z.  B.   *      ü    für  x^a  zu  £  während  sein  AVerth  ganz  be- 
x — a  " 

stimmt    und  zwar    =  3o2  Ist.    Um  das  einzusehen  ,    darf  man 

nur  den  gemeinschaftlichen  Faktor  durch  Division  entfernen  und 

erst  nachher  den  Werth  x=a  einführen.  Man  hat  nämlich 

j-3— a3      ü''2-r-ai-r-a2)(a;  —  <i)  2l 

x — a  x — a 

Somit  (S^A       ==  0  \-ax+a*)  =a*-HN^*%&, 
\  x — a  fx==a  ■>■=  < 

120.  Erhält  man  bei  der  Auflösung  einer  Aufgabe  für  eine 
oder  mehrere  Unbekannte  negative  Zaldenw  erthe.  wahrend  die 
Aufgabe  selbst  nur  positive  Werthe  zulasst,  so  foijgi  daraus,  dass 
die  Aufgabe  unmöglich  ist.  Da  indessen  die  gefundenen  ne- 
gativen Werthe  ./•= — «,  — b  etc.  die  Gleichungen  der  Auf- 
gabe verifiziren,  so  ist  klar,  dass,  wenn  man  in  diesen  Gleichungen 
vorerst  x  in  — x  und  y  in  — y  verwandeln  würde,  die  so  umge- 
stalteten Gleichungen  auch  durch  die  Werthe  x=a,  //  —  6  etc.  veri« 
iizirt  werden  müssten.  Bisweilen  ist  es  dann  möglich,  die  Fas- 
sung der  Aufgabe  so  abzuändern,  dass  die  nämlichen  W7 erthe  der 
Unbekannten,  positiv  genommen,  der  Aufgabe  genügen.  Das  wäre 
z.  B.  in  folgender  Autgabe  der  Fall  • 
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Ein  Familienvater  ist  52  Jahr  alt,  indess  sein  jüngstes  KinJ 
1 2  Jahre  zählt.  Nach  wie  viel  Jahren  beträgt  sein  Alter  das 
6fache  von  dem  Alter  seines  Kindes? 

Wenn  wir  mit  x  die  zu  suchende  Anzahl  Jahre  bezeichnen, 
so  ist  alsdann  der  Vater  52-f-x,  sein  jüngstes  Kind  aber  12-\-x 
Jahre  alt;  und  da  nach  der  Forderung  der  Aufgabe  der  Vater 
dann  6  mal  so  alt,  als  sein  jüngstes  Kind  sein  soll,  so  hat  man 
die  Gleichung: 

(1)    52-f-x=6(12-fa;)  oder 
52-H&=72-f-6j; 

—  5.7,-= 20 

Da  nun  eine  negative  Anzahl  Jahre  keinen  Sinn  hat,  so  ist 
die  Aufgabe  unmöglich.  Wenn  man  aber  in  der  Gleichung  (l) 
statt  x  setzen  würde  — x,  so  erhielte  man:  52  —  #=6(12 — a?), 
welche  Gleichung  durch  x=4  verifizirt  wird.  Wenn  wir  daher 
die  Fassung  der  Aufgabe  so  abändern,  dass  x  von  52  und  12 
subtrahirt  werden  muss,  so  wird  sie  dann  möglich  und  durch  den 
Werth  x=4t  verifizirt.  Da  dürfen  wir  aber  nur  fragen:  Vor  wie 
viel  Jahren  war  das  Alter  des  Vaters  6  mal  so  gross,  als  das  sei- 
nes jüngsten  Kindes  ?  Dann  erhält  man  als  Antwort :  Vor  4  Jahren ! 
In  der  That  zahlte  vor  4  Jahren  der  Vater  48,  sein  jüngstes  Kind 
aber  8  Jahre:  folglich  war  jener  damals  gerade  6  mal  so  alt,  als 
dieses. 

121.  Feberhaupt  werden  die  für  die  Unbekannten  gefun- 
denen Wort  he  der  Aufgabe  selber  nur  dann  genügen,  wenn  die 
aufgestellten  Gleichungen  sämmtliche  in  der  Aufgabe  enthalte- 
nen Bedingungen  ausdrücken.  Sobald  aber  die  Aufgabe  so  be- 
schaßen ist,  dass  sich  nicht  alle  Bedingungen,  welchen  die  Unbe- 
kanntere genügen  sollen,  durch  Gleichungen  ausdrücken  lassen, 
so  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  für  dieselben  gefundenen  Werthe, 
obgleich  sie  die  Gleichungen  verinziren,  doch  nicht  nothwendig  die 
durch  die  Aufgabe  verlangten  Grössen  sein  müssen.  Man  hat  da- 
her, um  diess  zu  erfahren,  erst  noch  zu  prüfen,  ob  sie  auch  die 
übrigen  Bedingungen  der  Aufgabe  erfüllen.  AVenn  z.B.  die 
Unbekannten  die  Ziffern  einer  dekadischen  Zahl  sein  sollen,  so  ist 
klar,  dass  sie  1)  ganze  Zahlen  und  2)  kleiner,  als  10  sein  müs- 
ten.    Angenommen  ferner,  wie  würden  durch  die  Aufgabe  auf  eine 

*1U 
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Gleichung  mit  2  Unbekannten  geführt,  z.B.  auf  13;/'  |-4  //=  10  ,  so 
wäre  die  Autgabe  scheinbar  unbestimmt,  indem  ja  diese  Gleichung 
eine  unendliche  Anzahl  von  Lösungen  zulässt.  Lage  aber  in  der  Aul- 
gabe noch  gleichzeitig  die  Forderung,  dass  die  Werthe  von  arund  y 
ganze  pusitive  Zalilen  sein  inüssten,  so  wäre  die  Aufgabe  trotz 
ihrer  scheinbaren  Unbestimmtheit  unmöglich! 

Diskussion  der  Gleichungen  des  ersten  Grades. 
122.    Jede  Gleichung  ersten  Grades  mit  nur  ei- 
ner Unbekannten,  in  welcher  der  Coeffizient  von  x 
von   Null   verschieden  ist,    lässt   stets  eine  und  nie 
mehr  als  eine  Auflösung  zu. 

Wir  können  durch  Wegschaffung  der  Nenner,  Ausführung 
der  angedeuteten  Operationen  und  Transposition  der  Glieder  jede 
solche  Gleichung  auf  die  Form  bringen 

Wenn  nun  der  Uoeftizieut  .4  von  nicht  Null  ist,  so  be- 
haupten wir,  die  Gleichung  lasse  nur  eine  Wurzel  zu.  Denn  ge- 
setzt, sie  Hesse  zugleich  die  beiden  Wurzeln  x'  und  j zu,  so  hät- 
ten wir  die  Relationen: 

(1)  Ax'=B 

(2)  Ax"  =  B 
woraus  durch  Subtraktion  sich  ergäbe: 

(3)  A(x'— x")=0 

Allein  ein  Produkt  aus  %  Faktoren  kann  nur  =  Q  werden, 
wenn  einer  der  beiden  Faktoren  =  0;  da  nach  Voraussezung  .4 
nicht  Null  =  0,  so  muss  der  andere  Faktor  x* — flc"=0  sein,  wo- 
raus  folgt:  x"—x'.  Es  gibt  also  in  der  That  nur  eine  Wurzel, 
wenn  in  der  auf  die  Form  Ax—ß  gebrachten  Gleichung  der 
Coeffizient  von  x  nicht  pp  O. 

Ist  dagegen  ;1  =  <>,  so  sind  noch  2  Falle  möglich;  entweder 
ist  dann  auch  B—ü  oder  B  \<t  von  Null  verschieden. 

Sei  1.    4=0  und  /?=0,  so  hätte  man  die  Gleichung 
O.#=0 

welche  offenbar  durch  jeden  Werth  von  x  verili/irt  wird,  d.h.  eine 
identische  <  j  leichung  ist .  Die.  Gleichung  lässt  also  unendlich  viele 
Auflösungen  zu  oder  mit  andern  Worten:  sie  ist  unbestimmt, 
in  der  That  würde  man  bei  der  wirklichen  Auflösung  bekommen: 
x==°,  was  das  Symbol  der  Unbestimmtheit  ist. 

Ist  '2.    4=0,  aber  fl^O,  dann  hätte  man  die  Gleichung 
0.x- B 
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Mag  man   liier  an   die    Stelle  von  ±  -etzen.   was    man  nur 

will,  die  linke  Seite  wird  stets  =  0,  die  rechte  ist  stets  von  Null 

verschieden-,  folglich  kann  diese  Gleichung  durch  gar  keinen  Werth 

von  x-  veritizirt   werden;   sie  ist  unmöglich.     Würden   wir  die 

ß 

Gleichung  fläch  ./  wirklich  auflösen,  so  bekamen  wir  ./•  —  —  d.  h. 

das  Symbol  der  Unmöglichkeit.  Die  ( ileiehung  ersten  Grades  lässt 
also  stets  eine  und  nur  eine  Auflösung  zu,  sobald  der  Coeffizient 
der  Unbekannten  nicht  =  0 ;  sie  lässt  gar  keine  Auflösung  zu, 
wenn  der  Coeffizient  von  j;  =  <>,  das  bekannte  Glied  aber  von  Null 
verschieden;  sie  lässt  endlich  unendlich  viele  Auflösungen  zu.  wenn 
sowol  der  Coeffizient  von  x  als  auch  das  bekannte  Glied  gleich 
Null  sind. 

Fragen  wir  nach  dem  innern  <i  rund  der  Unmöglichkeit  im 
einen,  der  Unbestimmtheit  im  andern  Fall,  so  rührt  jene  daher, 
dass  die  Gleichung  eiuen  innern  Widerspruch .  eine  unmögliche 
Forderung  enthält,  die  letzte  aber  daher,  dass  die  Gleichung  keine 
algebraische,  sondern  eine  identische  ist. 

If53.  Das  zeigt  sich  in  speciellen  Fällen  sofort.  Sei  z.  B. 
gegeben  die  Gleichung 

,^+60+-£—  15  =  \.v\-72  (1) 
b 

so  komiht         lx+lM+2x— 180  =  9f+864 

9^540  =  9^4-864 
oder  ( 9    9  )x  =  864—540 

Ö  . ./  =324. 

Die  Gleichung  ist  also  unmöglich.  Dass  ihre  Unmöglichkeit 
von  einem  innern  Widerspruch  herrührt,  zeigt  sich  sofort,  wenn 
wir  auf  jeder  Seite  die  bekannten  Glieder  zusammenziehen  und 
ebenso  die  unbekannten.    Man  erhält  dann  aus  (1): 

oder  ;.<  l  45«|aHr72, 

Allein  die  Forderung,  dass  für  den  nämliclieu  Werth  von  x 
der  Ausdruck  jjx'-f-K)  gleich  derselben  Grösse  \  r  mehr  einer  von 
4.r)  verschiedenen  Zahl  werde,  ist  offenbar  eine  unmögliche. 

Hätte  man  dagegen  die  Gleichung 

5  o  1  □ 

so  ergibt  die  Autlösung: 

3(3.t4-2)4-5(2j«  \-?>)  =  '  f).r -f-  laH-6+ 15 
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oder  9x+6^-lPx+tä  =  lSx  I  1/  h6-f-15 

19.T-r-21  =10.r-|-21 
0  .  x  =  0 

eine  Gleichung,  welclie  durch  jeden  Werth  von  x  verih'zirt  wird, 
also  unendlich  viele  Auflössungen  zulässt. 

Diese  Unbestimmtheit  ist  aber  auch  sehr  begreiflich.  Denn 
fuhren  wir  auf  jeder  Seite  der  Gleichung  (2)  die  angedeuteten 
Operationen  aus,  so  kommt 

?x+|-ffX  hl  ^^H  tV+A-*-1 
oder  =  lü^+H 

oder  ;  lx+i  =  {^c-H 

eine  Gleichung,  welche  das  #  gar  keiner  Bedingung  unterwirft, 
so  dass  also  x  jeden  beliebigen  Werth  haben  kann. 

Man  könnte  daher  den  Satz  122  auch  so  ausdrücken: 

Eine  Gleichung  ersten  Grades  mit  nur  einer 
Unbekannten  lässt  stets  eine  und  nur  eine  Wurzel  zu, 
wofern  sie  weder  identisch,  noch  unmöglich  ist. 

124.  Zwei  Gleichungen  des  ersten  Grades  mit 
zwei  Unbekannten  lassen  stets  eine  und  nur  eine  Auf- 
lösung zu,  sobald  in  der  durch  Elimination  einer  der 
Unbekannten  erhaltenen  Endgleichung  der  Co  effi- 
zient der  Unbekannten  von  Null  verschieden  ist. 

Seien  ax+by  =  c  (1) 

a'x±b'y=cl  (2) 
so  erhält  man  durch  die  Elimination  von  y  die  Gleichuni: 

(ab4— fd'jx  =  cb'~  bc*  (3), 
eine  Gleichung  von  der  Form  Ax  =  B. 

Da  die  Gleichung  (3)  eine  Combination  der  Gleichungen  (1) 
und  (2),  so  kann  sie  jede  von  diesen  ersetzen  und  man  kann  da- 
her statt  (1)  und  (2)  auch  eine  von  diesen  und  die  Gleichung  (3) 
benutzen. 

Wenn  nun  ah'— ha'  nicht  =0,  so  lässt  die  Gleichung  (3) 
nur  eine  Auflösung,  also  nur  einen  Werth  von  x  zu,  durch  des- 
sen Substituation  in  eine  der  beiden  Gleichungen  (1)  und  (2)  man 
den  zugehörigen  Werth  von  y  bekommt. 

Durch  Elimination  von  x  bekäme  man  eine  Endgleichung  in  y, 
in  welcher  der  Coeffizient  von  y  wieder  ab'—  ba'  wäre  und  die 
daher,  weil  ab' — ba4  nicht  =  0,  auch  für  y  nur  einen  Werth 
liefern  würde.    Sobald  daher  ab'—ba'^0:  so  gibt  es  stets  ein  und 
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nur  ein  Werthenpaar  für  %  und  y,  welches  den  Gleichungen  (1) 
und  (2)  Genüge  leistet. 

Wäre  dagegen  der  Coefnzient  ab'—ba'  der  Unbekannten  in 
der  Endgleichung  =  0,  so  müssten  wieder  2  Fälle  unterschieden 
werden.  Es  könnte  nämlich  dabei  das  bekannte  Glied  cb'—  6c'=0 
oder  verschieden  von  Null  sein. 

Sei  1.  ab'—bu'=<K  indess  cb'-bc'^Q,  so  wäre  die  Glei- 
chung (3)  unmöglich.  Allein  (3)  ist  eine  blosse  Folge  der  Glei- 
chungen (1)  und  1/2  )•,  es  müsste  somit  auch  das  System  der  Glei- 
chungen (1)  und  (2)  unmöglich  sein.  Nun  ist  aber  jede  der  beiden 
Gleichungen  an  sieh  innner  unmöglich,  lässt  sogar  unendlich  viele 
Auflösungen  zu  ;  es  kann  daher  die  Unmöglichkeit  des  Systems  nur 
daher  rühren,  dass  die  beiden  Gleichungen  widersprechende 
Bedingungen  ausdrücke].,  also  nicht  neben  einander  bestehen  kön- 
nen. In  der  That  lässt  sich  sehr  leicht  zeigen,  dass  die  2  Glei- 
chungen sich  widersprechen,  wenn  ab' — ba'  =0,  indess  cb'  bc'^0. 
Denn  multiplizirt  man  die  erste  mit  b\  die  2te  mit  6,  so  kommt 
ab'x+bh'y^cb'  \, 
a'bx-\-bb'y  —  bc'  I 

Nun  folgt  aus  ab'  —  &tt'=0,  dass  ab'^ba' ,  während  aus 
eb'—bc^Q  folgt,  dass  cb'  nicht  =  bc'.  Die  linken  Seiten  der 
beiden  Gleichungen  (4)  sind  daher  gleich,  indes  die  rechten  ver- 
schieden sind,  was  orlenbar  unmöglich-,  denn  die  Grösse  ab'x+bh'y 
kann  nicht  den  2  verschiedenen  Grössen  cb'  und  bc'  gleich  sein. 

Sei  2.  ab'—ba'  =  0  und  br'—cb'  =  Q,  so  nimmt  die  Glei- 
chung (ft)  die  Form:  0.u;=()  an,  lässt  somit  unendlich  viele 
Auflösungen  zu.  Allein  (3)  ist  eine  blosse  Combination  der  Glei- 
chungen (1)  und  (2);  also  müssen  auch  diese  unendlich  viele 
Werths  von  $  zubissen,  von  welchen  jedem  ein  Werth  von  y  ent- 
spricht. Das  System  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  wäre  somit 
unbestimmt.  Wir  behaupten  nun,  das  kann  nur  daher  rühren, 
dass  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  nicht  wirklich  verschieden  sind, 
sondern  identische  Bedingungen  ausdrücken. 

in  der  That  folgt  aus 

a  b 

ab' — 6a'=0  :  ab'—ba4  oder  — -  =  — 

a  n 

.        .     ,      b       c  < 
und  aus       bc' — cb'  =  0  :  bc'=cb'  oder  — -  =  — - 

b'  c' 

Also  aus   den   Bedingungen   ab'—ba'=Ü  und  bc'—cb'—O 


J.Y.' 


i  1 


f    1  a  8  r 

:  "S?3**  T' Ä  ^  GSWbflbdenteÖ  der  äteii  Gleichung 

sind  proportional  den  Coeftizienten  des  Isten,  woraus  folgt,  dass  die 
2te  von  der  ersten  nicht  verschieden  ist,  sondern  durch  Division 
mit  einer  bestimmten  Zahl  aus  derselben  hergeleitet  werden  kann. 
Wirklich  wenn  m  den  gemeinschaftlichen  Werth  der:'»  Quotienten 

a    6      a  c   u    •  ,  .  a 

und  —  bezeichnet,  so  isi        ^  „t  „der  n  =  w«\ 

-—  ==  w  oder  b  =  wft' 

und  5t  =  wi  oder  c  =  wie', 
c 

Die  erste  (Gleichung  kann  daher  auch  geschrieben  werden: 
///.«'./;  } mh'y=^rnc'  und  durch  Division  derselben  mit  m  ergibt  sich 
sogleich  die  2te  Gleichung  a'x+h'y  =  c'.  Die  Gerthe  rop  .r  und 
*/  erscheinen  in  diesem  Fafl   übrigens  auch  beide  in  der  Form 

Denn  da  eh*  -bc'  =  i)  „nd  «b'—btt'^K  so  ist  r  -  t:b'  ~  hv'  =  n  . 

ferner  folgt  aus  -^=— y,  dass  a'c— ac'=0,  somit  u=UC  ~Ca'=n 

Wir  können  daher  den  Satz  124  auch  so  aussprechen: 
Zwei  Gleich  ungen  ersteil  Grades  mit  2  Unbekannten 
lassen  stets  Hur  und  nur  eine  A  u  f  1  ösu ng  z  u  .  wofern 
sie  weder  identische  Hedingungen  enthalten,  noch 
sich  w  idersp  rech  en. 

135«  Im  vorigen  Raisonnement  wurde  hnplicite  vorausge- 
setzt, dass  die  (\>eriixien(en  ft  und  h'  der  Unbekannten  //  nicht  beide 
=  0  seien.  Wenn  das  der  Fall  wäre,  so  würden  die  Produkte 
br\  ab4  und  ha'  einzeln  auf  Null  reduzirt ;  daher  denn  auch 
die  Differenzen  rh'—bc'  und  ab'- -7//i'=0  werden;  dagegen  könnte 
man  daraus  noch  keineswegs  schliessen,  dass  auch  nc'—va'^O  sei; 
und  wenn  das  Letzte  nicht  statt   findet,    so  nimmt,  der  allgemeine 

Werth  von  y  die  Form  an:  — ,  indem  ja  //  =    ^c  wo  der 

ö  ab* — ba 

Zahler  während  der  Nenner  =  O.      In  diesem  Fall  ist  auch 

wirklich  das  System  der  beiden  Gleichungen  unmöglich.  Dieselben 
reduziren  sich  dann  nämlich  auf  die  beiden  Gleichungen:  n.r  =.-.  r, 
und  a'x~  c\  die  sich  widersprechen,  und  folglich  nicht  neben  ein- 
ander bestehen  können,  wofern  nicht  —  =  —  oder  ac*  =  ca'  ist. 
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Findel  afcer  bliese  letztere  Kelatimi  >tatt .  d;nui  rrduziren  sich  flie 
beiden  Gleichungen  auf  eine  Gleichung  aus  welcher  man 

c 

ttir  r  den  bestimmten  Werth  .r  —  —  zieht.   Obgleich  also  hier  die 

a 

allgemeine  Formel  x  unter  der  Form  Jj  erscheinen  lässt,  so  hat 

«'s  doch  einen  einzigen  und  bestimmten  Werth  — ,  den  man  übri- 

a 

ßjens  aus  der  allgemeinen  Form  x  ==  -t-j  — r      herleiten  könnte. 

</o' — Ga' 

de' 

Weil  Dämlich  ac'  —  ca'  vorausgesetzt  wird,  so  ist  a4  —  ,  und  füh- 

c 

reo  wir  in  der  Formel  für  x  an  die  Stelle  von  a'  diesen  Werth 
ein,  so  geht  dieselbe  über  in 

cb' — bc'        c{cb' — bc')      cÄcb' — ray 

.   ac' .77  ca"-  bac' ~~  a(cb'—l>r) 

ab — o  .  — - 
c 

oder,    indem  wir  Zähler  und   Nenner  durch  c6' —  bc'  dividiren, 

x  —  — - .    So   hat  also  in  diesem  Fall  ;r  einen  ganz  bestimmten 
a 

Werth,  obgleich  es  unter  der  Form  [}  erscheint,  wahrend  der 
ebenfalls  unter  der  Form  ^  erscheinende  Werth  von  y  in  der 
That  als  unbestimmt  angesehen  werden  darf,  indem  diese  gar 
nicht  in  der  Gleichung  vorkommende  Grösse  beliebige  Werthe 
haben  kann. 

12G.  Wir  wollen  die  in  Nro.  124  allgemein  behandelten 
Fälle  noch  auf  spezielle  Gleichungen  anwenden.  Gesetzt ,  man 
hätte  die  1  leiden  Gleichungen: 

(1)  12.1— 20*/  =  41 

(2)  21.x— 35y=63, 

^<>  erhalt  man,  wenn  man  behufs  der  IOlimiuatiou  von  x  die  Iste 
Gleichung  mit  7.  die  2te  mit   l  multiplizirt,  die  Gleichungen  : 

(3)  84a;—  I40y=287 
(3)  84^—140^  =  252. 

Da  hier  nun  die  linken  Seiten  gleich,  die  rechten  aber  ver- 
schieden sind,  so  kann  es  gar  keine  Zahlen  geben,  welche,  an 
die  Stelle  von  x  und  y  gesetzt,  gleichzeitig  beiden  Gleichungen 
genügen  \  die  Gleichungen  widersprechen  sich  und  haben  daher 
gar  keine  gemeinschaftliche  Auflösung. 

Die  Unmöglichkeit  dieses  Systems  würde  sich  bei  der  wirk- 
lichen Ausführung  dadurch  kund  geben,  dass  wir  auf  eine  absurde 
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Gleichung,  wie  0  .  x  =  b  kämen.  Aus  Gleichung  (1)  würden  wir 
finden  x  =  ^>  un^  wenn  w^r  diesen  Werth  in  die  2te  Glei- 
chung setzen,  so  kommt: 

2I(ü+p>)_35!,_63 

8614-420?/— 420y=756 

0.y=75(>— 861  =  — 105 
0=— 105. 

Hätten  wir  dagegen  die  beiden  Gleichungen : 
52#— 65?/=91 
68x— 85^=119. 

so  multipliziren  wir,  um  x  zu  eliminiren,  die  erste  mit  68,  die 
zweite  mit  52,  dann  erhalten  wir  die  beiden  identischen  Gleichungen : 

68.  52^—44200  =  6188  und 

52.  68 1—4420^=6188; 
es  bilden  folglich  die  beiden  Gleichungen  nicht  mehr,  als  eine 
Gleichuug;  daher  ist  ihr  System  unbestimmt.  Diese  Unbestimmt- 
heit würde  sich  bei  der  Auflösung  dadurch  gezeigt  haben ,  dass 
wir  sowol  für  x ,  als  für  y  Werthe  von  der  Form  jj  erhalten 
hätten.  Uebrigens  sieht  man  sehr  leicht,  dass  die  zweite  Gleichung 
eine  blosse  Folge  der  ersten  ,  also  von  dieser  nicht  wirklich  ver- 
schieden ist;  denn  es  ist  |£  =  $4  =  fys  =  ;  es  sind  also  die 
Glieder  der  ersten  gerade       von  den  Gliedern  der  zweiten. 

So  oft  also  2  Gleichungen  des  ersten  Grades  mit  2  Un- 
bekannten gegeben  sind,  so  kann  nur  einer  der  folgenden  3  Fälle 
stattfinden : 

1)  Entweder  rindet  man  nur  ein  einziges  System  von  Wer- 
then,  welche  den  beiden  Gleichungen  genügen  und  die  Auf- 
gabe ist  möglich  und  bestimmt;  oder 

2)  es  gibt  gar  keine  Werthe  für  x  und  //,  welche  gleichzeitig 
den  beiden  Gleichungen  genügen;  die  Gleichungen  wider- 
sprechen sich  alsdann  und  die  Aufgabe  ist  un  möglich;  oder 

3)  es  gibt  nicht  nur  einen,  sondern  unendlich  viele  Werthe 
von  x  und  ?y,  welche  den  Gleichungen  Genüge  leisten;  die 
Gleichungen  drücken  alsdann  identische  Bedingungen  aus 
und  die  Aufgabe  ist  unbestimmt. 

127.  Hat  man  3  Gleichungen  mit  3  Unbekannten ,  so 
kommt  man  durch  Anwendung  des  in  No.  112  beschriebenen  Ver- 
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Pahrens  zu  einer  Gleichung*  mit  einer  Unbekannten  von  der  Form 
Ax—B.     Da  sind  nun  wieder  3  Fälle  möglich: 

Ii  Entweder  ist  der  Coeftizient  .1  von  x  nicht  =  0;  dann 
liefert  die  Endgleichung  nach  Satz  122  einen  einzigen  Werth  v<m 
x  und  durch  Benutzung  einer  Gleichung  des  2ten  und  einer  des 
1  steu  Systems  findet  man  die  zugehörigen  Werth  von  //  und  z. 

2.  Oder  der  Coeftizient  .4  ist  =  Q ,  indess  B  >  0 ;  alsdann 
ist  die  Endgleichung  Ax  =  B  unmöglich;  da  aber  die  Endglei- 
chung nur  eine  Folge  ist  der  3  ursprünglichen  Gleichungen,  so 
muss  ihr  System  unmöglich  sein  d.  h.  sie  müssen  widersprechende 
Bedingungen  enthalten. 

3.  Oder  endlich  ist  A  =  U  und  ff  =  0;  dann  ist  die  End- 
Gleichung  unbestimmt,  lässt  also  unendlich  viele  Werthe  für  x  zu. 
Indem  man  irgend  einen  derselben  in  eine  Gleichung  des  2ten 
Systems  setzt ,  erhalt  man  den  zugehörigen  Werth  von  y  und 
durch  Substitution  beider  in  eine  der  ursprünglichen  Gleichungen 
iindet  man  den  zugehörigen  Werth  von  z.  Das  ganze  System  ist 
somit  unbestimmt. 

128.  Haben  wir  allgemein  m  Gleichungen  mit  eben  so  vielen 
Unbekannten,  so  kommen  wir  durch  successive  Elimination  schliess- 
lich zu  einer  Gleichung  mit  einer  Unbekannten  von  der  Form 

Ax  =  B. 

Ist  in  dieser  der  Coeftizient  4  =  U,  so  ist  sie  bestimmt  und 
möglich  und  unser  System  von  m Gleichungen  lässt  dann  eine  und 
mir  eine  Auflösung  zu  (nur  eine  Gruppe  von  Werthen  für  die 
m  Unbekannten). 

Ist  dagegen  A  —  0  und  B^O,  so  ist  die  Endgleichung  unmög- 
lich und  damit  auch  das  ganze  System  unmöglich,  was  nur  daher 
rühren  kamt,  dass  einzelne  der  Gleichungen  sich  widersprechen. 

Ist  endlich  A  —  0  und  B=  0,  so  ist  die  Endgleichung  unbe- 
stimmt, lässt  unendlich  viele  Auflösungen  zu  ;  es  ist  alsdann  auch  das 
ganze  System  unbestimmt ;  einzelne  der  Gleichungen  drücken  dann 
identische  Bedingungen  aus.  i 

Also  ein  System  von  m  Gleichungen  mit  »«Unbekannten  ist 
im  Allgemeinen  möglich  und  bestimmt,  lässt  eine  und  nur 
eine  Autlösung  zu  (sobald  nämlich  die  sämmtlichen  Gleichungen 
wirklich  verschieden  sind  und  doch  sich  nicht  widersprechen). 

Es  kann  aber  auch  vorkommen,  dass  ein  solches  System  uu- 
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möglich  ist.  also  gar  keine  Auflösung  zulasst,  was  eintritt,  wenn 
zwischen  einzelnen  Gleichungen  Widerspruch  waltet. 

Es  kann  endlich  vorkommen,  dass  ein  solches  System  unend- 
lich viele  Auflösungen  zulässt  (dann  nämlich,  wenn  einzelne,  Glei- 
chungen identische  Bedingungen  ausdrücken). 

Fälle,  in  welchen  die  Anzahl  der  Gleichungen  nicht 
über  eins  timmt  mit  der  Anzahl  der  Un  he  kannten. 

1 K  i  d  3  \ "  s  t  e  m  von  in  G 1  e  i  c  h  u  n  g  e  n  mit  m  -\-  n 
Tu  bekannten  i.st  unbestimmt. 

Denken  wir  uns  etwa  3  Gleichungen  mit  5  Unbekannten.  z.  H. 

1)  2x+:>>y+iz— H-3ti=26 

2)  x— 2ij+z+2t— u  =21 

:  I )    3$+2#  -3s  N~h2u  =  :>  2 , 
so  können  wir  hier  etwa  die  Unbekannten  /  und  u  auf  die  andere 
Seite  schaffen    und  vorläufig  wie  bekannte  Grössen  behandeln; 
dann  kekommen  wir  : 

2a;-f-3#-f-4z=26-K  — 3M 
x—2y+z  =21— 2f-H/ 
3.c+2y— 3s=52— /  —2?/. 

Aus  diesen  3  Gleichungen  könnten  wir  y  und  z  berech- 
nen und  bekämen  dadurch  Ausdrücke ,  welche  /  und  u  noch  ent- 
hielten. In  diesen  Ausdrücken  könnten  wir  dann  tür  /  und  u  succes- 
sive  ganz  beliebige  Werthe  einsetzen;  für  jedes  Werthenpaar  von 
/  und  u  bekämen  wir  eine  Werthengruppe  für  .r,  y  und  s,  also 
eine  Auflösung  unsers  Systems.  Da  wir  nun  in  der  Wahl  der 
Werthe  von  /  und  v  unbeschränkt  sind,  so  wird  die  Zahl  der 
möglichen  Auflösungen  unendlich  gross  sein. 

130.  Ein  System  von  mehr  G 1  ei  c  Ii  u  n  ge  u  als  Un- 
bekannten ist  im  Allgemeinen  uumöglich. 

Um  das  einzusehen,  denken  wir  uns  /.  B.  7  Gleichungen 
«mit  I  Unbekannten,  so  können  wir  von  diesen  7  Gleichungen 
irgend  4  wählen  und  aus  denselben  die  Werthe  der  4  Unbekannten 
bestimmen.  Wir  linden  nach  128  im  Allgemeinen  ein  einziges 
S\  stein  v<m  Werthen  für  die  I  Unbekannten.  Um  nun  zu  wissen, 
ob  das  gegebene  System  von  7  Gleichungen  mit  4  Unbekannten 
möglich  sei,  dürfen  wir  nur  untersuchen,  ob  die  gefundenen  Wer- 
the auch  noch  die  3  übrigen  Gleichungen  verifiziren.  Das  wird 
ho  Allgemeinen  nicht  der  Fall  sein,  es  wäre  denn,  dass  dieselben 
bifcossfi  Gonse<|uenzon  der   I  ersten  Gleichungen  wären,   so  dass  die 
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7  Gleichungen  nicht  mein-  uh  1  wirklich  verschiedene  Glriehungen 
bilden  wünlon.  Em  System  von  7  Gleichungen  mit  4  Unbekann- 
ten oder  allgemein  von  m  -\-  n  Gleichungen  mit  bloss  m  Unbekann- 
ten ist  daher  im  Allgemeinen  unmöglich.  Es  ist  in  solchem 
Fall  eine  Ueherbestiminung  vorhanden,  d.  h.  man  liat  den  Unbe- 
kannten mehr  Bedingungen  auferlegt,  als  sie  zu  ertragen  vermögen. 


Sechster  Abschnitt. 

Wleifchungen  des  2ten  ßrades. 

Auflösung  quadratischer  Gleichungen   mit  einer 
Unbe  kann  ten. 

181.  Eine  quadratische  Gleichung  kann  nur  .*>  Arten  von 
Gliedern  in  sich  schliessen,  nämlich  Glieder,  welche  das  Quadrat 
der  Unbekannten,  solche,  welche  die  erste  Potenz  derselben  ent- 
halten und  endlich  noch  ganz  bekannte  Glieder.  Denkt  man  sieh 
die  Gleichung  von  Nennern  befreit,  die  angedeuteten  Operationen 
ausgeführt  und  endlich  nach  fallenden  Potenzen  von  x  geordnet, 
so  wird  sie  die  Form  ax2-hbx-{-c=^  annehmen. 

Da-  Lösung  dieser  Gleichung  ist  sehr  einfach,  wenn  einer 
der  Goeffizienten  Null  wird. 

Wäre  zunächst  a  =  0,  so  wäre  die  Gleichung  keine  quadra- 
tische mehr;  wir  schliessen  also  diesen  Fall  von  unserer  Betrach- 
tung aus. 

ist  aber  />  =  ().  so  reducirt  sich  die  Gleichung  auf 
ax1  -f-  c  =  0,  woraus 
ax1  —  —  c 

a 

x  '4  ±  ]/  -  1 

Sie  lässt  so  viele  Wurzeln  zu ,  als  die  Quadratwurzel  au 
einer  Zahl  Werthe  hat,  nämlich  zwei.  Die  Gleichung  heisst  in 
diesem  Fall  eine  reine  quadratische  Gleichung. 

Beispiel: 

hx1—  158  =  2a?'-— 1 1  (1) 
5x-~ -2x-2=158— 11 
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3.x2  =147 
.r2=M  1=49 
x-  =  ±y/49  =  ±  7. 
Die  Gleichung   (1)   muss  also   sowol  durch  -|- 7 ,  als  durch 
—  7  verifizirt  werden.     Das  ist  auch  der  Fall.     Denn  für  x  =  7 
erhält  man : 

5  .  7-— 158  =  2  .  72 — 11 
r> .  49—158  =  2.49—11 
245—158=98—11 
87=87. 

Ebenso  für  —  7,  da  ( —  7)2  auch  =  +  49. 
Ist  ferner  r  =  0 ,  so  reduzirt  sich  die  allgemeine  Gleichung 
auf  ax2-t-bx=0 

und  wenn  wir  hier  x  als  gemeinschaftlichen  Faktor  absondern  : 

x(ax-hb)=0 

welche  zerfallt  in 

1.  x=D 

2.  ax-hb=0  oder  x==  — 

a 

Auch  diese  Gleichung  liefert  für  x  also  zwei  Werthe. 
Beispiel:  . 

7a?2 — fyx=2x2-\-(]x 
hx2—l0x=0 
x(bx— 10)=0 
woraus  1.  sc=0 

2.    5a;— 10=0  oder  #=2. 
Also  j:=0  und  x=2  sind  die  Wurzeln  dieser  Gleichung. 
Ist  endlich  keiner  der  Coeffizienten  =0,  so  haben  wir  die 
quadratische   Gleichung  in  ihrer  allgemeinsten  Form,   an  deren 
Auflösung  wir  jetzt  gehen. 

132,  Sei  (1)  ax2-hbx-\-c=Q  unsere  Gleichung,  so  können 
wir  zunächst ,  ohne  die  Wurzeln  zu  alteriren  ,  auf  beiden  Seiten 
durch  den  Coeffizienten  a  des  ersten  Gliedes  dividiivn wodurch 

b  c 

wir  erhalten  :  x2  H  x  -\  =0, 

a  a 

oder  wenn  wir  zur  Abkürzung  —  =  wund  —  =  q  setzen: 

a  a  1 

(2)  x2+px+q=0 

auf  welche  Form  jede  Gleichung  2ten  Grades  gebracht  werden 

kann. 


Indem  wir  q  auf  die  rechte  Seite  schaffen,  erhalten  wir  zu- 
nächst x^-hpx— — q.' 

Eine  Zerlegung  der  linken  Seite  in  x  (x  -h  //),  wie  im  2ten 
Fall  von  No.  131  würde  hier  nichts  nützen.  Dagegen  bemerken 
wir  leicht,  dass  diese  linke  Seite  die  beiden  ersten  Glieder  des 
(Quadrates  einer  2theiligen  Grösse  enthält.    Es  ist  nämlich  xr  das 

Quadrat  von  x  und  px  ist  =  2.#. d.  h.  kann  als  daa  dop- 
pelte Produkt  aus  x  in  aufgefasst  werden.  Wir  dürfen  daher 
nur  noch  das  Quadrat  von        also  £-  addiren.  so  haben  wir  link^ 

das  vollständige  Quadrat  x2-{-px-{-^-  von  x -h  Damit  aber 

die  Wurzeln  der  Gleichung  nicht  gestört  werden,  müssen  wir  auch 

auf  der  rechten  Seite  —  addiren,  wodurch  wir  erhalten: 
4 


2 


oder  («f  —  5; 


woraus  sich  ergibt:  a?=  —  "Tt  i 


Die  beiden  Werthe  von  x  oder  die  Wurzeln  der  quadrati- 
schen Gleichung,  die  wir  in  der  Folge  mit  x'  und  x"  bezeichnen 
wollen,  sind  demnach: 


X  ~       2  +V  4 


n2 


Ausser  diesen  beiden  Werthon   x4  und  .x"  gibt  es  offenbar 

keine  mehr,  da  die  Quadratwurzel  aus        —  q   nicht   mehr  ,  al>. 

4 


die  zwei  durch  ±  ,  /  ■£  q  bezeichneten  Werthe  hat,  wie  wir  in 

y    4  7 

M<>.  90  sahen.  Es  hat  folglich  eine  Gleichung  des  zweiten  Grades 
mit  einer  Unbekannten  immer  zwei  und   nie  mehr,   als  zwei 
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WtürzWii,  was  wir  BtbHg^tis  in  der  Folge  noch  auf  ähnliche  Art 
nachweisen  werden,  wie  in  No.  122  gezeigt  wurde,  dass  eine  Glei- 
chung dea  ersten  Grades  mit  einer  Unbekannten  nicht  mehr,  als 
eine  Wurzel  haben  kann. 

1  :J3.  Dass  die  oben  für  ./•  gefundenen  Werthe  x'  und  ./'* 
in  der  Tliat  die  Gleichung  xl-\-])X-\-q=^  veritiziren ,  davon  über- 
zeug man  sieb  leicht  ,    wenn  man  dieselben  in  die  Gleichung  ein- 

•» 

P  V 

i'ilirt     Setzen  wir  einmal  für  X  den  AVerth  q?'=s< —  2  J  "      ~  }j 

so  kommt : 


2  i  /  'i  V 

+y  f  -  -  v)  +/'  (-  -f  +y/  f  - «/)+?  (i) 

k/;  (_  r  +  v  E  _,j  =pi-l)}i^_q+v-  _q 

Urwr:  P-\  —  -J+\  VT  ~V  =  ~  I"  +?'V  4  _  W  dah6r 
verwandelt  sich  (1)  in: 

■>  o  rj2 

liier  wird   nun  -j-  -|-  -y-  durch — ~-  aufgehoben  j  es  ist  ferner 

und  endlich  — <J  +  q  =  $1  daher  heben  sich  die  Glieder  auf  der 
rechten  Seite  von  (2)  gegenseitig  auf  und  somit  wird  die  Gleichung 
jfi  _|1 p ^  ,j_  q.  —  Q  in  der  That  durch  den  Werth  von  a;'  verifizirt. 

P         i  Pt 

Aber  eben  so  gut  wird  sie  auch  durch  .r"  =  9  —  y  "4"  —  V 

/     P         P5  Y 

verifizirt;  denn  man  hat  alsdann:  .i2-f-/?a?+(/==^ — ^  —  y   4 — 7^ 

^^■"i^V  r~9)+<?  oder  *2+^+'Hr+,'V  f~~~v 
2        2  2 

H- j  <j  —  —  p  1 1  ~-  <y  -}-  wo  die  Glieder  auf  der  rech- 
ten Seite  sich  gegenseitig  aufheben.  Die  Gleichung  ar-f-/;.r-h</  =  0 
wird  also  in  der  That  durch  x*  und  .r"  verifizirt,  was  für  Werthe 

auch  p  und  (j  haben  mögen  ,    ja  seihst  dann  noch  .  wenn  —  —  7 
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negativ  und  folglich  y   q  imaginär   wird,  wofern  man  nur 

diese  imaginären  Grössen  wie  reelle  Zahlen  behandelt. 

134.  In  No.  132  haben  wir  aus  der  Gleichung  x2-\-px-\-q=^Ü 

den  Werth  gezogen  :         a?  =  f~     V  4  

Nun  ist  \)  der  Coefiizient  von  x  in  der  obigen  Gleichung, 

daher  ■ — ■  ~  die  Hälfte  des  Coeffizienten  von  x  mit  entgegenge- 

•» 

setztem  Zeichen  5  q  ist  das  ganz  bekannte.  Glied ;  also  y  «die 

4 

Summe  aus  dem  Quadrat  des  halben  Coeffizienten  von  x  und  dem 
mit  umgekehrtem  Zeichen  genommenen  ganz    bekannten  Gliede. 

V  :  V2 

Daher  wird  #  =  —  o~    V   4  '  m  ^orten    ^ssen : 

Die  Unbekannte  einer  auf  die  Form  x  2  •+ px-{- q  =  0 
gebrachten  quadratischen  Gleichung  ist  immer  gleich 
der  Hälfte  des  Coeffizienten  von  x  mit  umgekehrtem 
Zeichen  plus  oder  minus  der  Quadratwurzel  aus  der 
Summe  von  dem  Quadrat  jenes  halben  Coeffizienten 
und  dem  auf  die  rechte  Seite  gebrachten  ganz  be- 
kannten Gliede. 

185.  Wir  sind  hiernach  im  Stande,  die  Wurzeln  einer  jeden 
quadratischen  Gleichung  anzugeben,  ohne  die  Gleichung  wirklich 
aufzulösen.    Es  sei  als 

lstes  Beispiel  die  Gleichung  9x--f-157.r — 90=0  gegeben, 
so  bringen  wir  sie  zuerst  auf  die  Form  x2-\-px-\-q={.) ,  indem  wir 
auf  beiden  Seiten  durch  9  dividiren,  wodurch  wir  die  Gleichung 
erhalten:  X2-^^  .x— 10=0, 

und  hieraus  folgt  nach  obige!/  Kegel  sogleich: 

x  =  —  g  ±  J(DJ)*  +  1Ö  oder:  

157        /  1572-M8MO        157     ^24649  +  3240 

1  V 


18  ^  V         182  18  18 


-  157db>/*7889       —  157  +  167 

X  18  ~  "  18 

^  .  ,  ,  —  157  +  167  10  5 
Es  ist  daher  x'  =   ^  =  -h  +  — 

—  157—167  —324 
und  x"  =   1  =-^=-18. 

Orelli,  Algebra    2te  Auflage.  1 * 
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x4  =  ^  und  x"  =  —  18  sind  also  die  Wurzeln  der  obigen 
Gleichung.  # 

V  erifica  tio  n.  Um  die  Richtigkeit  der  Lösung  zu  prüfen, 
dürfen  wir  nur  die  für  x4  und  x"  gefundenen  Werthe  in  die  ge- 
gebene Gleichung  setzen,  welche  dann  sowol  durch  u'=y,  als  auch 
durch  x= — 18  auf  Null  reduzirt  werden  sollte. 

Durch  geht  die  Gleichung  9ar-f-l57.r  —  90=0  über  in : 

9.  (£)2-f-157.  |—90=0  oder: 
U-f-ip  —  90  =  0 

8io_  90  oder  90-90=0. 
I 

betzen  wir  aber  x=  — 18  in  die  Gleichung ,  so  verwandelt 
sie  sich  in  9  .  (— 18)2-f 157  .  (—18)— 90=0 

9  .  324—157  . 18—90=0 
oder  2916—2826—90=2916—2916=0. 

Die  Gleichung  9rc'24-  157x —  90  =  0  wird  also  durch  #  =  § 
und  #= — 18  verifizirt  und  daher  sind  |-  und  —  18  in  der  That 
die  Wurzeln  derselben. 

2  t es  Beispiel.  Es  sei  die  Gleichung  x~ — 14x4-4 5=0  ge- 
geben, so  ist  hier  a;=  4-7^^49  —  45=  4-  7±  V~4~=7:fc2;  daher 
#'=74-2  =  9  U11d  #"=7—2=5. 

Und  in  der  That  wird  das  Trinom  x2  —  1 4a?  -f-  45  sowol 
durch  #  =  9,  als  auch  durch  x~h  auf  Null  reduzirt;  denn  a?=9 
gibt:  92— 14.94-45  =  81— 126+45=  126— 126=0;  #  =  5  aber 
gibt:  52-14  .  54-45  =  25—704-45=70—70=0. 

3 tes  Beispiel.    Es  sei  ferner  die  Gleichung  aufzulösen: 
24a?24-2# — 15=0,  so  ist  auch 

X'  4-—  g-  =0,  woraus 


1        /  /  1  r     6  1  / 

a7  =  -24±V/'24/+TÄ-24±V/ 


1  1-72.5 

~2  42 


x  = 


Also 
und 


— 1±>/361 

— 1±19 

24 

24 

—  1  4-19 

18 

3 

24 

24 

Ä  4 

—  1  —  19 

20  5 

24 

24  Ä  6 

Verification:  Setzen  wir  an  die  Stelle  von  x  den  Werth 

a/=J,  so  kommt :      24  .  (f)2  -f-  2  .  |  —  15  =  0, 

,      24.  9      6       ir      27      3       '        30      ,s  A 

oder  — — -  4-  15  =  —+—  —  15  =  -  15  =  0. 

lb        4  2       2  2 
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Wenn  wir  aber  a?"= — £  an  die  Stelle  von  x  setzen,  so  er- 
halten wir:  24  .  (—  $)*  -f- 2  .  (—  \)  —  15  =  0, 
,     24.25     10      ^      4.25  10 

°d6r  -36  J-lb  =  -ß~-T-lb  =  ° 

oder  UL?  —  lo  _  15  =  90  —  15  =  15  -  15  =  0. 

6    i        ^6  6 

4tes  Beispiel.    Haben  wir  ferner  die  Gleichung 
x2 — 4x4-9=0,  su  ist  hier 
x  =  2  ±  >/4-  9  =2  ±  V~ somit 
=  2  4-  V  —~5  und  x'"  =  2  —  ^~5. 
Die  beiden  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  also  imaginär, 
d.h.  es  gibt  weder  eine  positive,  noch  negative  Zahl,  welche,  an 
die  Stelle  von  x  gesetzt,  das  Trinom  x1 — 4x  4-  9  zu  Null  machen 
würde.    Wenn  wir  aber  die  imaginären  Symbole,  die  wir  als  Wur- 
zeln dieser  Gleichuug  erhielten  ,   an  die  Stelle  von  x  setzen  und 
sie  den  nämlichen  Kechnungsregeln ,  wie  die  reellen  Grössen, 
unterwerfen,  so  wird  die  Gleichung  doch  verifizirt.    Man  hat  näm 
lieh:     x2—  4a?4-9=(2+Vf^5)2— 4  .  (2-fV  -  5)4-9=0  oder 
44-4^  —  5—5—8—4^^54-9=0  oder 
4r-iV^o— 13— 4^^4-9=^4^^—4^^—94-9=0, 
da  ja  4-4^ — 5  und  — 4^ — 5,  ferner  — 9  und  4-9  sich  gegenseitig 
aufheben. 

Ebenso  würde  die  Gleichung  durch  .*;"=2 — yj — 5  verifizirt. 

136.  Statt  indessen,  wie  in  den  vorangehenden  Beispielen, 
bei  der  Auflösung  quadratischer  Gleichungen  die  allgemeine  For- 
mel zu  benutzen,  thun  namentlich  Anfanger  gut,  die  Gleichungen 
direkte  aufzulösen.  Gesetzt,  wir  hätteu  die  Gleichung  6x2 — x — 2 
=0,  so  erhalten  wir  zunächst,  indem  wir  durch  6  dividiren: 

x1  —  =  0,  oder 

b  o 

X  fl 

x  1 

Nun  kann  —  als  das  doppelte  Produkt  aus  x  in  

6  rr  12 

angesehen  werden,  weil  — -?=2.a,\ —  U^k   Wenn  wir  daher  noch 

b  \  1 2  / 

das  Quadrat  von  —  ^  oder  {\A  auf  beiden  Seiten  addiren,  so 
wird  die  linke  Seite  ein  vollständiges  Quadrat  und  man  hat  dann: 
x 


0  +144      3  "f~144 


11 
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oder :    (x  -  ,^  =  ^  =  tf< 

x-  A  =  ±V.4A  =±tV; 

somit:  x  =      ±  ^5  also  ist: 

a?/  —  TO  +  H  —  i\  —  T 

x'=  ]  und  j;"= — .|  sind  demnach  die  Wurzeln  dieser  Gleichung. 
Es  sei  ferner  die  Gleichung  gegeben: 

x2-i-kx+10a2=7ax+'2b2— ab, 
so  bringen  wir  zunächst  die  bekannten  Glieder  auf  die  rechte,  die 
unbekannten  auf  die  linke  Seite,  wodurch  wir  erhalten: 

x2— (7a— 6)x=26*—  10a2— ab 
oder  indem  wir  zur  Vervollständigung  des  Quadrates  auf  beiden 

Seiten  /  — — ^  J   addiren : 

£  -(7a-  b)x+[  1?=-*       ( Sj*  f+2b\-l  Oa"-ab 
oder       —  ( 7a~6 |j*  =  (7a— 6)2+862— 40a»— 4oA 

|       |  7q-  b  jj     49a'—  14a6+»-+86,-— 40a°—  4ub  ± 

9a1— 18ab+9b2 


Ta—b  9aJ-18a&+962      3«— 36 


7a  — b      3a — 36 


x-  =    dt  — ~ —  ;  also 

7q— 6-r-3a  —  36  __  10a— 46 
2  T  *  2 


=  5a  -  26 


7a— 6-3a-f-36        4a+26  ,  , 

x  2*2 

137.  Relationen  zwischen  den  Wurzeln  und  den 
Coeffizienten  einer  quadratischen  Gleichung  von  der 
Form:  x2+\)X-\-q  =  0. 

Wir  haben  als  Wurzel  dieser  Gleichung  gefunden: 
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Durch  Addition  dieser  beiden  Gleichungen  finden  wir: 

x'  +  x'-  =  -\-  |  =-p, 

d.  h.  die  Summe  der  Wurzeln  ist  gleich  dem  Coefftzienten  von  x 
mit  entgegengesetztem  Zeichen.    Allein  statt:  x'-\-x"  = — p  könnte 


man  auch  schreiben: 


p=  —  x'  —  x" 


d.  h.  der  Coeffizient  von  x  ist  gleich  der  Summe  der  mit  umge- 
kehrtem Zeichen  genommenen  Wurzeln. 

Wenn  wir  die  beiden  Gleichungen  ( l)  und  (2)  aber  mit 
einander  multipliziren  und  dabei  berücksichtigen,  dass  wir  rechts  die 

Summe  und  die  Differenz  der  beiden  Grössen  —  und  *  /  —  

2         V  4 

haben,  so  kommt 


oder 


^-(-l)'-(v  Wi 


also  x'x"  =  q  d.  h.  das  Produkt  der  beiden  Wurzeln  ist  gleich 
dem  ganz  bekannten  Gliede. 

Es  ist  also  in  jeder  quadratischen  Gleichung 
von  der  Form  x1  -h px -h q=0  der  Coeffizient  von  x 
gleich  der  Summe  der  mit  umgekehrtem  Zeichen  ge- 
nommenen Wurzeln  und  das  ganz  bekannte  Glied 
gleich  dem  Produkt  derselben. 

Diese  Kelationen  lassen  uns  in  vielen  Fällen  die  Wurzeln 
einer  quadratischen  Gleichung  sofort  erkennen,  ohne  dass  wir  die 
Gleichung  erst  aufzulösen  brauchen.  Wäre  z.  B.  x2 — 9aH-20=0 
die  Gleichung,  so  müssten  die  Wurzeln  x4  und  x"  derselben  so 
beschaffen  sein,  dass  ihre  Summe  =  9  und  ihr  Produkt  =  20 
wäre.  Unter  den  ganzen  Zahlen,  deren  Summe  =  9,  sind  es  aber 
nur  4  und  5,  welche  zum  Produkt  20  geben;  die  Wurzeln  sind 
also  4  und  5.  Hiesse  die  Gleichung  x2-|-9aH-20=O,  so  müsste 
die  Summe  der  Wurzeln  = — 9  und  ihr  Produkt  wieder  =  20 
sein.    Somit  wären  — 4  und  —  5  die  Wurzeln. 

Hiesse  die  Gleichung:  x*+x — 20=0,  so  müsste  die  Summe 
der  Wurzeln  =  1,  ihr  Produkt  = — 20.  Weil  das  Produkt  ne- 
gativ, so  haben  die  Wurzeln  entgegengesetztes  Zeichen  ;  ihre  Summe 
ist  = — 1;  also  muss  die  negative  Wurzel  dem  absoluten  Werthe 
nach  um  1  grösser  sein,  als  die  positive.    Die  Wurzeln  sind  dem- 
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nach  —  5  und  -f-  4.  Ebenso  fände  man  endlich,  dass  die  Glei- 
chung x2 — x — 20=0  zu  Wurzeln  -f-  5  und  —  4  hätte. 

Umgekehrt  kann  man  mit  Hülfe  dieser  Relationen  stets 
quadratische  Gleichungen  mit  vorgeschriebenen  Wurzeln  bilden. 
Man  darf  nur  die  Summe  dieser  Wurzeln  und  deren  Produkt  bil- 
den, die  lste  mit  entgegengesetztem  Zeichen  zum  Coeffizienten  von 
x  y  das  letzte  aber  zum  ganz  bekannten  (absoluten)  Gliede  machen. 
Solleu  z.  B.  7  und  8  die  Wurzeln  sein,  wie  lautet  die  Gleichung  ? 
Die  Summe  der  Wurzeln  ist  =  7+8=15;  das  Produkt  =  56; 
daher  ist  — 15  der  Coeffizient  von  x  und  56  das  absolute  Glied 
und  die  Gleichung  heisst:  x2  —  l;uM-5G==0.  Sollen  9  un^-131  die 
Wurzeln  der  zu  suchenden  Gleichung  sein,  so  ist  die  Summe  der 
Wurzeln  =9 — 13=  -  4,  das  Produkt  derselben  =9  .(—13)=— 117  ; 
daher  wird  +4  der  Ooeftizient  von  x  und  — 117  das  absolute 
Glied  sein  und  die  Gleichung  somit  heissen:  x2+4x — 117=0. 

138.  Auflösung  d er  Glei chu n g  ax2-t-bx-\-c=0  ohne 
vorherige  Division  durch  den  Coeffizienten  von  x2. 

Wir  schaffen  das  absolute  Glied  c  wieder  auf  die  rechte  Seite 
und  bekommen: 

ax2+bx— — c. 

—  fl  b 

Nun  ist  ax2=(xJ  a  )2  und  bx=2  .  x  V  ,  ;   somit  sind 

2yj  a 

ax2-\-bx  die  beiden  ersten  Glieder  des  Quadrats  von  Xyj  a  H  =^ 

2^  a ' 

b_ 
\2f 

um  links  ein  vollständiges  Quadrat  zu    bekommen.    Wir  erhal- 
ten so: 


Wir  dürfen  daher  nur  auf  beiden  Seiden  l—^=.\  =  ^  addiren, 

\2Jal  4« 


.     ,       b2       b2  62  — 4ac 

ax-  +  bx  4-—  =  -A  c  =  

4a      4a  4a 

h    \2      b2-  4ac 


4a 


2^  a  V       4a  2yj  o 

i —  b        Jb2 — 4ac 

xja  =  1=±  - — p=r~ 

2yJ  a         2yJ  a 

und  indem  wir  noch  auf  beiden  Seiten  durch         dividiren,  kommt : 
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b       Jb2 — iac 

X  =  —  —  ±   5  

2a  2a 


woraus  x  = 


und  x'  m 


■ft+V62— 4qc 
2a 

-b—>jb2—±ac 


2a 

Mit  Hülfe  dieser  Formel  können  wir  die  Wurzeln  einer  qua- 
dratischen Gleichung  angeben,  ohne  sie  erst  durch  Division  auf  die 
Form  x2+px-t-q=0  zu  bringen. 

Beispiel.    Sei     8#2-f-33a:— 35=0, 
so  ist  a=8,  6  =  33  und  c= — 35;  daher 

— 33±V332+4.8.35   '   —  33^ 1 0894-1 120 
X  278  ~~  16~ 


_  — 33±V2209  _  — 33±47 


daher      x1  = 


16  16 
.33-47      14  7 


16  *16  8 


„  _  —33—47   "  —80  _ 
X  ~~      16       ~~    16    ~  b' 

Die  Rechnung  nach  dieser  Formel  ist  jedoch  durchaus  nicht  vor- 
theilhafter,  als  die  frühere,  die  sogar  stets  einfacher  ist,  sobald  der 
Coeffizient  von  x  eine  gerade  Zahl. 

139.  Unt  ersuchung  des  Falles,  in  welchem  der 
Coeffizient  von  x2  unendlich  klein  wird. 

Bei  der  Auflösung  der  quadratischen  Gleichung  ax2-[-bx-t-c=zQ 
haben  wir  in  Nro.  132  gleich  von  Anfang  durch  a,  in  Nro.  138 
aber  am  8chluss  noch  durch  yj  a  dividirt.  Wäre  der  Coeffizient 
a  von  x2  wirklich  =  0,  so  dürfte  man  überhaupt  weder  durch 
a,  noch  durch  ^  a  dividiren,  käme  übrigens  auch  nicht  in  den 
Fall,  es  zu  thun,  weil  alsdann  das  Glied  mit  x2  ganz  herausfiele 
und  die  Gleichung  sich  auf  eine  Gleichung  lsten  Grades  reduzirte. 

Wenn  dagegen  der  Coeffizient  ß  von  a;2  unendlich  klein  wird, 
so  werden  die  beiden  Wurzeln 


-b-<Jh*-*ac 
2  a 


dann,  da  b2—  Aac  sehr  wenig  von  b2  und  yjb2 — 4ac  sehr  wenig  von 
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b  verschieden  ist,  die  eine  von  der  Forin  IL  die  andere  aber  von 
der  Form  —-s  wobei  jedoch  unter  0  nicht  die  absolute  Null,  son- 
dern eine    unendlich  kleine  Zahl  w    gedacht  werden  muss.  Die 

letzte  x"  wäre  dann:  x"  -= — ^ — -  =  —r~  =  — 1  welcher  Quo- 

2(o  2co  <*t 

tient  =  jo.  Die  Wurzel  x"  unserer  Gleichung  wird  also  00, 
sobald  a  unendlich  klein.  Was  die  Wurzel  x'  anbelangt,  so  er- 
scheint sie  unter  der  Form  der  Unbestimmtheit :  diese  Uubestimmt- 
heit  ist  aber  nur  scheinbar.  Um  sie  zu  entfernen,  multipliziren 
wir  Zähler  und  Nenner  mit  — b — yjb2 — 4ac,  und  bekommen  dann: 

-"                          2a{-  b—yjb-—4ac) 
i  _     62— (b'1— iac)  4qc 

—2a{b+yJl7^Ia~c)  ~~~  —2a(b+>Jb2—4ac) 
und  wenn  wir  den  gemeinschaftlichen  Faktor  2  a  Veglassen,  so 
kommt 

2c  2c  c 


x'  = 


b+b         2  b 


c 

Die  beiden  Wurzeln  sind  also:  x1  =  j- 

b 

und  x"  =  —  oc. 

140.  Zerlegung  eines  Trinoms  vom  zweiten 
Grade  in  Faktoren  des  ersten  Grades. 

1.  Fall.  Hat  das  Trinom  die  Form  x2+px+q  d.h.  ist  der 
Coeffizient  des  lsten  Gliedes  =-  1,  so  suchen  wir  es  so  zu  trans- 
formiren,  dass  es  als  Differenz  zweier  Quadrate  erscheint.  Nun 
sind  x2-{~px  Tbereits  die  beiden   ersten  Glieder  des  Quadrates  von 

x  +  —  \  wir  dürfen  daher  nur  noch  --  hinzufügen,   um  ein  voll- 
2  4 

ständiges  Quadrat  zu  haben;  damit  aber  der  Werth  des  Trinoms 

P2 

unverändert  bleibe,  müssen  wir  -  -  auch   wieder  subtrahiren  oder 

4 

mit  andern  Worten:  wir  addiren  ~,  was  =  0;  dann  kommt 

4  4 


P  P" 

J  2-\-px+q  =  x2-\-px+  4-7 


-(•*D'-(?-f) 


—    169  — 


Nun  haben  wir  die  Differenz  zweier  Quadrate;  diese  ist  zer- 
legbar in  ein  Produkt  aus  der  Summe  der  Wurzeln  in  deren  Diffe" 

P  l  P2 

renz;  die  Wurzeln  dieser  Quadrate  sind  a?+-g  und  y  —  —  '/'• 

-> 

daher  ihre  Summe  =  X  +  JL+^  *^  —  q   und   ihre  Differenz 

Jeder  dieser  beiden  Faktoren  kann  als  ein  Binom  ersten 
Grades  aufgefasst  werden,  dessen   erstes  Glied  =  x.  Vergleichen 

ij            tfi                a          I  p1 
wir  die  zweiten  Glieder   g      \  T  ~ '         2  y  ~4  

mit  den  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  xl  -f-  px  +  V  =  °i 
nämlich  mit 

so  erkennen  wir,  dass  der  2te  Theil  des  ersten  Faktors  gerade 
=  —  x"  und  der  2te  Theil  des  2ten  Faktors  gerade  gleich  —  x' 
ist.    Wir  haben  daher  das  Resultat: 

Jedes  Trinom  zweiten  Grades  von  der  Form 
x2-\-px-\-q  lässt  sich  in  2  Faktoren  des  ersten  Grades 
zerlegen,  deren  erste  Gliederest?,  deren  zweite  Glie- 
der aber  die  mit  umgekehrtem  Zeichen  genommenen 
Würz  ein  d  e  r  q  11  ad  ra  t  i  sehe  11  Gl  ei  chung  sin  d,  die  sich 
aus  der  Annulliruug  des  Trinoms  ergibt. 

Man  k<">mite  daher,  um  ein  Trinom  von  der  Form  x2jt-px-i-q 
in  Faktoren  des  ersten  Grades  zu  zerlegen,  dasselbe  =  0  setzen, 
die  Wurzeln  der  so  erhaltenen  Gleichung  aufsuchen  und  sie  suc- 
cessive  von  x  subtrahiren.  Die  so  erhaltenen  Differenzen  sind 
dann  die  gesuchten  Faktoren.  So  wenn  ar-r-l^aH-35  in  Faktoren 
des  ersten  Grades  zerlegt  werden  sollte,  so  würde  man  die  Glei- 
chung bilden:  a?M-l  2*4-35=0,  woraus  folgt  *=—  64:^36 — 35  = 
— 6i>/ T~— —  6±1  ;  also  x'=  —5  und  x"  = -—  7;  somit  sind 
X — x4—x+b  und  x — x'—x+l  die  beiden  Faktoren  und  daher  ist 
a;--J-12j:-r-35=(a;-r-5)(x,-f-7)  eine  identische  Gleichung. 
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Man  könnte  indessen  eben  so  gut  die  Zerlegung  direkt  vor- 
nehmen, wie  beim  allgemeinen  Trinom  a2+/*r+</.  Da  würde  man 
die  Summe  der  2  ersten  Glieder  d.  h.  a?l+  12a;  zu  einem  vollstän- 
digen Quadrat  zu  ergänzen  suchen,  indem  man  62=36  addiren 
und  —  um  den  Werth  des  Trinoms  nicht  zu  stören,  —  wieder 
subtrahiren  würde.    Man  bekäme  so: 

a?2+12a?+35  =  a?2+12;r+36 -  36+35  =  (rr+6)2  -1. 

Hier  haben  wir  nun  die  Differenz  zweier  Quadrate,  deren 
Wurzeln  #+6  und  1  sind;  daher 

(x+6)2-  1  =  (#+6+1)(a+6— l)-(a?+7)(a?+5). 
Somit  x2+12a+35  «(a?+7)(a?+5). 

2.  Fall:  Ist  der  Coefftzient  des  lsten  Gliedes  unsers  Tri- 
noms nicht  =  1 ,  hat  also  das  Trinom  die  Form  a#2+6.7 +r,  so 
können  wir  zunächst  a  als  gemeinschaftlichen  Faktor  absondern, 

also  ax2+fta+e  =  o  {xr  -\-~  a+  -^j  setzen  und  nun  in  gleicher 

Weise,  wie  früher,  den  trinomischen  Faktor  x2+  —  a+  °  zer- 

a  a 

legen.    Es  ist 

a       a  a      Via !      \  2a  /  a 

Nun  sind  die  beiden  Faktoren  wieder  Binome,  deren  erste 

Glieder  =  J;,  während  die  2ten  Glieder  -~  +  ^~li-C  und 

2a  2a 

b       V^2— 4ac 

2^  ^   mit  um&ekehrtem  Zeichen  genommenen  Wur- 

zeln der  Gleichung  x2+  — ff+-l  =0  oder  der  mit  ihr  aequiva- 

lenten  Gleichung  ax2+bx+c  =  0  sind.  Das  Produkt  dieser  bei- 
den Faktoren  gibt  aber  nicht  das  Trinom  ax2-{-bx+c,  sondern 

bloss  den  aten  Theil  desselben,  nämlich  #2 +—  #+—  und  man 

a  a 
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hat  daher  dem  Produkt  jener  beiden  binomischen  Faktoren  noch 
den  Faktor  a  beizusetzen,  um  das  gegebene  Trinom  ax2-k-bx-\-c 
zu  erhalten,  so  dass 

=  a(x — x")(x — x') 
wenn  wir  wieder  mit  x*  und  x"  die  Wurzeln  der  Gleichung 
ax2-\-bx-t-c=0  bezeichnen. 
Soll  z.B.  12x*— x— 6  in  Faktoren  des  ersten  Grades  zer- 
legt werden,  so  wissen  wir,  dass 

I2x2-x— 6  =  Vlix— x')(x— x"),  wenn  x4  und  x"  die  Wurzeln 
der  Gleichung  12x2—  x— 6  =  0  bedeuten. 
Nun  12x2-x— 6  =  0 

1_         1+288  1_  pS9 

X~  24  ±V  "576   "24*  24" 

,      1-1-17     18  3 
Somit  *  = 

//_  1— 17_— 16_  2_ 
X"~~     24    ~  3 
Somit  x—x'  =  x — | 

x— a?"=aH-fr  und  daher 
1 2#2— #—6  =  1 2(#— })(a?-h}) 
oder,  wenn  wir  behufs  Entfernung  der  Brüche   die  Multiplikation 
mit  12-4.  3  dadurch  ausführen,  dass  wir  den  ersten  binomischen 
Faktor  mit  4,  den  2ten  mit  3  multipliziren,  so  kommt 

12a;2— a?-'6  =  12(x—  =  0~ 3X  3a?+2). 

Die  wirkliche  Ausführung  der  Multiplikation  zeigt  die  Richtigkeit 
der  Zerlegung. 

141.    Hat  man  ein  Trinom  x2-\-px+q  in  seine  Faktoren 
x—x'   und  a? — x"  des  ersten  Grades  zerlegt,  so  ist  a?l+pa?+y  — 
eine  identische  Gleichung,  gilt  also  für  jeden  Werth 
von  x.    Man  kann  daher  die  quadratische  Gleichung 
x2+px+q  =  0  auch  ersetzen  durch 
(x— x'){x— a?")  =  0  . 
welche  sofort  in  die  beiden  Gleichungen  ersten  Grades 

x—x'  =  0 
x — x"~0  zerfällt. 
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Wie"  man  sich  nach  No.  140  der  Auflösung  der  quadratischen 
Gleichungen  bedienen  kann,  um  ein  Trinom  2ten  Grades  in  Fak- 
toren des  ersten  Grades  zu  zerlegen,  so  könnte  man  sich  umge- 
kehrt der  Zerlegung  des  Trinoms  zur  Auflösung  der  quadratischen 
Gleichung  bedienen.  Sobald  man  diese  Zerlegung  auf  irgend  einem 
Wege  zu  Stande  gebracht  hat,  ist  die  Lösung  der  quadratischen 
Gleichung  auf  die  Auflösung  zweier  Gleichungen  des  ersten  Gra- 
des zurückgeführt. 

142.  Bei  der  Auflösung  der  quadratischen  Gleichung  in 
No.  132  und  138  haben  wir  immer  zwei  Wurzeln  gefunden. 
Es  entsteht  die  Frage,  ob  eine  solche  Gleichung  nicht  mehr  als 
zwei  Wurzeln  zulassen  könne.  Um  diese  Frage  zu  entscheiden, 
wollen  wir  für  einen  Augenblick  annehmen,  die  Gleichung  liesse 
ausser  den  Wurzeln  x'  und  x"  noch  eine  dritte  Wurzel  x'"  zu. 
Dann  müsste  die  Gleichung  durch  jeden  der  3  Werthe  x\  x"  und 
x4"  verifizirt  werden  und  man  hatte  daher  die  Relationen: 

1.,  x'2+px'+q  =  0 
2.,  x"2+px"+q  =  0 
3.,x"'2+px"'+q=0. 
Indem  wir  die  2te  und  3te  Gleichung  von  der  ersten  sub- 
trahiren,  kommt 

xn— x"2+p  {s'—x")  =  0 
und  x'2— x"'2+p(x'— x'")  =  0. 

Dividiren  wir  die  erste  von  diesen  durch  x4 — x'\  die  letzte 
durch  x'— x"\  so  kommt 

4.,    x'+x"+p  =  0 
5.,  x'+x'"^  =  0 
woraus  durch  Subtraktion  sich  ergibt 
x"— x'"  =  0 
oder  X'*>  =  x<\ 

Hätten  wir  die  Gleichungen  (1)  und  (3)  von  (2)  subtrahirt,  so 
würde  man  schliesslich  gefunden  haben 

x* — x4"  =  0  oder  x#/"  =  x'. 
Jede  Zahl  x"\  welche  der  Gleichung  x2-hpx-hq  =  < >  Genüge 
leistet,   muss  somit   gleich   einer  der   beiden  Wurzeln  x'  und  x" 
sein.    D  ie  quadrat  is  c  he  G  1  ei  chu  ng  lässt  folglich  nie 
mehr  als  zwei  Wurzeln  zu. 

143.  Wenn  x  =  a  eine  Wurzel  ist  d  er  Gleichung 
x2+px-\-q  =  0,  so  muss  das  Trinom  x2+px-\-(j  th  eil  bar 
sein  durch  x — a.    Dieser  Satz  ist  eine  unmittelbare  Consequenz 
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von  140,  nach  welchem  das  Trinom  x2-\-px-\-q  ==  (sc — x'){x — 
wofern  x'  und  x"  die  Wurzeln  der  Gleichung  X'+prA-q  =  0  be- 
deuten.   Ein   Produkt   mehrerer  Faktoren   ist    aber  durch  jeden 
seiner  Faktoren  theilbar-,  also  auch  X'+px+q  theilbar  durch  x — 
sobald  a  eine  Wurzel  der  Gleichung  x2+-p-\-q  =  0. 

Uebrigens  könnte  man  diesen  Satz  selbständig  auch  so  nach 
weisen  :  Denken  wir  uns  die  Division  von  x2+px-{-q  durch  x — a 
ausgeführt,  so  werden  wir  einen  gewissen  Quotienten  Q  und  einen 
allfälligen  Rest  R  bekommen.  Nun  muss  stets  das  Produkt  aus 
dem  Divisor  in  den  Quotienten  gleich  dem  Dividenden  sein:  als.» 
wäre  x^-hpx+q  =  (x — a)Q-\-R 

eine  identische  Gleichung,  die  für  jeden  Werth  von  x  gilt.  Setzt 
man  nun  x  =  a,  so  hat  man 

ar+pa+q  =  R 

d.  h.  der  Rest  ist  das,  was  aus  dem  Trinom  wird  für  x  =  a.  Al- 
lein wenn  a  eine  Wurzel,  so  ist  a-+pa-\-q  =  0 der  Divisions- 
rest ist  also  dann  =  Null  und  somit  x2-\-px-\-q  theilbar  durch  x — a. 
Diskussion  der  Wurzeln. 
144-,  Wir  haben  gesehen,  dass  die  allgemeine  Gleichung 
2ten  Grades  stets  auf  die  Form  x2-hpx-{-q  =  0  gebracht  werden 
kann,  deren  Wurzeln  sind: 

.«•--Wf-* 

wo  p  und  q  beliebige  positive  oder  negative  Zahlen  bedeuten 
können.  Um  nun  schon  äusserlich  erkennen  zu  lassen,  ob  die 
Coeffizi enten  positiv  oder  negativ  seien,  wollen  wir  mit  p  und  q 
die  absoluten  Werthe  derselben  bezeichnen;  dann  sind  folgende 
Fälle  möglich  :  1.,  x*+px-{-q  =  0 

2.,  x2 — px+q  =  0 

3.,  x2-\-px — p  =  0 

4.,  x2 — px — q=  0 
Es  ist  nun  von  vorn  herein  klar,  dass  im  ersten  und  zweiten 
Fall,  wo  das  absolute  Glied  positiv  ist,  wir  unter  dem  Wurzelzei- 
chen eine  Differenz  bekommen,  die  sowol  positiv,  als  Null, 
als  negativ  sein  kann,  während  im  3ten  und  4ten  Fall  das  abso- 
lute Glied  negativ  ist,  also  auf  der  rechten  Seite  als  positiv  er- 
P2 

scheint;  und  da    ~  als  das  Quadrat  einer  reellen  Zahl  nie  nega- 
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tiv  sein  kann,  so  wird  in  diesen  Fällen  die  Grösse  unter  dem 
Wurzelzeichen  stets  positiv  sein,  die  Wurzeln  x'  und  x4i  werden 
daher  immer  reell  bleiben.  Imaginäre  Wurzeln  können  also  je- 
denfalls nur  da  vorkommen ,  wo  das  absolute  Glied  positiv  ist 
d.  h.  im  Isten  und  2ten  Fall.  Ob  sie  dann  aber  imaginär  oder 
reell  ausfallen,  hängt  von  dem  Grössenverhältniss  zwischen  p  und 
q  ab,  wie  wir  gleich  sehen  werden. 

1  s t er  Fall.       xi+pX+tj  —  o,  woraus  folgt : 

x'  =  — 


r    ( r 


-        2    V  1±~q 
Ueber  Realität  oder  Imaginarität  der  Wurzeln  entscheidet 

die  unter  dem  Wurzelzeichen  vorkommende  Differenz  —  q.  Es 


kann  nun  sein  a.  ,-—«></ 

4 

b->T  =  * 

a.     Weim       >  </,  so  ist  £  q  positiv,  \l  —  q    reell ; 

somit  sind  die  beiden  Wurzeln  x'  und  x"  jedenfalls  reell  und  zwar 
beide  negativ ;  x"  besteht  von  vorn  -herein  aus  zwei  negativen  Theileu  ; 

a?'  = —  2~*~\/  4  '  a^ei   beste^lt  aus  <*em  negat*veu  SEMI 

—  -f-  und  dem  positiven  y/  ^  q,  der  dem  absoluten  Werthe 

nach  kleiner  ist  als  der  erste;  denn  offenbar  ist  ^  ^<  —und 

  H  1 

daher  y   ^  q  kleiner  als  y/  j-  oder      ;  es  ist  somit  auch  die 

Wurzel  x'  negativ;  die  beiden  Wurzeln  x'  und  x"  sind  also  in 
diesem  Fall  reell  und  ungleich,  beide  negativ. 

1).    Ist^-  =  g,  so  ist  |  j— 0  5  somit  -y  </  =0 

und  a'  = —      ,      =  —  ~*d.  h.  jlj  «.i",  beide   negativ.  Die 
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beiden  Wurzeln  werden  also  in  diesem  Fall  einander  gleicb.  Das 

f 

4 


ist  auch  leicht  einzusehen •,  denn  wenn  j-  =  qy  so  wird  x2-{-px-\-q 


=  X2-}-px-{-  ^-  =  ^r-f-  ,  also  ein  vollständiges  Quadrat.  Da- 
mit dieses  Quadrat  =  0  werde,   muss  die  Wurzel  desselben  d.  h. 


p  p 
x-i-  y  ==  0  oder  x  =  —  ^-  sein. 


c.    Ist  endlich      <     so  wird  2  q  negativ,  ^  ?  <y 

daher  imaginär-,  die  beiden  Wurzeln  a?'  und  x"  bestehen  dann  aus 
einem    reellen  und  einem   imaginären  Theil  und  zwar  sind  die 

reellen  Theile  ^—  ~* I  gleich,  die  imaginären  gleich  bis  auf's  Vor- 
zeichen, so  dass  die  eine  Wurzel  die  Form  a -t-ßyj — 1,  die  andere 
die  Form  « — ßj — 1  hat.    Bezeichnen  wir  nämlich  die  negative  Di f- 

erenz  ^  q  mit  — m* ,  um  durch  das  Quadrat  ?/r  anzudeuten, 

dass  — m2  eine  ausschliesslich  negative  Grösse  bedeutet,  so  ist 


x"=  —  V-»»2. 

Nun  ist  aber^/— m2  =  v/m2  .( — 1)  =  myj~;  somit 

Die  beiden  imaginären  Wurzeln  haben  also  wirklich  die 
Form  a-\-ßyj—l  und  a — jj^/ — 1.  Man  nennt  solche  imaginäre 
Ausdrücke  konjugirt  und  sie  haben  die  Eigenschaft,  dass  sowol 
ihre  Summe,  als  ihr  Produkt  reell  wird.  Dass  die  Wurzeln  unse- 
rer quadratischen  Gleichung,  wenn  sie  imaginär  werden,  nicht  an- 
ders als  konjugirt  ausfallen  können,  ist  übrigens  begreiflich ; 
denn  ihre  Summe  muss  gleich  dem  Coeffizienten  von  x  mit  umge- 
kehrtem Zeichen  und  ihr  Produkt  gleich  dem  absoluten  Gliede, 
also  Summe  und  Produkt  müssen  reell  sein,  was  nur  bei  solcher  Zu- 
sammensetzung möglich  ist.  Bei  der  Summe  nämlich  heben  sich 
die  imaginären  Theile  auf  ;  beim  Produkt  aber  hat  mau  ; 
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Die  Imaginarität  der  Wurzeln  deutet  übrigens  auf  eine 
Unmöglichkeit  der  Autgabe  hin.  Man  verlangt  Werthe  von 
./  .   für   welche   das   Trinom   x2+px+q  =  0  werde.     Wenn  nun 

¥  (/  =  —  m2  oder  q  =      -B/i2,  so  hat  man  x2-\-px  +q  = 

4        1  7  4 

X*+fAf-  —  4-w2  =  (^-r--|-N|  HHtt2  h.das  Trinom  erscheint  als  Sum- 
me zweier  Quadrate.  Da  jedes  Quadrat  einer  reellen  Zahl  ausschliesslich 
positiv,  so  kann  eine  Summe  mehrerer  Quadrate  anders  nicht  =0  wer- 
den, als  wenn  jedes  einzeln  =  0.    Da  aber  m  nicht  =  0,  so  kann 

x+  Ü.V-f.m2  nie=0  werden.    Es   ist  daher  nicht  möglich,  der 
£  f 

Forderung  x2jt-px+q  =  0  bei  diesem  (4 rossen verhältniss  zwischen 
p  und  q  durch  irgend  einen  reellen  Werth  von  x  zu  genügen. 

Würde  z.B.  verlangt.  14  in  2  solche  Theile  zu  zerlegen, 
dass  deren  Produkt  =  56,  so  müsste,  wenn  wir  den  einen  Theil 
mit  x  bezeichnen,  der  andere =  14— x  sein  und  man  hätte  die 
Gleichung:  x(U  -  x)  =  56  oder 

— X2-\-14x  =  5$  oder 
x2 — 14j"  =  — 56,  woraus 
x  =7±  >/49— 50  =  7±  >/  -7. 

Die  Werthe  von  a;  sind  also  imaginär  und  die  Aufgabe 
selbst  ist  unmöglich.  Wirklich  tritt,  wie  wir  in  der  Folge  noch 
sehen  werden,  das  Maximum  für  das  Produkt  der  Theile  einer 
Zahl  dann  ein,  wenn  die  Theile  einander  gleich,  hier  also,  wenn 
jeder  Theil  =  7  ist,  in  welchem  Fall  das  Produkt  derselben  =  49 
ist,  also  immer  noch  kleiner,  als  56.  Es  ist  daher  gar  nicht  mög- 
lich, 14  in  2  solche  Theile  zu  zerlegen,  dass  ihr  Produkt  grösser, 
als  49,  etwa  =56  sei. 

2.  Fall.         x2  -px4-?  =  0,  woraus  folgt: 

«,=-T+y'*— ' 

p2 

Hiebei  kann  wieder       a.,  —  >q 
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p~ 

r  <q  sein. 


a.  Ist  so  wird  £  q  positiv,  alo^  ~  — q  reell 

und  daher  x'  und  x4'  reell  und  zwar  beide  positiv;  denn  x'  be- 
steht aus  2  positiven  Theilen,  ist  dalier  von  vorn  herein  positiv; 
bei  deni  aus  einein  positiven  und  einem  negativen  Theil  bestehen- 
den Werth  von  xlt  aber  ist  —   wie  oben  nachgewiesen  —  der 

negative  Theil  | — ^  ?  q  j  dem  absoluten  Werthe  nach  klei- 
ner als  der  positive;  somit  auch  x"  positiv. 

b.  Ist  y~  =  q,  so  werden  die  beiden  Wurzeln  x'  und  x" 

reell  und  gleich,  nämlich  jede  =   | . 


p2  p2  y2 

c.    Ist  endlich  r—  <  q,  so  wird  j  negativ,       r~-  —  q 

daher  imaginär;  somit  die  beiden  Wurzeln  x*  und  j"  imaginär 
und  wieder  konjugirt. 

3.  Fall.    Wenn  :c2-r-pa;-r-r/=Ü,  so  ist: 

«> 

x'  =  — -L+y  S^  +  q  und 


f-V  t>« 

Man  sieht  hier  sogleich,  dass  die  —  -hg  unter  dem  Wurzel- 

4 

zeichen  nie  weder  gleich  Null,  noch  negativ  werden  und  die  ßlei- 
chung  dalier  weder  gleiche  reelle,  noch  imaginäre  Wurzeln  haben 

/ 

kann.  Es  ist  somit  ~-  -\-  q  immer  eine  reelle  Grösse  und  frig- 
id i  Vr  V 

lieh  müssen  die  Wurzeln  x'  =  \    *r  +  Q  und  .r"  =  ~- 

2       v    4      7  2 

—  ^  ^--\-q  immer  reell  und  ungleich  sein.    Was  nun  ihr 

Zeichen  anbelangt,  so  ist  ihr  Produkt  =  —  ^,  also  negativ;  folg- 
lich müssen  sie  einmal   ungleiche  Vorzeichen  haben,   die  eine 

Orelli,  Algebra.    *2te  Auflage.  12 
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positiv,  die  andere  negativ  sein ;  ihre  Summe  muss  überdies*  == 
dem  Coeffizienten  von  x  mit  umgekehrtem  Zeichen,  also  =  — p 
sein,  was  nur  möglich,  wenn  die  grössere  Wurzel  negativ  ist. 
Das  Gleiche  könnten  wir  übrigens  auch  aus  der  Form  der  Wurzeln 


p~  w2 
x'  und  x"  erkennen-,  da  nämlich  -y'  -^"-h^  gröserals  y/  oder 

als  Jj-,  so  wird — -y  -f-  -y/  -^--f-?  einmal  positiv  sein,   und  diese 

/  P* 

positive  Wurzel,  die  gleich  dem  Ueberschuss  von  y  j  über 

— ,    ist  dem  absoluten  Werthe  nach  offenbar  kleiner,  als 
2  1 


4t er  Fall.         j2  — — q  =  0 

Da  auch  hier  die  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen  weder 
Null,  noch  negativ  werden  kann,  so  wird  die  Gleichung  weder 
gleiche  reelle,  noch  imaginäre  Wurzeln  haben.  Das  Produkt  der 
Wurzeln  muss  = — <y,  also  negativ  sein*,  daher  müssen  die  Wur- 
zeln  einmal  entgegengesetzte  Zeichen  haben*,  überdiess  soll  ihre 
Summe  =  -f-//,  also  positiv  sein;  daher  wird  die  positive  Wurzel 
dem  absoluten  Werthe  nach  die  negative  übertreffen.  lebrigens 
hätten  wir  das  eben  so  gut  aus  den   allgemeinen  Werthen   von  a 

erkennen  können,    Ks  wird    nämlich   offenbar       ~f-  y       -I-  V 

grösser,  als  ^  ^/  ~ HKjJ ,  da  jene  die  Summe,  diese  aber  die 

Differenz  von  -~  und       ^-4-</.  und  überdiess  letztere  negativ 

sein,  da  der  negative  Theil  —  y/  ^-     q  dem  absoluten  Werthe 

P 

nach  grösser,  als  der  positive  «£-  ist. 
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l-K).    Bedingung,  unter  welcher  das  Tr i n o  m  ai2-\-bx-t-c 
ein  vollständiges  Quadrat  wird 

In  der  Diskussion  von  Nro.  144  fanden  wir,  dass  x2-hp&+-q 

ein   vollständiges  Quadrat  wird,   sobald  q  =  —    man   hat  dann 

4 

P2     l      P  & 

J  -+px+q=x-+px-\-^  ==yx+—J.     Die  beiden  Wurzeln  der  qua- 
dratischen Gleichung  x--f  px+q=Q  werden  dann  reell  und  jede  = 
p 

 — .    Soll  aber  ax2-\-bx-\-c  ein  vollständiges  Quadrat  werden,  so 

sind  ax2+bx  als  die  beiden  ersten  Glieder  des  Quadrats  einer 
zweitheiligen  Grösse  zu    betrachten,  nämlich   des  Quadrates  von 

Xyj  a  -\  y=  (siehe  Nro.  138).    Es  muss  folglich  c  das  Quadrat 

2yJ  a 

von  -^=zz  sein.     Die   Bedingung  also,  unter  welcher  ax2+bx-\-c 
2y  d 

ein  vollständiges  Quadrat  wird,  ist,  dass 

/  6  r  p 

c  —  I  T~F^  I  =  ~. —  oder  dass 
\  '2yJ  a  I  4a 

4r/c  =  h'2. 

Wirklieh  werden  in  diesem  Falle  die  beiden  Wurzeln 


— b+Jb2— 4ac 

=  Ya  

,  tl     — 6 — Jb2 — 4flc 

und  x  =  

2  a 

der  Gleichung  ax2-{-bx-{-c=0  einander  gleich,  nämlich  jede  = —  ~- , 

also   die  beiden    binomischen   Faktoren    ==   x  H-  -zr    und  somit 

La 

ax2+bx-{-c~a  ' 

Anwendung  der  quadratischen  Gleichungen  auf  die 
Lösung  von  Aufgaben. 

14G.  Aufgabe.  Jemand,  der  nach  seinem  Alter  gefragt 
wurde,  antwortete :  Bei  meiner  Geburt  war  meine  Mutter  20  Jahre 
alt;  wenn  ich  nun  ihr  Alter,    in  Jahren   ausgedrückt,   mit  dem 

12* 
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meinigen  multiplizire,  so  übertrifft  das  Produkt  unser  beider  Al- 
ter zusammen  um  2500  Jahre..  Wie  alt  war  er? 

Auflösung:  Bezeichnet  x  die  Anzahl  Jahre,  die  er  zahlt, 
so  hat  seine  Mutter  20+a;  Jahre.  Das  Produkt  a?(20+x)  über- 
trifft nun  die  Summe  beider  Alter,  nämlich  #+a;+20  oder  2x*-f-2ü, 
um  2500;  daher  die  Gleichung: 

a;(20+a;)=2a;+20+2500 
20.r-Hc2=2aH-2520 
x-+20x— 2a?=2520 
a-M-18a?=2520 

.r=— 9+V8 1+2520 
a?=— 9±V26ÖT=— 9+51 . 

Daher  x'  =—9+51=42 

x"=— 9  —  51=— 60. 

Von  diesen  beiden  Werthen  entspricht  die  erste  x'=42  un- 
serer Aufgabe.  Wenn  er  nämlich  42  Jahre  zählt,  so  ist  seine  Mut- 
ter 42+20=62  Jahre;  das  Produkt  beider  Alter  ist=62 . 42  =  2604, 
die  Summe  aber  =62+42=104;  nun  ist  2604  gerade  um  2500 
grösser  als  104.  wie  es  verlangt  wird. 

2te  Aufgabe:  Jemand  kaufte  einige  Tücher  zu  gleichen 
Preisen  für  60  Thlr.  ;  wären  der  Tücher  für  eben  das  Geld  3  mehr 
gewesen,  so  wäre  das  Stück  um  1  Thlr.  wohlfeiler  gekommen; 
wie  viele  waren  es  ? 

Auflösung:  Gesetzt,  er  habe  x  Tücher  gekauft,  so  kos- 
tet eines  —  Thlr.  Hätte  er  aber  um  die  60  Thlr.  3  Tücher 
x 

mehr,  also  x  +3  Tücher  bekommen,  so  wäre  das  einzelne  Tuch  auf 

  Thlr.  gekommen  und  da  dieser  Preis  um  1  Thlr.  niedriger, 

a;+3  b 

als  der  vorige,  so  hat  man  die  Gleichung: 
60  _  _60_ 
x  ~~  #+3 
60fx+3)= 60a;+a?(aH-3) 
60a;+180=  0Ox+x2+3x 
x2+3x=-180 


,=-1+^1-1^=-^  Ä 
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— 3db>/72  —3^27 
""2  2 
—34-27  24 


==  —  =  12 


2  ""2 
_3_27  —30 


2 

Anmerkung.  Auch  hier  kann  wieder  nur  der  positive 
Werth  von  x  als  Lösung  gebraucht  werden,  indem  eine  negative 
Anzahl  Tücher  keinen  Sinn  hat.  Will  man  indessen  untersuchen, 
ob  der  negative  Werth  von  x  vielleicht  auf  eine  verwandte  Auf- 
gabe hindeute,  so  darf  man  nur  in  der  durch  die  Aufgabe  gehe- 
ferten  Gleichung  x  in  —  %  verwandeln  und  nachsehen,  ob  sich  die 
Fassung  der  Aufgabe  so  abändern  lasse,  dass  diese  Gleichung  ihr 
entspreche.  WTenn  das  nicht  der  Fall  ist,  so  muss  der  negative 
Werth  als  zur  Aufgabe  in  gar  keiner  Beziehung  stehend  verwor- 
fen werden. 

Wenn  wir  z.  B.  in  der  vorigen  Gleichung 
60  60 

X  durch  — x  ersetzen,  so  kommt 
60  60 


— X      —  a?+3 


+  1 


oder  —  —  =  ~~tt  +  1 

x  ® — ö 

oder  —~77  —  +  1 

x — 3  x 

und  diese  Gleichung  führt  zu  folgender  Aufgabe: 

Jemand  kauft  einige  Tücher  zu  gleichen  Preisen  für  60  Thlr. 
Wären  der  Tücher  3  weniger  gewesen  ,  so  hätte  das  einzelne 
Stück  einen  Thlr.  mehr  gekostet.  Wie  viele  Tücher  bat  er  ge- 
kauft? 

Antwort:  15.  In  der  That!  Denn  dann  kostet  ein  Stück 
M  =  4  Thlr.;  hätte  er  aber  3  Tücher  weniger,  also  bloss  ^be- 
kommen um  60  Thlr.,  so  würde  jedes  Stück  f % ■  =  5  Thlr.  d.h. 
einen  Thaler  mehr  gekostet  haben. 

3.  Aufgabe.  Eine  Zahl  a  so  in  zwei  Theile  zu  zerlegen, 
dass  ihr  Produkt  eine  vorgeschriebene  Grösse  b  habe. 

Auflösung:  Es  sei  x  der  eine  dieser  Theile,  dann  ist  der 
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andere  =  a — x\  ihr  Produkt  also  =  x(a — x).  Dieses  Produkt 
soll  nun  =  b  sein:  wir  haben  also  die  Gleichung 

x(a — j?)=  b 

ax — x~  =  b 


Nehmen  wir  x'  als  den  einen  Theil,  so  ist  der  andere  = 

~<            a        ,  a*      l       a        I  ö2       *  i 
a  —  x  =a  —  —  —  ^  —  _  &  =  _  y  6,  also  gerade =x" 

d.h.  die  beiden  Wurzeln  x'  und  x"  sind  gerade  die  gesuchten 
Theile  der  Zahl  a. 

Aus  der  Form  der  Werthe  von  x  erkennt  man  sogleich,  dato 
die  Aufgabe  nur  so  lange   möglich  ist,   als  die  Zahl  b.  der  das 

2 

Produkt  der  beiden  Theile  gleich  sein  soll,  kleiner  ist  als  —  oder 

4 

a2  a- 

höchstens  =  — .    Sobald  &>|-,  werden  die  Theile  imaginär,  die 

Aufgabe  also  unmöglich. 

Wir  haben  also  den  Satz:  Der  h  öc  hst  e  W  er  th  ,  wel- 
chen das  Produkt  der  beiden  Theile  einer  Zahl  ha- 
ben kann,  ist  gleich  dem  Quadrat  der  Hälfte  dieser 
Zahl. 

147.  Wir  können  diesen  Satz  auch  unabhängig  von 
der  vorigen  Aufgabe  so  nachweisen:  Wenn  a  die  zu  theilende 
Zahl,    so  sind  die  beiden  Theile  entweder  einander  gleich  oder 

nicht.    Sind  sie  gleich,  so  ist  jeder  ob         sind  sie  ungleich,  so 

ist  der  eine  Theil  grösser  als  die  Hälfte,  während  der  andere 
Theil  um  eben  so  viel  kleiner   ist  als  die  Hälfte.    Gesetzt  also, 

der  erste  Theil  wäre  um  x  grösser  als  die  Hälfte,  also  =  TT"*-*- 

so  müsste  der  andere  =   a  —  x  sein ;   das  Produkt  der  beiden 

Theile  aber  wäre  =  j  |  +  *|  J -x )  =  £  -  x\ 

Dieses   Produkt  erscheint  nun   hier  unter  der  Form  einer 
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Differenz,  deren  Minuend  —   konstant  ist.    Sie  wird  um  so  klei- 

4 

ner,  je  grösser  x  d.  b.  je  mehr  der  eine  Theil  über  und  der  an- 
dere unter  der  Hälfte  liegt;  je  kleiner  dagegen  j;,  desto  grösser 

2 

wird  das  Produkt      —  x1  und  sein  Maximum  erreicht  dasselbe, 
4 

wenn  %  am  kleinsten,   nämlich  »  0  geworden.     Dann  ist  jenes 

Produkt  =  |1  d.  h.  =  dem  Quadrat  von  der  Hälfte  der  Zahl  a. 

Je  weniger  also  die  beiden  Theile  von  einander  ab- 
stehen, desto  grösser  wird  ihr  Produkt  und  am  gröss- 
ten  dann,  wenn  sie  einander  gleich  und  jeder  also 
gleich  der  Hälfte  der  Zahl  ist. 

Wenn  wir  z.B.  15  zerlegen  in  1  und  14,  2  und  13,  3  und 
12,  4  und  11,  5  und  10,  6  und  9,  7  und  8,  1{  und  so  wer- 
den die  Produkte  der  beiden  Theile,  nämlich  1  . 14,  2  .  13,  3  .  12^ 
4.11,  5  .  10,  6.9,  7.8  und  7A  .  7^  immer  grösser  und  das 
grösste  ist  7| .  7  i  =  56|. 

Eben  so  kann  man  20  in  2  Theile  zerlegen,  wie  man  will, 
nie  wird  ihr  Produkt  grösser  als  102  oder  100  ausfallen  können. 

Gleichungen  höherer  Grade,  die  sich  auf  quadra- 
tische Gleichungen  zur  ückfüh  ren  la  ssen. 

148.  Wenn  eine  Gleichung  höheren  Grades  nur  drei  Arten 
von  Gliedern  hat,  deren  erstes  die  Unbekannte  auf  einer  doppelt 
so  hohen  Potenz  enthält  als  das  zweite,  während  das  3te  Glied 
ganz  bekannt  ist,  so  muss  die  Gleichung  auf  eine  der  beiden  fol- 
genden Formen  sich  bringen  lassen: 

1.  xim  +  pxm-\-q  =  0 

2.  axim  +  bxm  +  c  =  0 
die  auch  so  geschrieben  werden  können: 

1.  (xm)2-\-p.xm  +  q  =  0 

2.  a(xm)2  +  b  .xm  +  c  =  0. 

Wenn  wir  daher  xm  als  Unbekannte  betrachten  und  sx=  y 
setzen,  so  haben  wir  statt  der  Gleichung  (1)  die  folgende: 

fr+py+q  =  ° 


woraus  folgt: 
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somit  ;/^—JL+^  £ 


Nun  ist  y  —  xm  ;  daher  hat  man 


1.    xm  =!/'  und  x  =  V  U'  =  y  ~  T  "h  y    4  — 


'2 

7 


woraus 


2.    xwi  =  y"  und  «  =  ^  =  yj  —  y  ~  y  ^ 

Die  Gleichung  (2)  aber  geht  über  in 
ay--\-by-\-c  =  t>, 
h±yJb2—Uc 


y  = 


2  a 


—h+Jbi—lac 
somit  y  =  _ i  


2a 


2a 

Da  nun  wieder  xm  =  */,  so  hat  man 

m, —     m  /  — b+Jb2 — 4« 
1.    .T'»=  y>  und  j;  =  V  y*  =  ^   ^  


m,— -      •  / — b  —  Jb2 — 4ac 
2.    x'"=        und  x-=         =  \   \Q  

Die  Auflösung  solcher  Gleichungen  ist  also  auf  die  Lösung 
einer  quadratischen  Gleichung  und  die  Ausziehung  der  wten 
Wurzel  zurückgeführt.  Da  nun  die  m'te  Wurzel  aus  einer  Grösse 
m  Werthe  hat,  so  wird  die  obige  Gleichung  selber  2  m  Wurzeln 
zulassen. 

1.  Beispiel:    a'4— 89#2-f-1600  =  0 
Wir  setzen  x2  =  y  und  bekommen: 

y*    i         600  =  0 

Daher  ,      89  .  -  /  /SV    89  /1P36400 


ö'J        /  /89  89  / 

y=  t*Y\2  )  -um=2±  \l 

_  80_4z>/7921~64ÖÖ  89±Vl52T 
y  ~  2  ~  2 

89±39 


4 


~  im  — 


89+30  128 
Daher         y'=  2—  =  ~Y  =b4 

89-39  _  60  = 
"  "~~       2  2 

Nuna?2  =  y-,  a?  =  ± =  ±  8 

a;2  =y ;  ®  =  ±nV  =  ±  ^5  =  +  5 
Also  4-8,  — 8.  4-5  und  —  5  sind  die  Wurzeln  dieser  Gleichung. 

Es  lässt  sich  nun  y?—$0^tWQ  zunächst  in  die  Faktoren 
*/— 64  und  y — 25  zerlegen;  also 

g*-r 89y+1600  =  (y  —  64)(y— 25)  oder 
a?4  —  89j;2-r-160()=(#2— 64)(a?2— 25) 
Allein  a£~64  =  (a?+8Xa?  -  8  und  x1— 25  ==  (a?+6  i(a?— 5) 

somit  j;*— «SJa?2+lG(')0=(a;+8)(a?— 8)(a;+5)(a;--5). 

2.  Beispiel.         a;6  —  152a;3-h3375  =  1 1 

Wir  setzen  x:i  =  */,  dann  geht  die  Gleichung  über  in: 
i/2—  l52?y-r-3375  =0,  woraus  folgt: 
y  =  7Gdz  >/762— 3375  =  76i  Jbifß— 3375 

oder         </  =  76±^24<tt  =  76±49. 
Daher  =  76-1-49  =  125 

=  76—40=  27. 
Ua  nun  a;3  =  y,  so  wird 

1.  x-  =  fy=^i25  =  5 

2.  x  =  V7 '  =  W1  =  3 

Es  sind  als.»  einmal  5  und  3  zwei  Wurzeln  der  gegebenen 
Gleichung,  die  aber  ausserdem  noch  4  andere  Wurzeln  haben  muss, 
weil  jede  der  beiden  Grössen  ^125  und  ^  27  nicht  bloss  eine, 
sondern  drei  Werthe  hat. 

3.  Beispiel.  Sei  16^«— 1297a*a?4Hh8lÄ8  =0  die  gege- 
bene Gleichung.    Wir  setzen  x*  =  y,  dann  kommt : 

16*/2—  1297a4//-f-81a8  =0 


I  >aher  y  = 

y  = 


1297fl4  zfcV(129.7fl4)2— 4  .  16  .  81^^ 
2  .  16 

1297a4zlz\/l"6822Q9ff^-5184aR 

32~~~ 


1297a4  ±Vi677Ö25a8 

U  = 


y  = 


32 

1297a4dzl295a4 
32 
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Daher  »/'  = 


1297q4-H292g4 

32 

1297a4— 1295a< 


2592a* 


16 


32 

Nun  ist  x*  =  y. 


2a_4 

32  = 


16* 


Daher 


x  =  vV 


1296a 


16 


.     /  1296a4       ,    /  , 

=±v  ±\l  i6  ä±v  * 


=  =lz  V=t^a" i  somit 

1.  JTs=     V-fcM  =5=  ±3ä 

2.  #  =  d= yl—da2  =  ±3a  I. 


Ferner  ist  *  =  Vy"  =  ^  ^  =  ±\J  ±J±  *=  ±  y 
somit  1.    x  =  ±yj 


a-  a 


2.  x=±v/'-f =±  fv-i. 

Wir  haben  also  für  x  folgende  8  Werthe  gefunden 

1.  #  =  -f-3a  5.    x  =  -\-ka 

2.  x  = — 3a  6.    x  = — \a 

3.  a;  =  -j-3a>/— 1         7.  x=l-\a>]—l 

4.  a>-=—  3a>/— t'       8-    »■*■!  -UyJ—  1. 
4tes  Beispiel:  16x*  —  13a^  .  a?*  j$:f*i*  ==  0. 
Wir  können  diese  Gleichung  zunächst  schreiben: 

und  wenn  wir  nun  a?§  =1/  setzen: 

16«/-— 13a^-r^a«  =0 


woraus : 


oder 


Daher 


^  =  13qg±;V(13a^— 4  .  16.  ja* 
V    J  2.16 


13a^dr>/l69ai— 144qi 


32' 


y  == 


13aä±V25^ 

13asdr5aä 

32 

~32~" 

l3a$-f-5as 

18as  9ai 

32~ 

"32" =  Tg 

loa« — 5a« 

8a*  a$ 

32 

32  "1 

Nun  war  x%~  y  \  daher 
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,        .—  /  9a*  3a» 

xi  =  V.v  =  ±yT 

Aus  xi  =  dz  |a*  folgt:  x  *=  (±^a*)8  =  dz  fäfl 
und  aus  sc!  =  dz  U*  folgt:  0  —  (rfcntfM8  =  zL  |a. 
Daher  hat  .t  die  4  Worthe: 

x  =  |$a        #  =  -f-|a 


Gleichungen  des  zweiten  Grades  mit  zwei 
Un b  ek an nten. 

149.  Haben  wir  zwei  Gleichungen  des  2ten  Grades  mit 
2  Unbekannten,  so  können  wir  eine  der  beiden  Unbekannten  zwi- 
schen beiden  Gleichungen  elimiuiren  und  kommen  so  auf  eine 
Gleichung  mit  nur  einer  Unbekannten,  die  aber  im  Allgemeinen 
eine  vollständige  Gleichung  4 ten Grades  sein  wird  und  welche  wir 
daher  mit  den  bisher  uns  bekannten  Mitteln  noch  nicht  zu  lösen 
im  Stande  sind.  Wir  müssen  uns  also  bei  Auflösung  zweier  Glei- 
chungen des  2ten  Grades  mit  2  Unbekannten  auf  diejenigen  Fälle 
beschränken,  in  welchen  die  Kndglcichung  eine  quadratische  Form 
hat.  Dass  wirklich  im  Allgemeinen  die  durch  Elimination  erhal- 
tene Gleichung  mit  einer  Unbekannten  eine  vollständige  Gleichung 
des  2ten  Grades  ist,  wollen  wir  hier  gleich  nachweisen.  Seien 

1)  Ay1  -\-Bxy  ^Cx*  +%  +Ex  -HF  =0 

2)  AY+B'xij+C'x^+D'y+E'x+F^ 

unsere  beiden  Gleichungen ,  so  könnten  wir  etwa  die  erste  nach  y 

auflösen  und  den  so  erhaltenen  Werth  in  die  2te  einsetzen.  Indem 

wir  die  lste  nach  y  ordnen,  kommt 

Ay2  +  (Bx+D)y+ Cx2 + Bx-i-F  =  0 

t  '                   2lBx+D\    ,  Cx*+Ex+F 
oder  yl+-\  — j-  Jy-\  j   =  fii 


Bx+D       /I  Bx+D  \2  Cx2+Bx+F 
woraus  y  =  -  -jj     ±y(_)   • 

Wir  erkennen  hieraus,  dass  in  dem  Werth  für  y  noch  ein 
irrationaler  Bestandteil  vorkommt,  so  dass  die  Substitution  dieses 
Ausdruckes  in  die  2te  Gleichung  unbequem  ausfiele.  Wir  können 
aber  diese  Schwierigkeit  leicht  umgehen,  wenn  wir  aus  den  beiden 
Gleichungen  (1)  und  (2)  zuerst  eine  Gleichung  ableiten,   die  in 
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oder  y  = 


Bezug  auf  eine  der  beiden  Unbekannten  nur  vom  lsten  Grade 
ist,  indem  wir  entweder  das  Glied  mit  y2  oder  das  mit  x1  elimi- 
niren.  Aus  der  so  erhaltenen  Combinationsgleichung  lässt  sich 
dann  der  Werth  einer  der  beiden  Unbekannten  rational  durch  die 
andere  ausdrücken.  Um  z.  B.  y-  zu  eliminiren ,  multipliziren  wir 
die  lste  Gleichung  mit  A' ,  die  2te  mit  A  und  subtrahiren  die  Re- 
sultate.   Wir  bekommen  so: 

( A *B  —  A B' )xy  -f-  ( .1 ' C  —  A C ).r 2  +  (A'D  —  A D'  y  +  (A'E—AE')x 

4-  A'F  —  AF  =  0 
oder,  indem  wir  zur  Abkürzung  A'B  —  AB'  =  M,  A'C  —  AC  =  N7 
A'D  —  AD'  =  P,  A'B— AB*  =  Q,  A'F— Ah'  =  B  setzen: 

(3 )    Mxy+Nx2-\-Py+  Qx+B = 0 
hieraus  berechnen  wir  y  und  linden: 

(Mx+Pty+Sx'+Qt+B^  > 
Nx*+Qx  +  R 
Mx+P  ' 

Diese  Combinationsgleichung  (3)  darf  an  die  Stelle  einer  der 
Gleichungen  (1)  und  (2)  treten;  wir  können  daher  statt  (1)  und 
(2)  z.B.  (1)  und  (3)  benutzen.  Setzen  wir  den  aus  (3)  gezogenen 
Werth  von  y  in  die  Gleichung  (1),  so  kommt: 

oder,  wenn  wir  die  Nenner  wegschaffen: 

A(N.r*+Qart-n)*—{ Bx+D)(Mx+P)(\x2+Qx+R)  4- 
(4)  (Mx+P)H  Cx2+Ex+Fi=<i 

Bei  Ausfi ihr ung  der  hier  angedeuteten  Operationen  liefert 
offenbar  jeder  der  3  Thoilo  Glieder  mit  x4,  x[\  r'\  x  und  ohne  x. 
Wenn  wir  daher  schliesslich  ordnen  nach  fallenden  Potenzen  von 
X,  so  erhalten  wir  eine  Gleichung  von  der  Form: 

Sj4A-Srl;*  \-S2j;--\-Srr+S4=0  d.  h. 
eine  vollständige  Gleiclmng  4ten  Grades. 

Wir  müssen  uns  nun  auf  diejenigen  Fälle  beschränken,  in 
welchen  die  Endgleichung  entweder  voin  2ten  Grade  (was  immer 
der  Fall,  wenn  von  den  beiden  Gleichungen  nur  eine  vom  2ten, 
die  andere  aber  vom  lsten  Grade  ist)  oder  dann  eine  unvollstän- 
dige Gleichung  4ten  Grades  von  quadratischer  Form  ist. 
lstes  Beispiel:  (1)  2x  -\-1y  =  23« 
(2)  4s2+3j/2=:31fl2. 

23  a— 7y 

Aus  (1)  folgt:        x  =   — * 
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Diess  in  (2)  gesetzt,  gibt: 

t/629a»-322qy.4-4%»||  Qyi  =  ^ 

529a2—  S22ay  +  i9if'!  +  ?jf2  =  31a2 
52y2  —  322ay  +  498a2  =  0 
,      322a      498a-  n 
»  --52-^^2-==,) 


161a 


/  /  161a  r    498  ., 
V  (-52-)~-52a' 
161a       /  (161a)2  —  52  .  498«* 

161a  ±  x/25921a2—  25896a1 
„  =   —52  

161/1  ±  V25a2      161a  rt  5  a 
*  =  52  33  52 

,  _  161a  +  ftfl       166a  _  83a 
y  m        52        ~    52    ~~  26 
/#     161a  —  5a      156a  _  ^ 


52  52 

■i     .                    23a  —  ly    ,  . 
Fun  ist  a?  =  — *  j  daher 


OB*  = 


2 

2gq r- 7y'  .  26       26.23a  — 7.83a 

2        ~  2  ~"  2 

598a  — 581a  17a 


x'  = 


52  52 


23a— 7a"       23a  — 7.3a  2a 
 g-f  -         2  —  -  T  =  * 

Wir  haben  somit  für  unsere  2  Gleichungen  die  2  Auflösungen 
x'  =  ^a  und  a;"  =  a 


52 


tes  Beispiel.    Seien  gegeben  die  2  Gleichungen: 

1 )  U)x-+:>xtj+7y2==2V2<r 

2)  10a;2  - -3a?y+9y2=424a2. 
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Um  x2  zu  eliminiren ,  multipliziren  wir  #1  ie  erste  Gleichung 
mit  8,  die  2te  mit  5  und  bekommen: 

80a?2-r-40a#-r-5  6y-  =  1 8 5 6a  2 
SOx2— 1 5  j  i/-f-45    = 2 1 20a 2 . 

Durch  Subtraktion:  bbxy+lly~  = —  264a2 
oder  5.xi/-f-    y2= —  24a2. 

Hieraus  folgt  j;  =  =  (3). 

5y  by 

Setzen  wir  diesen  AVerth  in  Gleichung  (1),  so  kommt: 


oder  — i  '    =    J  —  —  (24a-+^2)  -f-  7i/2  =  232a2 

mß^mh^  _  (24a,+!/2)  +  v  =  232al 

1152a44-96aV4-2y4— 120a2?y2— 5y4-|-35</4  =  llHOa2*/2 
32t/4 — 1184ay+1152a4=:0 
8i/4—  296a V-f-  288a4  =0 
#4—    37a V+    36a4  =  0  (4). 

Diese  Endgleichung  ist  von  quadratischer  Form.    Setzen  wir 
nämlich  y-=z,  so  geht  sie  über  in 

z1— 37a2s+36a4  =  0,  woraus 


2 


37a2 ±  Vl369a4— 144Ö4  _  37g2  ±  Vl22öq4 

Z  ~  2  .  ~  2 

37a2 ± 35a2 
z   %  . 

,     37a2+35a2  72a2 
Daher  2'  =   7—      —  =  36aa 

y      37a2—  35a2      2a2  2 
z  _  -  — 2—     -  —  -  a  . 

Also  y  =  ±ylz'  =  ±  V36Ö2  =  db  6a 

und  y  =  =fc  >/s"  =  ±  V«2     =  db  fl. 

Wir  haben  also  für  1/  folgende  4  Werthe  gefunden: 

1)  y  t  ==  -f-  6a  3)  //.{=-r-a 

2)  y2  =  —  6a  4)    y4  a. 

Jedem  dieser  1  Werthe  von  y  entspricht  ein  Werth  von  x, 
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den  wir  am  einfachsten  erhalten,  wenn  wir  die  Gleichung  (3) 
benutzen. 

24a2  +  y2 


x 

Wir  bekommen  so : 


24a2-W/,2        24a2-f-3ba2  60a2 

1)  *,=  +6a  gibt  x,  =  r^—  =-  5.6fl-=-3^- 

=  —  2a. 

Ä  24«M-ff*2         24a2+36a2      ,  60a2 

2)  f».-  -ba  gibt  »,  ^— =  -     _30fl   Ä  +3Öa 

=  -h  2a. 

24a2+y*  2*tt?4-*a  25a2 

3)  S,=  +a   gibt*3  =  

-  —  5a. 

4)  2/4=-a    gibt«,-  5^"  =  -  1757"=+^ 

=  +  5a. 

Wir  haben  daher  folgende  Lösungen: 
1)  a?,== — 2a    2)  sc2  =  +  2a    3)  a?3= — 5a    4)  j;4  =  -r-5a. 
yitss+6Ja        y2  = — 6a       y$»s+a         //4=— a. 

Quadratwurzel  aus  'einem  Binom  von  der  Form  A±:>jB. 
150.    Bs  tsl 

(VHzbVa)1*  llf4-3±2>/33_==  14^2V33 
|  7dzV^>2  =  49  +  13rfcl4Vl3  =  62zbI4/t3 

Wir  haben  hier  durch  Quadrirung  eines  Binoms ,  das  zum 
rrheil  oder  auch  ganz  aus  Wurzeigrössen  zweiten  Grades  zusam- 
mengesetzt ist,  Ausdrücke  erhalten,  welche  aus  einem  rationalen 
und  einem  irrationalen  Theil  bestehen  und  allgemein  von  der  Form 
sind :  A  ±  y]B.  Umgekehrt  können  wir  einen  Ausdruck  von  der 
Form  A  zt  yjß  als  das  Quadrat  eines  ganz  oder  wenigstens  zum 
Theil  irrationalen  Binoms  ansehen  und  es  wird  daher ,  so  oft  der- 
selbe wirklich  durch  Quadrirung  entstanden  ist,  auch  wieder  mög- 
lich sein ,  die  Quadratwurzel  aus  einem  solchen  Ausdruck  in  die 
Summe  oder  Differenz  zweier  Wurzeigrössen  zu  zerlegen.  Bezeich- 
nen wir  die  zu  suchenden  Wurzelgrössen,  deren  Summe  =  Yi+\f| 

oder  deren  Differenz  —  yj  A — yjB  sein  soll,  mit  yjx  und  >/?/,  wo 
x  und  y  als  rational  gedacht  werden,  so  hat  man : 
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\lA±yJ  B  =  y[x  ±yj  y 
©der  A  dt  yj  B  =  x-\-y±  2>Jxy- 

Soll  diese  Gleichung  bestehen,  so  müssen  die  rationalen  Theile 
auf  beiden  Seiten  gleich  und  ebenso  die  irrationalen  unter  sich 
gleich  sein.  Da  wir  x  und  y  als  rational  vorausgesetzt  haben,  so 
zerföllt  die  obige  Gleichung  in  die  zwei  folgenden: 

1)  A  =  x+y, 

2)  V  B  =  2$äju 
Durch  Quadrirung  erhalten  wir: 

A2  =  x*  +  y2  +  *xy 

B  =  4a?y.  ; 
Daher  4  2  — 5  =  x2  +  y2  —  2xy 

oder  42  —  B  =  (a?  —  t,)2; 

somit  Ja1—  B  =  x—  ij. 

Wiz  kennen  nun  die  Summe  und  die  Differenz  der  beiden 
Grössen  x  und  y\  daraus  linden  sich  x  und  y  selbst;  denn  wenn 


x     y  =  A 

X — y  =  yj  A'1 — H 

so  folgt 

2x  =  A  +  ylÄ1—  B 

oder 

x  —  2 

lerner 

2y  =  A  —  slA*~B 

A-jAL—B 
folglich  y  =   §  >S  somit 


>M±V*  =  V    2~"  _"       V  "  2 

Die  Ausdrücke  für  x  und  //  fallen  hier  nur  rational  aus, 
wenn  A2  —  B  ein  vollständiges  Quadrat,  etwa   =  C'l\   dann  ist 

    A-\-  C 

yjA* —  B  =  yJC1  =  C  und  man  hat  dann  x  =  — gp  und  y  = 

4  —  C  i  1W        /  Ä  +  C       I A  —  C 

— - — ;  somit  ylA±ylB  =  y  — 2~   ±y  , 

wo  es  noch  geschehen  kann,  dass  die  eine  oder  andere  der  Grös- 
sen unter  dem  Wurzelzeichen  ein  vollständiges  Quadrat  ist. 

Ist  dagegen  A2 —  B  kein  vollständiges  Quadrat,  so  ist  auch 
i4zbV^nicllt  durch  Quadrirung  entstanden  und  die  Gleichung  (I) 
bleibt  zwar  noch  richtig,  bietet  aber  keine  Vereinfachung,  weil 
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alsdann  yj A  rfc  yj  B  in  zwei  Ausdrücke  von  derselben  Form  zerlegt 
wird. 

Beispiele. 
1.  V17  +  2v'7Ü  =  2 

r      .2  V  2 

Hier  ist  nun  ^4  =  1 7 

yjlt  =  2v'70; 
daher  A2  m  289 

/;   =  280, 


somit  A*  —  il  =  9 


und  V-*2      /*  =  V9  ==  dabo: 

V         2  V  2 


=  V10  +  v 7  • 

2 tes  Beispiel. 


17  -fr  3  17  —  :\  20  14 


yJ9x-y2— 2xyz+by*+±(3j;y*—y*)ylxy+!r  =  ? 
Hier  ist  ,4  =  9a?V— 2a#*+S#« 

 V"  =  M^-y^yJxJhf' 

Daher    i2  =  81a;4?/4  -  3Gj;yi-f-94xyi  -  2<».r#7-f-25i/8 
ß   =  1 4  4#3j/ 5  -f-4  Sx2y  6 —80x7;  7+l  %  * 

Daher  ^  -f-  ^i2^  =  'J.*;^2— 2**/:iH-5#4H-9xy  —  lö%*—%< 

ferner  A  -  ^A  2—Ii  =  $x2yl  —  2xyz+hy*  —  (9x2y2— lOxy *—<hjA) 
A — y[^—B  «  &xy*+8y*  und 

Somit  yjA-\-\J  ii  ==  foxty—fixy^+y*  -fr  yjZx^t+Ty* 
=  3o;^  -#2  -f-  2^/V 

Urelli,  Algebra.  *2te  Auflage  i;j 
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Wir  haben  somit  : 
yl9x*yi—2xyz-t-by 4  4-4(3  xy2—yz)  V  xy+y*  =  Zxy—yl+2yjxy+y*. 


Beispiele  zur  Uebung! 

a 

"TT 


An^  16— 10a;  6a;— 27  3l4-4a;  5aH43  40— 2x 
1)  473  +  __  _  =  _____  _ 


Lösung:  x  =  17. 
^   x      „        2a?4-5       3x4-4      154-3a;       12a;— 5      25a;—  8 

*  T  3  14"  =  ~}  T-+  4 

Lösung  :  x  =  8; 
£       33?-— 16  _  9x4-11 
}  4  +    5a;— 9  ~  36 
Lösung :  a;  =  9. 
4)    1.    2a;4-4t/—  3s4-5.4-«  =  36, 

2.  7^4-5 1/4-22— 3.4-2«  =  15, 

3.  9a;— 2^4-524-J— 3u  =  29, 

4.  5^4-12^4-324-2.-4«  =  62, 

5.  x4-2//4-3s4-4/4-5?i  =  6u.  


Lösung:  a;=l,  y=3,  2=5,  /=7  und  w  =  2. 

5)  1-    x+y+z  =  10, 

2.  2aH-3t/4-M  =  24, 

3.  3^4-22— t  =  20, 

4.  t/4-24-2.  =  9, 

5.  4z4-2.— u  =  6.  

Lösung :  x  ==  7     s  =  1  ^ 

n  mid  ?/  =  4. 
i/  =  2  f=3 

6)  36jt2— 47x4-15  =0;    Lösung:  #  =  x=^\. 

7)  8_c24-33a;  —  35 ;    Lösung :  x  =  -£?  a;  =  —  5. 

8)  84_r24-13_— 21  =0;    Lösung:  x  ==  | ,  a?=  —  ,V 

9)  x2  — 13a;— 264  =  0;    Lösung:  x  —  24,  x  =  —  1 1. 

10)  10&ca;24-6ft!zt  =  bacx+üah *,  Lösung:  a;  =      und  r  =  — 

11)  a;24-{!a;  =  {jäH-?^*  Lösung:  x  =  $  und  a;  =  j 

12)  Das  Trinom  28a;24-# — 15  in  Faktoren  des  ersten  Grades  zu 
zerlegen.    Lösung:  {Ix-  5)(4a?4-3). 

13)  Ebenso  das  Trinom:  132x24-139a?-f-35.   Lösung:  jUt**j4S  und 
llaH-7  sind  die  Faktoren. 

14)  Die  2  Gleichungen:        hx1+2xy+  y1  =  41 

#5a?2 — ^ri/+%2=  94  aufzulösen: 
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a;,  =  —  2 

I 

37 

»4  = 

»1  =* 

15)  ja*  —  4uH+:wH2  +  b*+2[a2b—2nb*)y/a2+b'i  = 


Antwort :  n-  ~-2äb+tj  a*+b* ! 


7 

>/52 
37 
^52 

v 


Siebenter  Abschnitt, 

Sätze  über  Kattien  and  Wurzeigrössen. 

151.  Betrachten  wir  dir  Reihe  der  positiven  ganzen  Zah- 
len, so  linden  wir  darin 

1)  solche,  welche,  wie  z.  B.  7,  11.  19  etc.,  nur  durch  die 
Einheit  und  durch  sich  selbst  theilbar,  daher  auch  nicht  weiter  in 
Faktoren  zerlegbar  sind  und  die  absolute  Primzahlen  ge- 
nannt werden. 

2)  solche ,  welche  als  Produkte  von  Primzahlen  aufgefasst 
werden  können,  wie  z.  B.  8,  12.  15  etc.  und  die  man  zusam- 
mengesetzte Zahlen  nennt. 

Vergleicht  man  zwei  beliebige  ganze  Zahlen  unter  sich,  so 
sind  entweder  die  Primfaktoren  der  einen  sämmtlich  verschieden 
von  denen  der  andern,  wie  z.  B.  35  und  18;  sie  heissen  dann 
prim  unter  sich  oder  relativ  prim:  oder  es  kommen  ein- 
zelne Primf aktoreil  der  einen  auch  in  der  andern  vor,  wie 
z.  B.  bei  18  und  30,  welchen  die  Primfaktorei)  Ii  und  3  gemein- 
schaftlich zukommen  und  die  daher  ausser  2  und  3  auch  noc  h  daß 
Produkt  2  .  >>  =      als  gemeinschaftlichen  Faktor  enthalten. 

Da  jede  ganze  Zahl  zu  Divisoren  die  Einheit  und  sich  selbst 
hat,  bei  einer  einzigen  Zahl  diese  beiden  Divisoren  aber  zusam- 
menfallen, nämlich  bei  der  Einheit,  so  ist  es  nicht  unpassend,  die 
Einheit  aus  der  Reihe  der  übrigen  Zahlen  auszuschliessen.  wodurch 
man  3  Arten  von  Zahlen  i ganzen)  erhält: 

1 )  die  Einheit,  welche  nur  einen  Divisor  hat, 

2)  die  Primzahlen,  die  genau  zwei  Divisoren  enthalten, 

3)  die  zusammengesetzten  Zahlen,  welche  mehr  als 
zwei  Divisoren  zulassen. 
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152.  Aufgabe:  Die  Primzahlen  von  1  bis  zu  ein  er 
bestimmten  Grenze,  z.  B.  bis  100,  zu  finden. 

Auflösung:  Wir  schreiben  erst  alle  Zahlen  von  1  bis 
100  an: 

1.  2.  3.  4.  5.  6.  7.  8.  0.  iß.  II,  12.  13.  U.  %  Kft  17. 
18.  1(J.  '20.  '2t.  22.  23.  24.  23.  28.  27.  28.  29.  30.  31.  32.  33. 
34.  33.  36.  37.  38.  38.  40.  41.  42.  43.  44.  43.  46.  47.  48.  4.9. 
30.  31.  32.  53.  34.  33.  30.  3).  3S.  59.  80.  61.  02.  63.  64.  03. 
06.  67.  68.  69.  70.  71.  72.  73.  74.  73.  70.  It.  78.  79.  80.  8t. 
82.  83.  84.  83.  86.  87.  SS.  89.  00.  Ol.  02.  03.  04.  93.  06.  97. 
08.  00.  100. 

Wir  streichen  nun  zunächst  alle  Vielfachen  von  2  als  Nicht- 
primzahleu,  also  von  2  ausgehend  je  die  2te  Zahl. 

Die  erste  nicht  gestrichene  Zahl  3  muss  eine  Primzahl  sein, 
da  sie  durch  die  vorangehende  Primzahl  2  nicht  theilbar  ist.  Wir 
streichen  nun  wieder  die  Vielfachen  von  o,  welche  wir  durch  ein- 
faches Abzählen  Huden  können;  wir  dürfen  nur.  von  3  ausgehend, 
je  die  3te  Zahl  streichen. 

Die  erste  nicht  gestrichene  Zahl  3  ist ,  weil  weder  durch  2, 
noch  durch  3  theilbar,  eine  Primzahl  und  wir  streichen  nun  die 
sämmtlichen  Vielfachen  von  5  ,  welche  wieder  durch  blosses  Ab- 
zählen gefunden  werden  können. 

Die  nächste  nicht  gestrichene  Zahl  7  ist  wieder  eine  Prim- 
zahl. Wir  streichen  ihre  sämmtlichen  Vielfachen,  die  wir  erhal- 
ten, wenn  wir,  von  7  ausgehend,  je  um  7  fortschreiten.  Ich  be- 
haupte nun:  man  braucht  bei  diesem  Verfahren  nur  bis  zu  der- 
jenigen Primzahl  zu  gehen,  welche  zunächst  unter  der  Quadrat- 
wurzel aus  der  obern  Grenze  liegt.  AVenn  wir  also  die  Primzah- 
len bis  zu  400  autsuchen  wollten,  so  wäre  ^400  =  20,  die  zunächst 
unter  20  liegende  Primzahl  ist  19;  man  raüsste  also  noch  die 
Vielfachen  von  19  streichen.  In  unserm  Fall  .  sollen  bloss  die 
Primzahlen  von  1  bis  100  bestimmt  werden-,  die  Quadratwurzel 
aus  der  obern  Grenze  100  ist  =  10  und  die  zunächst  unter  10 
liegende  Primzahl  ist  7.  Wir  müssen  also  noch  die  Vielfachen 
von  7  streichen  und  sind  dann  sicher,  dass  alle  nicht  gestrichenen 
Zahlen  Primzahlen  sind.  In  der  That:  wollte  man  z.B.  noch  die 
Vielfachen  der  nächsten  Primzahl  11  in's  Auge  fassen,  so  wären 
diese  bereits  gestrichen  als  Vielfache  von  frühern  Primzahlen, 
nämlich  • 
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22  als  Vielfaches  von  2 

33  „  n  3 

44  „  • '  . „  „  2 
55    „  ;?  5 

66    „  w  2 

77    t  f  M    7        und  ebenso  sind  die  Vielfachen 

88    „         „  „    2        aller  spätem  Primzahlen,  wie 

99    n         M  „3         17.  19  etc.  bereits  gestrichen. 

Die  gesuchten  Primzahlen  bis  100  sind  demnach:  2,  3,  5, 
7,  11,  13,  17,  19,  23,  29,  31,  37,  41,  43.  47,53,  59,  61,  67, 
73,  79,  83,  89  und  97. 

153.    Zerlegung  einer  Zahl  in  ihre  Primfaktoren. 

Um  eine  Zahl  in  Primfaktoreu  zu  zerlegen,  dividiren  wir  sie 
zunächst  durch  die  kleinste  Primzahl  2,  den  Quotienten  wieder 
durch  2  und  so  fort,  bis  wir  zu  einem  Quotienten  kommen,  der 
nicht  mehr  durch  2  theilbar  ist.  Diesen  Quotienten  dividiren  wir 
durch  die  nächste  Primzahl  3,  den  Quotienten  wieder  durch  3 
u.s.  f.,  bis  wir  zu  einem  Quotienten  kommen,  der  nicht  mehr  durch 
3  theilbar  ist.  Diesen  neuen  Quotienten  dividiren  wir  dann  durch 
die  folgende  Primzahl  .">.  den  Quotienten  wieder  durch  5  und  fah- 
ren in  gleicher  Weise  fort,  bis  wir  zu  einem  Quotienten  kommen, 
der  kleiner  ist  als  die  als  Divisor  verwendete  Primzahl.  Die 
verschiedenen  Divisoren  und  der  letzte  nicht  mehr  theilbare  Quo- 
tient bilden  dann  die  Primfaktoren  der  gegebenen  Zahl. 

Sollte  z.B.  151  in  Primtaktoren  zerlegt  werden,  so  geht  von 
den  Primzahlen  2;  3,  5,  7,  Ii  und  13  keine  in  151  auf;  der 
Quotient  von  151  durch  13  fallt  überdiess  kleiner  als  13  aus; 
daraus  schliessen  wir,  dass  151  selber  eine  Primzahl  sein  muss. 
Denn  gesetzt  für  einen  Augenblick,  es  könnte  eine  der  folgen- 
den Primzahlen,  wie  17,  19,  23  etc.,  in  161  aufgehen,  so 
müßstö  der  Quotient  jedenfalls  eine  ganze  Zahl,  kleiner  als  der 
bei  der  Division  durch  13  erhaltene  Quotient  11*3;  daher  müsste 
er  entweder  eine  der  vorangehenden  Primzahlen  oder  ein  Produkt 
von  solchen  sein.  Allein  alle  Primtaktoren  unter  11  sind  nach 
der  Rechnung  in  151  nicht  enthalten;  es  ist  folglich  die  An- 
nahme, dass  eine  Primzahl  grösser  als  13  in  151  enthalten 
sein    könnte,    unzulässig  d.  h.  151  muss  selber  eine  Primzahl  sein. 

Beispiel.    Die  Zahl  47880  in  Primfaktoren  zu  zerlegen. 

Wir  scheiden  durch  einen  vertikalen  »Strich  die  als  Divisoren 
verwendeten  Primzahlen  von  den  Quotienten  und  bekommen  so: 


[47880  Die  Primfaktoren  von  47880  sind  somit  2,  2,  2 


223940        3,  3,  5,  7  und  19,  so  dass 


2 11970 


5985 
1995 


47880=2 . 2.2.3.3.5.7.  1 9  =  2*.  32 .  5 .  7 . 19. 
2tes  Beispiel.    5502  in  Primfaktoren  zu  zer- 


665  le£en- 


133 

19  2 

3 


5502 


12751 
917 
1  131 

Also  5502=2  .3.7.  131. 

Der  Quotient  von  131  durch  11  wird  noch  etwas  grösser, 
als  11,  der  von  131  durch  13  aber  kleiner  als  der  Divisor  13 
und  doch  nicht  ganz;  somit  ist  131  nicht  weiter  zerlegbar,  also 
eine  Primzahl. 

154.  Aufsuchung  des  grössten  gemeinschaftlichen 
Divisors  zweier  Zahlen. 
Um  den  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  zweier  Zahlen 
zu  bestimmen,  dividiren  wir  die  grössere  der  beiden  Zahlen  durch 
die  kleinere,  den  Divisor  durch  den  erhaltenen  Rest,  diesen  Divi- 
sor wieder  durch  den  neuen  Rest,  und  fahren  so  lange  fort,  bis 
wir  endlich  zu  einer  Division  kommen,  die  aufgeht.  Alsdann  ist 
der  Divisor  der  letzten  Division  der  grösste  gemeinschaftliche  Di- 
visor. 

Wenn  z.  B.  zwischen  1275  und  345  der  grösste  gemein- 
schaftliche Divisor  bestimmt  werden  sollte,  so  bekäme  man  fol- 
gende Divisionen: 


1  ste  Division  : 

1275 

:  345 

1035 

~3~ 

"240 

2te 

345  : 

240 

240 

1 

105 

3te 

240  : 

105 

210 

2 

30 

Ate 

105  : 

3C 

90 

3 

15 

5te 

30  : 

15 

30 

2 

0 
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Der  Divisor  15  der  letzten  Division  ist  der  gesuchte  ^rösste 
gemeinschaftliche  Divisor  der  beiden  Zahlen  345  und  1275. 

Um  das  nachzuweisen,  schreiben  wir  so  viele  Gleichungen 
an,  als  Divisionen  vorkommen,  indem  wir  bei  jeder  dieser  Divi- 
sionen den  Dividenden  gleich  dem  Produkt  aus  dem  Divisor  in 
den  Quotienten  mehr  dem  Rest  setzen.     Wir  bekommen  so: 

1.  1275=345  .  3+240 

2.  345=240  .  14-105 

3.  240=105.24-30 

4.  105=  30.34-15 

5.  36=  15.2 

Die  letzte  Gleichung  zeigt  unmittelbar,  dass  16  Divisor  ist 
von  30.  Betrachten  wir  Gleichung  (4),  so  ist  30  und  somit  auch 
jedes  Vielfache  von  30  theilbar  durch  15;  ebenso  ist  15  durch  15 
theilbar;  somit  auch  die  Summe  30  .  3-f-l5  oder  105;  denn  wäre 
das  nicht,  so  dürfte  man  nur  beide  Seiten  der  Gleichung  durch 
15  dividiren,  wodurch  man  auf*  denSchluss  käme,  dass  die  Summe 
zweier  Zahlen  (UlüL  und  J4)  gleich  einem  Bruch  sein  müsste, 

was  unmöglich.  Es  ist  also  105  theilbar  durch  15;  also  auch 
105.2  theilbar  durch  15  ;  ebenso  ist  30  theilbar  durch  15 ;  da- 
her jedes  Glied  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (3)  theilbar  durch 
15;  somit  auch  die  linke  Seite  240.  Ist  aber  240  durch  15  theil- 
bar, so  ist,  da  nach  dem  Vorangehenden  auch  105  es  ist,  jedes 
Glied  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (2)  theilbar  durch  15;  so- 
mit auch  die  linke  Seite  345.  Hieraus  folgt  wieder,  dass  345  .  3 
durch  15  theilbar  sein  muss  und  da  auch  240  theilbar  durch  15, 
so  ist  jedes  Glied  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (1)  theilbar 
durch  15  ;  also  auch  die  linke  Seite  1275.  Es  ist  somit  15  jeden- 
falls gemeinschaftlicher  Divisor  von  1275  und  345. 

Um  noch  zu  zeigen,  dass  15  auch  der  gross te  gemein- 
schaftliche Divisor  zwischen  1*245  und  345  sei,  nehmen  wir  für 
einen  Augenblick  an,  es  wäre  d  in  1275  und  3  45  als  Faktor  ent- 
halten und  zugleich  r/>  15  ;  dann  wäre  in  Gleichung  (1)  die  linke 
Seite  1275,  sowie  das  erste  Glied  der  rechten  Seite  (345  .  3)  un- 
mittelbar nach  dieser  Annahme  theilbar  durch  d\  daraus  würde 
folgen,  dass  auch  das  2te  Glied  240  durch  d  theilbar  sein  müsste. 
Denn  wäre  240  nicht  theilbar  durch  d:  so  bekäme  man  durch 
Division  der  Gleichung  (1)  durch  d  die  Gleichung: 
1275       345  .  3      240  ,  , 
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eine  ganze  Zahl  I— —  I  pafigste gleich  Sfein  einer  andern  ganzen  Zahl 
i  6A  ')  .  .'"5  v  ,  /  2-IOv 

{     (f~  J  mehr  einem  Bruch  unmöglich.     Es  würde 

also  aus  der  Theilbarkeit  von  1275  und  345  durch  d  die  Theil- 
barkeit  von  240  durch  d  sich  ergeben.  Ebenso  geht  aus  Glei- 
chung (2)  hervor,  dass  wenn  345  und  240  durch  d  theilbar  wä- 
ren, auch  105  dadurch  theilbar  sein  miisste.  Ebenso  würde  mit 
Hülfe  der  Gleichung  (3)  aus  der  Theilbarkeit  von  240  und  105 
durch  d  die  Theilbarkeit  von  30  durch  d  und  endlich  mit  Hülfe 
von  Gleichung  (4)  aus  der  Theilbarkeit  von  105  und  30  durch  d 
diejenige  von  15  durch  d  sich  ergeben.  Die  Annahme,  dass  1275 
und  345  noch  einen  gemeinschaftlichen  Faktor  grösser  als  | .", 
haben  könnten,  würden  uns  also  auf  das  unsinnige  Resultat  hih- 
ren,  dass  15  durch  eine  Zahl  grösser  als  15  theilbar  sein  müsste; 
sie  ist  daher  u  nz  uläs  s  i  g  d.  h.  es  kanu  kein  grösserer  gemein- 
schaftlicher Divisor  zwischen  1275  und  345  existireu,  als  der  Divi- 
sor 15  der  letzten  Division. 

Zusatz,  ist  in  der  obigen  Kette  von  Divisionen  der  letzte 
Divisor  =  1,  so  ist  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  beider 
Zahlen  =  1;  es  sind  folglich  die  Primfaktoren  der  ei  n  e  n  säinnit 
lieh  verschieden  von  den  Primfaktoren  der  andern  d.  h.  die  bei- 
den Zahlen  sind  prim  unter  sieh.  Wir  können  daher  auch  sagen: 
Zwei  Zahlen  heissen  re  1  a  t  i  v  p  r  i  in,  sobald  ihr  grösster  gemein- 
schaftlicher Divisor  die  Einheit  ist. 

155,  Hat  man  den  gefegten  gemeinschaftlichen  Divisor 
mehrerer  Zahlen  b  aaä  r  zu  suchen,  so  bestimmt  man  erst  den 
grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  d  zwischen  u  und  />,  sucht  als- 
dann den  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  zwischen  d  und  der 
3ten  Zahl  t\  Wenn  dieser  ==  rf',  so  enthalt  d'  alle  den  beiden 
Zahlen  d  und  c  gemeinschaftlichen  Primfaktoren  und  da  d  selber 
das  Produkt  ist  der  den  2  ersten  Zahlen  a  und  b  gemeinschaft- 
lichen Primfaktoren,  so  wird  (V  nichts  anders  als  das  Produkt  der 
den  3  ersten  Zahlen  a,  b  und  c  gemeinschaftlichen  Primfaktoren 
sein. 

In  analoger  Weise  w  ürde  man  den  grössten  gemeinschaft- 
lichen Divisor  von  4  und  noch  mehr  Zahlen  bestimmen. 

Beispiel.  Sei  zwischen  den  Zahlen  1008.  2C>4  und  104  der 
grösste  gemeinschaftliche  Divisor  zu  suchen. 
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Man   findet:    größter    gemeiÄsrfiiiftKcber   Divisor  fischen 
lU()8  und  204  ist  =  24; 

der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  zwischen  24  und  104  aber 
ist  =  8-,  somit  8  der  grösste  gemeinschaftlich«'  Divisor  zwischen 
ln.is.  264  1111(1  104- 

15G.  Ist  ein  Produkt  zweier  Faktoren  iheil- 
bar  durch  eine  Zahl  </,  die  nrim  ist  zu  dem  einen 
Faktor  a,  bo  mu  88  no  t Ii  w  e  ndi  g  d  e  r  andere  Faktor  b 
d  u  r  e  h  '/  theilbar  sei  n. 

Um  das  nachzuweisen,  wollen  wir  mit  dem  Divis« »r  d  des 
Produktes  und  demjenigen  Faktor  desselben,  zu  welchem  dieser 
Divisor  als  prim  vorausgesetzt  wurde  gerade  so  vorfahren,  als  wenn 
wir  deren  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  aufsuchen  wollten 
«l.  Ii  zuerst  a  durch  d  oder  d  durch  a  dividiren,  je  nachdem  a^d 
oder  f/>a,  dann  den  Divisor  durch  den  erhaltenen  Kest  r,  diesen 
wieder  durch  den  neuen  Rest  r'  u.  s.  f.,  bis  wir  endlich  zu  dem 
Rest  1  gelangen.  Gesetzt  z.B.  es  geschehe  diess  schon  nach  der 
4 ten  Division,  und  es  seien  </,  q\  q"  und  qw  die  Quotienten,  r 
/',  r'  und  r"'  =  l  die  entsprechenden  Keste,  so  muss  hei  jeder  die- 
ser Divisionen  das  Produkt  aus  dem  Divisor  in  den  Quotienten 
mehr  dem  Rest  gleich  dem  Dividenden  sein..    Wir  haben  daher: 

1)  a  =  d   .  (/    -Pr  i 

2)  d  =  r   .  q'   -P  rs  ( 

3)  r  =  r'  .  «7" 

4)  =  r"  .  f'  +  1  ) 

Könnten  wir  nun  zeigen,  dass  wenn  ab  durch  d  theilbar  ist, 
auch  die  Produkte  aus  b  in  die  successiven  Reste  r,  >"  etc. 
durch  d  theilbar  sein  müssen,  so  wäre  dann  das  Produkt  aus  dem 
letzten  Rest  1  in  d.h.  b  selber  durch  d  theilbar.  Indem  wir 
nun  die  Gleichungen  I  mit  b  multipli/iren.  kommen  die  Produkte 
rb,  r'b}  r'%  1  •  b  oder  b  auf  der  rechten  Seite  zum  Vorschein 
und  wir  haben  dann  : 

1)  ab  =  dqb      P  rb  j 

2)  db  =  r'q'b    -P  r'b  \ 

3)  rb  =  rV&  +r"b  (  U' 

4)  r'b  =sr'yb*-l.b  1 

Nun  ist  nach  der  Voraussetzung  die  linke  Seite  (ab)  der  er- 
sten Gleichung  unter  (11)  durch  d  theilbar,  ebenso  das  erste  Glied 
dqb  auf  der  rechten  Seite;    daher  muss  auch   das  2te  Glied  rb 
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durch  d  theilbar  sein,  weil  sonst  die  ganze  Zahl  yji  gleich  sei 
müsste  einer  andern  ganzen  Zahl  oder  qb}  mehr  einem  Bruch 


was  unmöglich  ist.    Wie  aber  rb  durch  r/  theilbar  ist,  so 


wird  auch  rba*  durch  d  theilbar  sein,  und  da  db  es  ebenfalls  ist, 
so  muss  nach  (2)  auch  r'b  durch  d  theilbar  sein.  Ebenso  folgt  aus 
Gleichung  (3),  dass  r"b,  und  endlich  aus  Gleichung  (4),  dass  1  .  b 
oder  b  durch  ,1  theilbar  sein  muss.  Wenn  daher  ab  durch  d  theil- 
bar, wahrend  d  zu  a  prim  ist,  so  muss  nothwendig  der  andere  Fak- 
tor b  durch  d  theilbar  sein. 

So  ist  z.  B.  15  .  35  theilbar  durch  die  Zahl  7,  welche  prim 
ist  zu  dem  einen  Faktor  15,  daher  muss  der  andere  Faktor  35 
theilbar  sein  durch  7.  Dagegen  darf  man  keineswegs  aus  der 
Theilbarkeit  eines  Produktes  zweier  Zahlen  durch  eine  dritte 
d  ohne  weiteres  auf  die  Theilbarkeit  eines  Faktors  durch  d 
schliessen.  So  ist  z.B.  18.35  theilbar  durch  15,  ohne  dass  we- 
der der  eine,  noch  der  andere  Faktor  durch  15  theilbar  wäre; 
allein  15  ist  auch  weder  zu  18,  noch  zu  35  prim,  sondern  hat 
mit  dem  ersten  den  Faktor  3,  mit  dem  2ten  aber  den  Faktor  5 
gemein. 

157,  Wir  ziehen  nun  aus  dem  eben  bewiesenen  Satze  fol- 
gende Consequenzen : 

a.  Wenn  ein  Produkt  abcd  mehrerer  Faktoren 
theilbar  ist  durch  eine  Primzahl  jj,  so  muss  wenig- 
stens einer  der  Faktoren  durch  di  es  e  Primzahl  theil- 
bar sein.  Denn  man  kann  abcd  zunächst  als  ein  Produkt  der 
beiden  Faktoren  abc  und  d  auflassen.  Ware  nun  der  eine  Fak- 
tor d  nicht  theilbar  durch  die  Primzahl  p,  s<>  könnte  er  mit  ihr 
auch  keinen  Faktor  gemein  haben,  müsste  also  prim  sein  zu  p-, 
folglich  müsste  nach  dem  vorigen  Satze  der  andere  Faktor  abc 
theilbar  sein  durch  p.  Allein  es  ist  ahr  =  ab  .  c  und  wenn  nun 
auch  r  nicht  theilbar  sein  sollte  durch  die  Primzahl  p,  so  müsste 
wieder  c  prim  sein  zu  p  und  folglich  der  andere  Faktor  ab  theil- 
bar durch  d.  Wenn  endlich  in  dem  Produkt  ab  auch  b  nicht 
theilbar  wäre  durch  /?,  so  müsste  der  Faktor  a  es  sein.  Also 
einer  der  Faktoren  des  Produktes  abcd  muss  jedenfalls  theilbar 
sein  durch    die  Primzahl  p,  sobald  das  Produkt  dadurch  theilbar 
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ist.  Damit  ist  natürlich  nicht  gesagt,  dass  nicht  gleichzeitig  meh- 
rere Faktoren  des  Produktes  durch  p  theilbar  sein  könnten. 

Es  ergibt  sich  hieraus  unmittelbar,  dass  eine  Potenz  durch 
eine  Primzahl  p  nur  theilbar  sein  kann,  wenn  die  Basis  derselben 
theilbar  ist  durch  p;  denn  am  ws  a.  a  .  a  .  ß. . .  und  wenn  daher 
am  theilbar  durch  die  Primzahl  p,  so  muss  einer  der  Faktoren 
und  somit  a  selber  theilbar  sein  durch  p. 

b.  Soll  ein  Produkt  mehrerer  Primzahlen  theilbar 
sein  durch  eine  Pri  m  zahl  p ,  so  muss  ein  er  der  Fakto- 
ren gleich  sein  di-eser  Primzahl. 

Denn  nach  a.,  kann  ein  Produkt  abcd  mehrerer  Faktoren 
durch  eine  Primzahl  p  nur  dann  theilbar  sein,  wenu  ein  Faktor 
durch  p  theilbar  ist.  Sind  nun  die  Faktoren  des  Produktes  abcd 
selber  Primzahlen,  so  kann  irgend  einer  derselben  durch  die  Prim- 
zahl jt  nicht  anders  theilbar  sein,  als  wenn  er  gleich  p  ist. 

c.  Ist  eine  Zahl  N  durch  mehrere  Zahlen  a,  b 
und  c  th  eil  bar,  die  prim  unter  sich  sind,  so  muss  sie 
a  uch  theilbar  sein  durch  ihr  Produkt. 

N 

Denn  da  N  theilbar  ist  durch  a,  so  muss  der  Quotient 

a 

iV 

?anz  sein.    Sei  —  =  ö,   so  wird  N  —  aQ.     Nun    ist  ferner  .V 
a 

theilbar  durch  b,  also  wird  auch  a  .  Q  theilbar  sein  durch  b.  Al- 
lein nach  Voraussetzung  ist  b  prim  zu  ay  somit  muss  der  andere 

Faktor  Q  theilbar  sein  durch  b  und  daher  %   =    einer  ganzen 

b 

Zahl  Q'  oder  Qz=bQ4.  Ersetzen  wir  nun  der  Gleichung  N=aQ 
den  Faktor  Q  durch  b  .  Q',  so  kommt; 

X^ab.Q. 

Nun  ist  endlich  N  theilbar  durch  c,  folglich  auch  abQ1  theil- 
bar durch  c.  Allein  c  ist  prim  zu  a  und  prim  zu  b,  somit  natür- 
lich auch  prim  zu  ihrem  Produkt  ab.  Wir  haben  also  in  abQ4 
ein  Produkt  aus  2  Faktoren  ab  und  Q',  theilbar  durch  eine  Zahl 
r,  die  prim  ist  zu  dem  einen  Faktor  ab;  somit  muss  der  andere 

0' 

Faktor  (?'  theilbar  sein  durch  c  d.  h.  —  wird  ~  einer  ganzen  Zahl 

Q"  oder  Q'  ~(Q"  sein.  Führen  wir  das  in  die  obige  Gleichung 
ein,  so  kommt 

V  abcQ" 


—  204 


(1.  Ii.  .V  ist  das  Produkt  BiQM  abc  und  einer  ganzen  Zahl  Q'\  ist 
folglich  theilbar  durch  abc,  was  zu  beweisen  war. 

158.  Eine  Zahl  Ar  kann  nur  auf  eine  einzige  Art 
in  Primfaktoren  zerlegt  werden,  oder  mit  andern 
Worten:  Zwei  Produkte  aus  Primfaktoren  können 
einander  nicht  gleich  sein,  ohne  dass  die  Faktoren 
des  einen  einzeln  gleich  sind  den  Faktoren  des  an- 
dern. 

Es  seien  u,  b,  c  und  d  die  Priinfaktoren   von  N.  Gesetzt 
nun,  es  gäbe  noch  ein  anderes  Produkt  u'b'c'd4  von  Priinfaktoren, 
das  ebenfalls  =  N  wäre,  so  müsste  also  abcd  =a'b'c'd'  sein.  Nun 
iSi  abtid  theilbar  durch   a  ;  daher  muss   das   ihm  gleiche  Produkt 
u'b'c'd'   auch   durch  a   theilbar  sein.    Da   aber  a',  b\  c'  und  d' 
sämmtlich  Primzahlen,  so  kann  ihr  Produkt  a'b'c'd'  nur  dann  durch 
a  theilbar  sein,  wenn  einer  seiner  Faktoren  =  a  ist.    Wir  wollen 
annehmen,   es   sei  a'  =  a   und  dann  auf  beiden  Seiten  durch  a 
dividiren,  so  erhält  man :  brd  =  b'c'd'.    Da  nun  der  Faktor   b  im 
ersten  Produkt  bed  enthalten  ist,  so  muss  auch  das  zweite  Produkt 
b'c  d'  durch  b  theilbar  sein,  was  wieder  nur  dann  möglich,  wenn 
einer  seiner  Faktoren^/;;  es  sei  //  =  h.     Indem  wir  dann  die 
Gleichung  bed  =  b'c'd'  durch  b  dividiren,  so  erhalten  wir  cd  =  c'di 
und  da  das  erste  Produkt   cd  durch  c  theilbar  ist,  so  mu»s  auch 
c'd'  durch  c  theilbar  und  somit  einer  seiner  Faktoren  z.  B.  V  =  C 
sein,  und  wenn  wir  jetzt  noch  cd  =  c'd'  auf  beiden  Seiten  durch 
c  dividiren,  finden  wir  endlich  auch  d~d'.    Wir  sehen  also,  dass 
wenn  abcd  und  as b'c'd4   beides  Produkte  von  Primfaktoren  und 
einander  gleich  sind,  nothwendig  die  Faktoren   des  einen  einzelnen 
gleich  den  Faktoren  des  andern  sein  müssen. 

159.    Wenn  eine  Zahl  N  einmal    in   Primfaktoren  zerlegt 
18t,  so    kann   man   auch    leicht   die  Anzahl   aller  ihrer  Divisoren, 
d.  h.  aller  derjenigen  Zahlen   bestimmen,  welche  ohne  Kest  in  \r 
•'Hl halten  sind.    Gesetzt,  der  Primfaktor  q  komme  in  A'  gerade 
mmal,   der  Primfaktor    b  gerade  nmal,  der  Primfaktor  c  endlich 
gerade  /  mal  vor,  und  es  enthalte  die  Zahl  N  ausser  den  genann- 
ten keine   andern  Primfaktoren   mehr,    so   ist  N  —  ambncr.  Nun 
leuchtet  jedenfalls  ein,  dass  A  nicht  bloss  theilbar  ist  durch 
ä%  a\  a2,  a  ,  aA  ....am  . 
6°,  6 1 ,  b\  b\  b*....bn 
C°,   f «,  c'i,  vK  c4....  e% 
sondern  überhaupt  durch  sämmt  liehe  Produkte,  die  man  er- 


hält,  wenn  man  successive  die  nullte,  lste,  2te,  3te  .  .  .  bis  mte 
Potenz  von  a  mit  der  nullten,  lsten,  2ten,  3ten.  .  .  bis  ?iten  Po- 
tenz von  h  und  diese  noch  mit  der  nullten,  lsten,  2ten...  bis  ?ten 
Potenz  von  c  multiplizirt;  aber  ebenso  ist  klar,  dass  ausser  diesen 
Produkten  die  Zahl  .V  keine  andern  Faktoren  mehr  haben  kann, 
es  wäre  denn,  dass  sie  sich  noch  auf  eine  andere  Art  in  Prim- 
faktoren zerlegen  liesse,  was  nach  Nro.  158  unmöglich  ist.  Somit 
sind  die  Divisoren  von  .V  nichts  anderes,  als  die  Glieder  des  Pro- 
duktes (l+a+a2+a*+^ 

und  da  die  Glieder  des  zweiten  Faktors  andere  Buchstabenfak- 
toren, als  die  Glieder  des  ersten  enthalten,  die  Glieder  des  dritten 
wieder  andere,  als  die  Glieder  der  zwei  ersten,  so  können  im 
Produkt  auch  nicht  zwei  Glieder  vorkommen,  welche  die  näm- 
lichen Primfaktoren  mii  den  nämlichen  Exponenten  enthal- 
ten; folglich  sind  sä  mint  liehe  Glieder  des  Produktes  verschie- 
den und  die  Zahl  A  hat  folglich  gerade  so  viele  verschiedene 
Divisoren,  als  jenes  Produkt  Glieder  enthält.  Der  erste  Paktor 
l-h«-h"2-h«  4-  •  .  • «'")  hat  nun  m+1,  der  zweite  Faktor  (1 -f-fc-f-A 2 
-h«:*-h  .  .  .  hv)  aber  n-\-l  Glieder,  folglich  das  Produkt  der  zwei 
ersten  Faktoren  (j»+l)(tH-l)  Glieder;  indem  man  dieses  Produkt 
noch  mit  dem  r  |-1  Glieder  haltenden  dritten  Faktor  multiplizirt. 
erhält  man  ein  Totalprodukt  mit  (///-p  l  )(/<+l)(r-pl )  Gliedern, 
welche  alle  Divisoren  von  N  sind.  Es  hat  somit  die  Zahl  A~, 
welche  =  awhnc'\  gerade  (w-pl)(n-pl)(H-l)  verschiedene  Di- 
vis o  r  e  u. 

Aber  auch  das  Produkt 

(l-h«-ha2-h«:*-h..  . am)(l+6+6*+i a+ . . . bn)(l+c**c*+ .  ..cr) 
selber  oder  die  Summe  sämmtlicher  Divisoren  von  N  lässt  sich 
durch  direkte  Ausführung  dieser  Multiplikation  leicht  bestimmen. 
Wir  können  sie  aber  auch  durch  eine  kürzere  Formel  ausdrücken. 
am  (fm 

Es  ist  nämlich   r  =  am"l-han^~'lb-\-  bm~l,  woraus  für 

« — h 

i  =  1  folgt 
am  \ 

=  am~y-\-am ~--h  .  ..«-pl.    Ersetzt   man  m   durch  m-hl,  so 

o — 1 

kommt 
aw-H — i 

=  amj^nm-\_i_am—*_±_   t  Ebenso  ist  der  zweite 

« — 1 

Faktor  l-h^-h«3-h/>3-h.  .  —    und  der  dritte  Faktor 

b  —1 
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J  +C+C-+.  .  .  Cr  —  r— j  .    Es  ist  folglich  : 

(l+«+a2+  .  . .  an,Xl+*^+  ...  &n)0+c+<:2+  ...  cr)  = 

\  o—i  ;\  b—i  )\T^i  )• 

Wenn  also  ;V  =  ambucl  ,    so  ist  die  Anzahl  aller  Divisoren 
von  A*  =  (w+l)(n+lj(r+l)3  die  Summe  derselben  aber 
i  a  \  jbn+'l—l  W  c'+l  —  1  v 

"~  A    a— 1   /\  6— X  J\  c^T^/' 
lstes  Beispiel.    Die  Zahl  600,  in  Priinfaktoren  zerlegt, 
ist  =  2*  .SV  3*  =8.25.3. 

Die  Divisoren  von  600  werden  daher  die  Glieder  des  Produktes 
sein:(l+2+22+2a)(l+5+f>2)(l  +:>)=(l+2+l  |  8  (i+5+25)(l+3). 
Ihre  Zahl  ist 

=  0M+l)(n+l)(/,+l)  =  (3+l)(2+l)(H-I)5=  4.  3  .2  =24. 
Ihre  Summe  aber  oder  das  obige  Produkt  selber  ist  gleich: 

/32—  1  v     /  16-1  v    /  125—1  J    |9— lv      15   124  8 

15.31.4  =  1800.     Dieses  Kesultat  hätten  wir  auch  durch  direkte 
Multiplikation   erhalten;   denn  (1+2+2*4-2 3XH-5+5J)(l+3j  = 
(l+2+4+8)(l+5+25)(l+3^  =  15  .31.4  =  1860. 

2tes  Beispiel.  Es  ist  4667544  =  35  .  74 .2*  ;  daher  die 
Zahl  sämmtlicher  Divisoren  von  4667544  =  (5+l)(4+l)(3+l)  = 
6.5.4=  120. 

Die  Summe  dieser  12o  Divisoren  aber  ist  gleich: 
/ 35-h  1  _  1  |  iW^-~l\  <2*+l~l\    /3fi  — 1\  /  75— 1  \  /2*— 1\ 
{  3-1   );\    7—1  /  \  2— T~/    '  ~~2    )  \  ~~6~~  )'\    \  ) 
729  —  1    16807—1    16—1     728     16806  15 


2  6        "     1     ,      2   '      6     '  1  ~~ 

364.2801  .  15=  15293460. 
Die  Divisoren  von  4667544  sind   nämlich  die  Glieder  des 
Produktes  ( 1  +3+32+3 *  +3 4  +3 5 )(1 +7+ 72+7 a +7 « )( l+2+22+2 :<) 
=  (1+3+9+27+8  l+243)(l+7+49+343+2401)(l+2+4+8),  Wel- 
ches 120  Glieder  enthält  und  gleich  152934G0  ist. 

160.    Wenn  Zähler   und   Nenner  eines  Bruches 

~*  prim  unter  sich  sind,  so  lässt  sich  derBruch  nicht 

einfacher  ausdrücken   d.h.  es  gibt  keinen   mit  kl  ei- 
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nern  Zahlen   geschriebenen  Bruch,   der    an  Werth 

gleich  ~  sein  könnte. 
o 

Denn  gesetzt,    ~  könnte  =  —  sein,  wo  a  <  a  und  /¥<6, 
b  ß 

so  hätte  man  die  Gleichung :  ^-  ==      ,  woraus  folgen  würde  — 

b       ß  o 

=  a.    Es  raiisste  also  aß  theilbar  sein  diu*ch  b.    Nun  ist  aber 

nach  Voraussetzung   b  prim   zu    dem   einen   Faktor   a ;  folglich 

müsste  nach  Satz  l&ß  der  andere  E  aktor      theilbar  sein  durch  6. 

Wir  kämen  also   durch  die  Annahme,  dass  der  Bruch  —  noch 

b 

durch  kleinere  Zahlen  ausdrückbar  wäre,  auf  den  Schluss,  dass  die 
kleinere  Zahl  ß  durch  die  grössere  b  theilbar  wäre,   was  unmög- 
lich ist.    Die  Annahme,  -\  =      ,  ist  daher  unzulässig. 
b  ß 

So  können  die  Brüche  j^,  |^  nie  durch  einfachere  Zah- 
len ausgedrückt  d.h.  nicht  weiter  reduzirt  werden. 

161.  Ein  Bruch  —  kann  einem  nicht  reduzirba- 
b 

ren  Bruche  ^  nur  dann  gleich  sein,  wenn  Zähler  und 

Nenner  des  ersten  Gleich  vielfache  der  entsprechen- 
den T heile  des  2ten  sind. 

Sei  also  — ■  =  ^   worin  «  prim  zu   ß\   dann  folgt  hieraus 
b         ß » 

unmittelbar  a  =  ~  i  n-  es  muss  «6  theilbar  sein  durch  ß.  Nun 
P 

ist  aber  ß  prim  zu  a;  somit  muss  b  theilbar  sein  durch    ß.  Sei 

ccb 

b  =  tnß  \  führen  wir  diess  in   die  Gleichung  a=  —,  so  kommt: 

amß  Al  .  a 

(/=—-    =  am  =  /na.    Also  wenn  0  =  Wp,  so  muss  a  =  w«a 

sein  d.  h.  Zähler  und  Nenner  des  ersten  Bruches  ~"  s^n(^  iwfache 

r/ 

der  entsprechenden  Theile    von  ^- . 

Zusatz:  Sollenzwei  nicht  reduzirbare  Brüche 
einander  gleich  sein,  so  müssen  ihre  Zähler  und 
ihr  eNenner  einzeln  gleich  sein. 
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In  der   Tliat!    Eben  haben  wir  gesehen,  dass  wenn  —  ein 

nicht  rednzirbarer  Bruch  ist  .   die  Gleichung  —  =  —   nach  sich 

b  p 

zieht :  a  =  ma  und  b  =  mß.  Ist  nun  auch  a  noch  prini  zu  b, 
so  ist  ihr  grösster  gemeinschaftlicher  Divisor  m  =  1  und  die  Glei- 
chungen a  =  ma,  b  =  mß  gehen  über  in  a  =  U  und  b  =  ß,  was 
z.  b.  w. 

162.  Die  mte  Wurzel  aus  einer  ganzen  Zahl 
kann  nie  ein  Bruch  B'ej  n  ,  sondern  ist  entweder  eine 
ganze  Zahl  oder  dann  inkommensurabel. 

Gesetzt  für  einen  Augenblick,  die  wte  Wurzel  aus  einer  gan- 
zen Zahl  A  könnte  irleich  einem  Briten  -ein.  so  können  wir  diesen 

stets  auf  die  einfachste   Form  -r-  uns  zurückgeführt  denken,  wo  a 

b 

prini  zu         Ks  niüsste  dann  |  —  j    —  A  oder         =  A  sein.  Da 

am 

aber  a  prim  zu  b.  bo  wpd  auch  noch  prim  zu  bm  d.h.  —  ein 
nicht  rednzirbarer  Bruch  sein.    Ein  solcher  kann  aber  nie  gleich 

(l™  W'i  (l 

sein  einer  ganzen  Zahl.    Die  Gleichung    —  =  A  oder  yj A  =  — 

ist  daher  unmöglich,  ausser  wenn  6  =  1  und  A  =  um  ist.  Wenn 
also  eine  ganze  Zahl  A  keine  vollkommene   mte  Potenz  ist.  so 

kann  yf A  weder  eine  ganze,  noch  eine  gebrochene  Zahl  sein;  sie 
ist  folglich  inkommensurabel. 

163.  Die  mte  Wurzel   eines  nicht  reduzir baren 

arithmetischen  Bruches-^-  ist  immer  inkommensu  ra - 

D 

bei,  wenn  nicht  Zähler  und  Nenner  vollkommene  m  t  e 
Potenzen  sind. 

(iesetzt,  der  nicht  reduzirbare  Bruch        wäre  die  iwteWnr- 

A  "'     A        (i  A  dm 

zel  von  — ,  so  wäre  also  J        =  ~  und  daher  —  =  —  Da 

nun  a  und  6  unter  sich   prim  sind,   so  müssen  auch  am  und  bm 

prim  sein,  folglich  ist  —  ein   nicht  reduzirbarer  Bruch.  Allein 

nach  der  Voraussetzung  ist  auch         ein  nicht  rednzirbarer  Bruch ; 
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folglich  muss  nach  No.  161,  Zusatz,  A  =  am  und  // =  bw  i.  h.  A 
und  Ii  selber  müssen  vollständige  mte  Potenzen  sein;  sind  sie  das 

in  ^ 
nicht,  so  kann  auch  na,'  —  nicht  gleich  dem  Bruch        sein,  son- 
V    f  b 

dem  ist  dann  inkommensurabel. 


So  ist  z.B.  y/^l^a  kommensurabel;   denn  1024  und  3125 

sind  vollständige  5te  Potenzen;  man  hat  also:  n/  =  j~£E^ 

V  3125  ^3125 

=  4.  dagegen  sind  ^  Viu  ?  inkommensurabel,  weil  beim 
ersten  der  (Nenner,  beim  zweiten  der  Zähler ,  beim  dritten  Zähler 
und  Xenner  keine  vollständigen  Potenzen  sind. 

164.  Die  ganzen  positiven  Potenzen  einer  Zahl 
«,  die  grösser  als  1,  nehmen  mit  den  Exponenten 
fortwährend  zu  und  können  grösser  gemacht  werden, 
als  jede  noch  so  grosse  Zahl. 

Da  (/ >  1,  so  wird  n  .  a  oder  a2  >  1  .  a ,  a*  >  <t2 ,  a*  >  0? 
u.  s.  f.  und  allgemein  a'"4*1  >  am  sein.  Um  aber  noch  einzusehen, 
dass  am  grösser  werden  kann,  als  jede  noch  so  grosse  angebbare 
Zahl  /V,  wollen  wir  den  positiven  Ueberschuss  der  Zahl  a  über  die 
Einheit  mit  b  bezeichnen,  so  dass  also  a  =  1  -f-  b  oder  a  —  1  =  6, 
dann  leuchtet  jedenfalls  ein ,  dass  wenn  wir  die  linke  Seite  dieser 
Gleichung  mit  einer  Zahl  a  >  1  multipliziren ,  das  Resultat  grösser 
sein  wird,  als  die  unverändert  gebliebene  rechte  Seite;  es  wird 
also  ar  —  a  >  b,  ebenso  a:*  —  a2>  6,  a4  —  >  b  etc.  sein,  wo- 
bei jede  Ungleichheit  aus  der  vorhergehenden  sich  ergibt,  indem 
man  die  linke  Seite  mit  der  Zahl  a,  die  grösser  als  1,  multiplizirt. 
Wir  haben  also  die  Relationen: 

o  —  1  =  b 

ar — a  >  b 

a3—  ar>  b 

a4-  a3>  b 


am~]—  am"2>  b 

Es  wird  daher  auch  die  Summe  aller  Glieder  auf  der  linken 
Seite  grösser  sein,  als  die  Summe  der  Glieder  auf  der  rechten 

Uieili,  Algebra,    .te  Aultage.  14 
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Seite  oder  am — 1  >  R+&-HH-... ,  wobei  b  gerade  ?wmal  vorkommt, 
also  am  —  1  >  mb  oder  am  >  I  -f-m*. 

Mag  nun  &  noch  so  gross  sein,  so  kann  doch  m  immer  so 
gewählt  werden,  dass  a'">A";  man  darf  z.B.  nur  mb=k  oder  m= 

—  setzen,  so  wird  der  Forderung  schon  mehr  als  Genüge  gethan. 

Denn  da  am  —  1  schon  grösser  als  mb  oder  k*  so  wird  am  selber 
um  so  mehr  grösser  sein,  als  k. 

165.  Die  ganzen  positiven  Potenzen  einer  Zahl 
d,  die  kleiner  als  1,  nehmen  mit  wachsenden  Expo- 
nenten fortwährend  ab  und  können  der  Null  beliebig 
nahe  gebracht  werden. 

Denn  wenn  a<  1,  so  ist  a2<a,  a3<a2  u.  s.  f.,  allgemein 
aw,  +  1<fl,H  d.  h.  die  Potenzen  von  a  werden  um  so  kleiner,  je 
grösser  ihre  Exponenten  sind.  Um  nun  noch  zu  zeigen,  dass  man 
sie  so  klein  machen  kann,  als  man  nur  will,  denken  wir  uns  Zäh- 
ler und  Nenner  des  als  acht  vorausgesetzten  Bruches  a  durch  den 

Zähler  dividirt,  so  nimmt  er  die  Form  —.  an,  wo  «'<  1.  Es  wird 

a 

daher  am  =  -— -.    Da  nun  a'  <  1 ,  so  wird   nach  dem  vorigen 
o  m 

Satze  a'm  mit  wachsendem  m  immer  grösser  und  man  kann  m  so 
wählen,  dass  n"u  grösser  wird  als  jede  noch  so  grosse  Zahl  A\  Ist 

aber  a'm>/r,  so  wird         oder  am  dann  kleiner  sein  als  -i-, 

wie  klein  auch  -i-  sein  mag. 

166.  Die  Wurzeln  aus  Zahlen  grösser  als  1  neh- 
men mit  wachsenden  In  die  es  fortwährend  ab  und  kön- 
nen der  E  i  n  h  e  i  t  b  e  1  i  e  b  i  g  nahe  gebracht,  nie  aber  ihr 
gleich  oder  kleiner  als  sie  gemacht  werden. 

Sei  a  >  1 ,  so  wird  behauptet  : 

1.  \/  a  <  \/  a  ,  \ja  <yj  a  ,  .  .  .  .       J*  <  "ja  . 

2.  yja  könne  nie  =  1  und  nie  kleiner  als  1  werden. 

3.  Die  Differenz  y/a  —  1  könne    kleiner  gemacht  werden,  als 
jede  noch  so  kleine  Zahl. 
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Um  die   erste  Behauptung    zu   erweisen,   verwandeln  wir 
~^yja  und  yja  in  Wurzelgrossen  mit  gleichen  Indices.    Es  ist 

="n'"+,^  +  l  und 

»ft-fl—  mfm+1)— 
—  yja 

Da  nun  a>l,  so  wird  am+1>  am  und  somit  yja1"^1 

W.  -  t  m(m-\-  )-  -  n<-(-l.— 

oder  ya  grösser  sein,  als  ya'"  oder  als       y  a . 

Dass,  wenn  a  >  1,  ya  nie  =  1  und  nie  kleiner  als  1  wer- 

den  kann,  ist  ebenfalls  leicht  zu  erkennen.    Denn  wäre  ya  =  1, 
/ ;// .  im 

so  müsste  auch  |  ya  /  =1  d.  Ii.  a  =  1  ,  was  gegen  die  Voraus- 

m  -  I  vi  -  \m 

Setzung.  Wäre  aber  yja  <  1,  so  müsste  auch  \  yja  /  oder  a  klei- 
ner als  1  sein,   was  der  Voraussetzung  noch  mehr  widerspricht. 

Ufr—  'L 

Es  kann  also,  wenn  a  >  1 ,  y "  weder  =  1  ,  noch  kleiner  als  1 
werden. 

Um  endlich  zu  zeigen,   dass  man  es  stets  in  seiner  Gewalt 

hat,  in  SO  zu  wählen,  dass  yja  beliebig  wenig  von  1  verschieden 
ausfällt,  bezeichnen  wir  mit  ß  eine  sehr  kleine  Zahl,  dann  wird 
1  -f-  ß  eine  sehr  wenig  von  1  verschiedene  Zahl  bedeuten,  die  aber 
doch  grösser  ist  als  1.  Nach  164  kann  man  aber  /;/  stets  so 
wählen ,  dass  ( 1  -h  ß)m  grösser  wird ,  als  jede  noch  so  grosse  Zahl 
k',  also  kann,  was  auch  a  sein  mag,  jedenfalls  m  so  gewählt  wer- 

den,  dass  (l+ß)m>a  oder  l-4-/:J>ya.  Es  liegt  somit  yja  noch 
unter  und  doch  über  1,  ist  daher  von  1  um  weniger  als 

um  ß  verschieden. 

1  (>7.  Die  Wurzeln  aus  Zahlen  kleiner  als  1  n  e  Ii  - 
men  mit  wachsenden  Indices  fortwährend  zu,  bleiben 
j  edoch  stets  unter  der  Einheit,  der  sie  beli  e  big  n  a  Ii  e 
gebracht  werden  können. 

Sei  a  <  1  ,  so  behaupten  wir  zunächst,  yj  a  >  yj  a  ,   yj  a  > 

yja,  allgemein:      ya  >  yja.    Bringen  wir       ya  und  ya  wie- 

m-j-  .         m(m-\-  i ).  m. 
der  auf  den  gleichen  Index,  so  ist      ya  =  ya'"  und  ya  = 

wi(«i-fl  , —  ,-,  „,1, 

yjam  +  \      Da  nun  a  <  1  ,  so  ist  am  >  am  +  l ;    somit  auch 

m(m  +  l)r     ,   «4^]       ..        .    "'('"41)/"     .     ,      :  wy 

yam  oder      yja  grosser  als  _ya"'       oder  als  ya.  Es 

14* 
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werden  also  die  Wurzeln  aus  a  mit  wachsenden  Indiees  immer 
grösser.    Sie  bleiben  jedoch  stets  kleiner  als  I .    Denn  gesetzt ,  es 

könnte  yja  =  1  oder  grösser  als  1  werden,  so  müsste  {'yja)'  = 
oder  >  1'"  d.  h.  gleich  1  oder  grösser  als  1  werden,  was  der 
Voraussetzung  widerspricht.    Dagegen  kann  man,  wenn  a  noch  80 

klein  sein  sollte,  doch  stets  ///  so  wählen,  dass  yja  beliebig  nahe 
an  1  kommt.  Denn  wenn  wieder  ß  eine  sehr  kleine  Zahl,  so  ist 
1  — fi<1\  daher  kann  man  m  stets  so  wählen,  dass  (1 — ß)m 
kleiner  wird  als  jede  noch  so    kleine  Zahl,  also  auch  so,  dass 

(I — ß)m  <«  und  somit  1—  ß  <  Ja.    Es  ist  daher  dann  "Ija  > 

1 — ß,  zugleich  aber  auch  yja  <1;  somit  liegt  yja  dann  zwischen 
1  und  1  — ß\  ist  somit  von  der  Einheit  um  weniger  als  um  ß 
verschieden,  wie  klein  auch  ß  sein  mag. 

Zusatz.  Aus  den  Sätzen  166  und  167  folgt,  dass  die 
Einheit  die  Grenze  bildet,  welche  die  Wurzeln  aus  Zahlen  grös- 
ser als  1  von  den  Wurzeln  ans  Zahlen  kleiner  als  1  scheidet,  und 
der  sich  die  ersten  von  oben,  die  letzten  von  unten  mit  wachsen- 
den Indiees  ohne  Ende  nahern,  ohne  sie  jemals  zu  erreichen. 

108.  Bezeichnet  a  irgend  eine  positive,  von  der 
Einheit  verschiedene  Zahl  und  lässt  man  x  in  unun- 
terbrochener Aufeinanderfolge  die  Keine  der  ratio- 
nalen Werthe  von  — oc  bis  +  durchlaufen,  so  muss 
ax  von  Null  an  bis  zu  +  in  der  Art  sich  ändern, 
dass  die  Differen  z  zweier  aufeinander fo  lgenden  Wer- 
the von  a*  kleiner  wird,  als  jede  noch  so  kleine  Zahl. 

Wir  unterscheiden  hier  2  Fälle.  Es  kann  a>  1  oder  a  <1  sein. 

1.  Fall:  a >  1. 

Bezeichne  m  eine  sehr  grosse  positive  Zahl,   so   wollen  wir 

dem  x  successive  die  Werthe  geben : 

12    3        m  m+l  m+2  2m+l      0  3m«M 

m    m    tn         mm       m  m  m  V 

bis  -f-  ^c.     Dann  nimmt  av  successive  die  Werthe  an  : 

a\        a'\  am  ....am,a  *  ,  a  m   a"1"00  (2). 

Die  Exponenten  von  a  sind  hier  wachsende  positive  gebro- 

chene  Zahlen.    Wenn  wir  aber  am  als  Basis  betrachten,  so  kön- 
nen wir  lVihe  (2)  auch  so  schreiben: 
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(am  )\  (am  )  ,  (am  )  ,  (a™  )  .  .  .iß"  )  ,  ( a'"  ).^..(«m  )  *(B) 

Da  nun  am  =  V  a  ittr  ff  >  1  stets  grösser  als  1  bleibt,  wie 
gross  auch  m  sein  mag  (Satz  166  ,  so  haben  wir  jetzt  positive 
ganze  Potenzen  einer  Zahl,  die  grösser  als  1  ;  sie  nehmen  also 
nach  Satz  164  mit  wachsenden  Exponenten  fortwährend  zu  und 
können  jede  Grenze  überschreiten  -  für   x  —  ?/t.^='>z   wird  auch 

/  1  fa-.oö  •     .  $  [ 

\  am  j  oder  ax  unendlich  gross.  Es  nimmt  somit  aT  mit  posi- 
tiv wachsendem  x  beständig  zu  und  wird  :jc,  sobald  x—  "c.  Da- 
her bleibt  nur  noch  zu  zeigen,  dass  die  Differenz  zweier  aufein- 
ander folgenden  Werth e  von  fr*  kleiner  gemacht  werden  kann, 

n 

als  jede  noch  so  kleine  Zahl.      Bezeichnet  am  irgend  einen  der 

Werthe  von  ar,  so  wird  der  darauf  folgende  •—  a  m  ,  ihre  Diffe- 
renz daher 

5+1        *        l&j   -1-      \      *  Im-  \ 
a  *    -  am  =  am\aw  —1  J  =  «w  \  yja—l  }  sein.. 

m  — 

Nun  bleibt  für  a>l  yj  a   stets  grösser  als  1  und  man  kann 

m. — 

m  so  wählen,  dass  yj  a  beliebig  nahe  an  1  kommt.  Denken  wir 
uns  m   so  gewählt,   dass  \ja—  1  kleiner  wird  als  — —  j    so  wir({ 

J  /tu        \  _ü  w 

o™  (ya — lj  kleiner  als  am  .  "~ ~jT  d.h.  kleiner  als  w.     Man  hat 

es  also  schon,  wenn  x  die  Reihe  der  kommensurabeln  Werthe 
durchläuft,  in  seiner  Gewalt,  die  Aenderuug  des  ax  beliebig  klein 
zu  machen. 

Geben  wir  nun  dem  x  die  Werthe: 

12        3            m  m-hl 
0,  ,  ,  ...  i  etc  —  oc, 

so  nimmt  ax  die  Werthe  an : 

\  %         li  4  »w-H 

a°,  <f  *,  o"*  ,  a"  S  ,  «"  nT  •  •  •  <*   *  >  ^ 'r*    •  •  •  •  ^ 

oder 

iii      I_  i__  L 

1^    1  '    *j    iL 1  * '  * "  ÜL'  "  x 

0  m     a'"    a'"        am     a  m  a 
Die  Nenner  dieser  Brüche  nehmen  in  stetiger  Folge  zu  von 
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1  an  bis  zu  4- so;  daher  werden  die  Brüche  selber,  welche  die 
reziproken  Werthe  ihrer  Nenner  sind,  beständig  abnehmen  von  — 

an  bis  zu  -^r-.   Wenn  man  also  x  variiren  lässt  von  0  an  bis  zu 
a 

4- so,  so  geht  ax  von  1  bis  -f-oc,  und  wenn  x  von  0  an  bis  zu 
—  oo  läuft,  so  ändert  sich  ax  von  1  an  bis  zu  Null,  welch1  letz- 
tere Grenze  jedoch  nicht  erreicht  wird.  Lässt  man  daher  x  in 
stetiger  Folge  die  Grössenzustände  von  — oo  bis  0  und  von  0 
bis  4-oc  durchlaufen,  so  läuft  ax  von  0  bis  1  und  von  1  bis  -H>c. 
2terFall:  »<1. 

Wir  denken  uns  Zähler  und  Nenner  des  ächten  Bruches  a 

durch  den  Zähler  dividirt,  so  nimmt  a  die  Form  —  an,  wo  a'>  1  ; 

1  \x  1 
dann  ist  ax— ( |  =   .  • 
\a  f  a'x 

Lässt  man  nun  hier  x  von  — 30  bis  -foc  wachsen,  so  nimmt 

aix  nach  dem  eben  behandelten  lsten  Fall  beständig  zu  von  0  bis 

.      .  ,   1        ..  1  1       ,  . 

zu  -f-  oo ,  somit  wird    .   varnren  von  —  bis    d.  h.  von  oo 

ax  0  -hoc 

an  bis  zu  Null ,  welch  letzte  Grenze  nicht  erreicht  wird.  Dass 

auch  hier  die  Aenderung  des  ax  beliebig  klein  gemacht  werden 

kann,  geht  unmittelbar  aus  dem  Vorigen  hervor. 

Von  den  i  n  kommensurabeln  Zahlen. 

169«  Nimmt  man  mit  positiven  ganzen  Zahlen  irgend  eine 
der  direkten  Operationen  (Addition ,  Multiplikation  oder  Potenzi- 
rung)  vor,  so  ist  das  Resultat  immer  wieder  eine  positive  ganze 
Zahl-,  man  bleibt  also  stets  in  der  Reihe  der  positiven  ganzen 
Zahlen.  Dagegen  fuhren  uns  die  indirekten  Operationen  bei  Auf- 
hebung gewisser  Beschränkungen  auf  neue  Zahlformen  und  zwar 
die  Subtraktion  auf  die  negativen,  die  Division  auf  die 
gebrochenen  und  die  Wurzelausziehung  auf  die  inkom- 
mensur a be  1  n  und  die  imaginären  Zahlen. 

In  der  That  liefert  uns  die  Gleichung  c  —  b=a  in  der  Diffe- 
renz a  nur  so  lange  eine  positive  ganze  Zahl ,  als  die  Gleichung 
c — b=a  aus  der  Gleichung  c=a-\~b  abgeleitet,  d.  h.  c  grösser  als 
b  gedacht  wird.  Hebt  man  diese  Beschränkung  auf  d.  h.  gestattet 
man,  dass  der  Subtrahend  b  auch  grösser  als  der  Minuend  c  werde, 
so  kommen  wir  auf  die  negativen  Zahlen.    Ebenso  führt  uns 
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die  aus  ab=c  abgeleitete  Gleichung  —  =  a  auf  gebrochene  Zah- 
len, sobald  man  die  Beschränkung  aufhebt,  dass  die  2te  Gleichung 
aus  der  ersten  entstanden  d.  h.  c  ein  Vielfaches  von  b  sein  müsse. 

Endlich  folgt  aus  der  Gleichung  aö  =  c  die  2te:  a  =\j  c  und 
auch  hier  bleibt  das  Resultat  ^7  oder  a  so  lange  eine  positive 
ganze  Zahl,  als  die  2te  Gleichung  wirklich  aus  der  ersten  ent- 
standen d.  h.  r  als  ganze  Potenz  der  positiven  ganzen  Zahl  a  ge- 
dacht wird.    Lässt  man  dagegen  diese  Beschränkung  fallen,  wählt 

also  für  c  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl ,  so  wird  j  c  nicht 
mehr  ausdrückbar  durch  eine  positive  ganze  oder  gebrochene 
Zahl  (No.  IG 2)  und  heisst  dann  inkommensurabel.  Wir  werden 
daher  in  der  Folge  inkommensurabel  jede  Zahl  nennen, 
welche  sich  weder  durch  die  Einheit,  noch  durch  Theile  der 
Einheit  genau  ausdrücken  lässt,  während  umgekehrt  jede  durch  die 
Einheit  oder  durch  Theile  der  Einheit  ausdriiekbare  Zahl  kom- 
mensurabel genannt  wird  und  stets  als  Quotient  zweier 
ganzen  Zahlen  darstellbar  ist. 

Geben  wir  endlich  in  tyc  dein  c  auch  negative  Werthe,  so 
kommen  wir,  so  oft  der  Wurzelindex  h  eine  gerade  Zahl  ist,  auf 
imaginäre  Grössen. 

170.  Ks  ist  ohne  weiteres  einleuchtend,  dass  eine  inkom- 
mensurable Zahl  a  mit  jedem  beliebigen  Grade  von  Genauigkeit 
ausgedrückt  werden  kann.  Denken  wir  uns  dieselbe  nämlich  in 
einen  Decimalbruch  verwandelt,  so  können  wir  diesen,  der  in's 
Unendliche  fortgeht,  irgendwo  abbrechen.  Wir  bekommen  dann, 
wenn  wir  z.  B.  bei  der  12ten  Decimale  abbrechen  d.  h.  die  darauf 
folgenden  Stellen  einfach  weglassen,  einen  Näherungswerth,  der 
unter  «  liegt,  indem  wir  die  12te  Decimale  um  1  erhöhen,  aber 
einen  Näherungswerth  über  «  und  da  die  Differenz  dieser  beiden 

Näherungswerthe  =  ^  j  *<>   wird   a  selber  von  jedem  dieser 
beiden  Näherungswerthe  um  weniger  als  um  —  verschieden  sein. 
So  ist  V^"=  2,23606797  .  .  . 

Es  liegt  daher  yj  5  z.  B.  zwischen  2/236067  und  2,236068, 
die  selber  bloss  um  ^  verschieden  sind  ,  so  dass  man  yj  5  durch 


—   21 6  - 


einen  dieser  beiden  Decimalbrüche  eesetzt,  der  begangene  Fehler 
kleiner  ist  als  — v  ^5  liegt  ferner  zwischen  2,23606797  und 
2,23606798,  die  um  ~%  verschieden  sind;  folglich  drückt  jede 
dieser  beiden  Zahlen  den  Werth  von  yjj  mit  einer  Genauigkeit 
VOn  10*"  aUS  d'  h-  wenn  wir  durch  eine  dieser  beidenZahlen 
ersetzen,  so  ist  der  begangene  Fehler  kleiner  als  —  a,  und  so 
könnte  man  offenbar  die  Annäherung  so  weit  treiben,  als  man  nur 
wollte.  Bezeichnet  allgemein  «  eine  solche  inkommensurable  Grösse, 
«'  einen  Näherungswerth  unter,  «"  einen  solchen  über  «,  so 
wäre  «'<«<«",  somit  die  Differenzen  «— «'  und  «"— «  beide 
kleiner  als  «"-«',  die  selber  beliebig  klein  gemacht  werden  kann. 

Es  erhellt  hieraus  unmittelbar,  was  man  unter  Summe.  Dif- 
ferenz, Produkt,  Quotient  und  unter  einer  Potenz  mit  inkommen- 
surabelm  Exponenten  zu  verstehen  hat. 

Sind  «  und  ß  zwei  inkommensurable  Zahlen,  wie  z.  B  J  7 
und  Vll,  bezeichnen  «<  und  ß'  kommensurable  Näherungswerthe 
unter,  a"  und  ß"  zwei  solche  Näherungswerthe  über  «  und  ß  so 
können  die  Differenzen  «*-«'  und  ß»Lp  beliebig  klein 
werden.  Die  Summe  a'  +  ß'  wird  dann  unter,  a"  +  ß"  da-egen 
Uber  der  Summe  a+ß  liegen,  und  da  man  es  in  seiner  Gewalt 
hat,  dm  Differenzen  «"-«<  und  ß"-ß'  und  somit  auch  die  Diffe- 
renz der  beiden  Summen  tf'+ß»  und  «<+,6"  unter  jede  beliebige 
Kleinheit  herabzudrüeken,  so  muss  es  zwischen  a'+ß'  und  a"+ß" 
eine  teste  Zahl  geben,  der  sich  diese  beiden  Summen  a'  +  ß'  und 
a"+ß",  die  erste  von  unten,  die  letzte  von  oben  nähern,  und  diese 
teste  Grenze  ist  das,  was  man  unter  der  Summe  der  beiden  inkom 
mensurabeln  Zahlen  «  und  ß  zu  verstehen  hat. 

Ganz  analog  ist  die  Bedeutung  der  Difierenz  «— ß. 
Barachten  wir  ferner  zunächst  das  Produkt  aus  einer  kom- 
mensurabeln  Zahl  10  in  cine  inkommensurable  «,  so  nehmen  wir 
weder  einen  Näherungswert!,  «'  unter,  einen  zweiten  a"  über 
et  an,  so  dass  «'<«<«",  dann  wird  das  Produkt  10a'  immer 
kleiner,  10«"  aber  immer  grösser  sein  als  10«.  Lässt  man  nun 
«'  und  a"  der  zwischen  ihnen  liegenden  Zahl  «  immer  näher 
rucken,  so  werden  auch  die  Produkte  10a'  und  10«"  sich  immer 
näher  kommen,  das  erste  dabei  beständig  kleiner,  das  zweite 
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beständig  grosser  sein  als  das  zu  bestimmende  Produkt  10a. 
Ks  muss  daher  zwischen  10a'  und  10a"  eine  feste  Grenze  geben, 
der  sich  die  Produkte  10a'  und  10a",  das  eine  von  unten,  das 
andere  von  oben,  unbegrenzt  nähern  und  diese  Grenze  ist  das, 
was  man  unter  dem  Produkt  10a  versteht. 

Hat  man  aber  das  Produkt  zweier  inkommensurablen  Zah- 
len a  und  ß,  so  sollen  wieder  a'  und  ß*  zwei  unter  a  und  ß, 
a"  und  ß"  aber  zwei  darüber  liegende  kommensurable  Nähe- 
rungswerthe  bedeuten-,  alsdann  wird  das  Produkt  a'ß'  unter, 
a"ß"  aber  über  aß  liegen.  Wenn  nun  a'  und  a"  immer  näher  an 
<<.  !'  und  ß"  immer  näher  an  ß  rücken,  so  werden  auch  die 
kommensurablen  Produkte  a'ß'  und  a"£"  immer  naher  zusammen- 
rücken, hiebei  aber  das  erste  immer  kleiner,  das  2tc  immer 
grösser  als  aß  bleiben.  Es  muss  somit  eine  bestimmte  Grenze 
gfcben,  der  sich  die  beiden  Produkte  a'ß'  und  a,lß"  ohne  Ende 
nähern  und  diese  Grenze  ist  das,  was  man  unter  dem  Produkt 
aß  versteht. 

Quotient-—.    Seien  wieder  a'  und  ß'   zwei  Näherungs- 
ß 

wert  he  unter,  a"  und  ß"  aber  zwei  solche  über  a  und  /?,  so 
wollen  wir,  um  ein  dem  vorigen  analoges  Raisonnement  anwenden 
zu  können,  den  Näherungswerth  unter  a  mit  dem  über  ß  und 

a'  a" 

umgekehrt  verbinden,  also  die  Quotienten  —  und  —  betrachten. 

al  * et  : 

Da  nun  a'  <a,  ß">ß,  so  wird  sicher  -Ti  stets  unter  — ,  dage- 
gen SL  stets  über  —  bleiben.  Wenn  nun  a'  und  a"  näher  an 
ö     ß1  ß 

a,  ß1  und  ß"  immer  näher  an  ß  rücken,  so  werden  die  Quotienten 

SL  un(l  —  ebenfalls  immer  näher  zusammen  kommen,  dabei  aber 
ß"  f 

der  erste  stets  kleiner,  der  2te  stets  grösser  als  —  bleiben. 
Es  muss  somit  eine  feste  Grenze  geben,  der  sich  die  beiden  Quo- 
tienten —  und  —  immer  mehr  nähern   und  diese  Grenze  ist's, 
i"  ß' 

was  man  unter  dem  Quotienten  der  beiden  inkommensurablen  Zah- 
len a  und  ß  versteht. 

Potenz.    Ist  die  Basis  inkommensurabel,  der  Exponent  aber 
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kommensurabel,  so  ist  die  Bedeutung  aus  dem  Vorhergehenden 
unmittelbar  klar. 

Um  uns  aber  eine  Vorstellung  zu  machen  von  einer  Potenz 
mit  inkommensurabelm  Exponenten,  beachten  wir  zunächst,  dass 
wenn  a*  und  a'4  zwei  kommensurable  Näherungswerthe  von  «be- 
deuten so  dass  a'<a<a".  alsdann  für  a>l  man  stets  hat: 

a"'  <a1' 

und  a"">a" 

W  enn  nun  er'  und  a"  der  zwischen  ihnen  liegenden  inkom- 
mensurabeln  Zahl  a  immer  naher  rücken,  so  werden  auch  die  Po- 
tenzen aa  und  a('  ebenfalls  sich  immer  ändern  und  zwar  die  er- 
ste immer  wachsen,  die  zweite  immer  abnehmen,  dabei  aber  die 
erste  stets  unter  a",  die  zweite  stets  über  a"  bleiben.  Es  muss 
daher  zwischen  aa'  und  au"  eine  feste  Zahl  geben,  der  sich  jene 
beiden  Grössen  ohne  Ende  nähern  und  diese  Grenze  ist  das,  was 
man  unter  a"  versteht,  Sobald  a  inkommensurabel.  Es  bedeutet 
also  für  ein  inkommensurables  a  das  af*  den  festen  Werth,  dem  sich 
die  Potenzen  a('  und  a'  innner  mehr  nähern,  wenn  die  kommen- 
surabeln  Zahlen  «'  und  a"  der  zwischen  ihnen  liegenden  Zahl  a 
sich  unbegrenzt  nähern. 

Es  ist  also  ax  ein  Ausdruck,  welcher  für  ein  kommensura- 
bles x  mit  der  Potenz  ax  übereinstimmt,  für  ein  inkommensurab- 
les x  aber  die  eben  entwickelte  Bedeutung  hat. 

171.  Die  für  kommensurable  Zahlen  entwickel- 
ten Opera  tionsgesetze  gelten  unverändert  auch  für 
inkommensurable  Zahlen. 

So  wird  z.  B.  für  kommensurable  Faktoren  bewiesen,  dass 
ab  =  b(i.  Wir  behaupten,  das  ist  auch  dann  noch  der  Fall,  wenn 
a  und  b  inkommensurabel.  Denn  seien  «'  und  b*  zwei  kommen- 
surable Näherungswerthe  unter,  a"  und  bn  zwei  solche  über  a 
und  ft,  so  dass  die  Differenzen  a" — «'  und  h"  b'  verschwindend 
klein  werden,  dann  sind  auch  die  konunensurabeln  Produkte  a'b' 
und  a"b"  unendlich  wenig  von  einander  verschieden,  das  erste  un- 
ter, das  2te  über  ab.  Ebenso  wird  das  Produkt  ba  zwischen 
ftV  und  huasi  liegen.  Da  aber  a\  b\  a"  und  b"  kommensurabel, 
so  ist,  h'a'^u'V  und  &V= a"b".  Somit  liegen  die  beiden  Pro- 
dukte ob  und  ba  zwischen  den  zwei  Produkten  a'b*  und  a"b'\ 
deren  Differenz  kleiner  gemacht  werden  kann,  als  jede  noch  so 
kleine  Zahl ;  sie  müssen  daher  selber  einander  gleich  sein  d.  h. 
ab—ba. 
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Man  könnte  den  Nachweis  eben  so  gut  indirekt  führen. 

Gesetzt  nämlich,  ab  wäre  nicht  =  6a,  so  müsste  das  eine 
dieser  Produkte  das  grössere  sein.  Angenommen,  6a  wäre  um  k 
grösser  als  ab,  so  hätte  man: 

ba=ab  +  l:  (1) 

Nun  denken  wir  uns  zwei  kommensurable  Näherungswerthe 
a  und  ß  über  a  und  6,  dabei  aber  die  Annäherung  so  weit  ge- 
trieben, dass  ihr  Produkt  aß  um  weniger  als  k  von  ab  verschieden 
ist,  dass  etwa 

aß=(lb  +  k'    (2),  wo  k' <k. 
Da  nun  a  und  ß  kommensurabel,  so  ist  aß=  ßa  und  somit 
auch  ßa=ab  +  k'  (3). 

Da  nun  k' <k,  so  folgt  aus  der  Gleichung  (3)  und  (1),  dass 
ßa  <  6a  sein  müsste,  d.  h.  das  das  Pro- 
dukt ßä  kleiner  wäre  als  das  Produkt  zweier  andern  Faktoren, 
deren  jeder  kleiner  ist,  als  der  entsprechende  Faktor  des  ersten. 
Das  ist  aber  unmöglich,  folglich  die  Annahme  unzulässig,  dass  ab 
verschieden  von  6a  sein  könnte. 

Hat  man  ferner  ein  Polynom  a-f-6— c  mit  einer  inkommen- 
surabeln  Zahl  d  zu  multipliziren,  so  behaupten  wir,  dass  wieder 
(a-f-6— c)d=ad-f-6d — cd  sei. 

In  der  That  wenn  d'  und  d"  zwei  dem  d  unendlich  nahe 
gelegene  Näherungswerthe  bedeuten,  so  dass  d'<d<d",  so  wird 
das  Produkt  (a-f-6— c)d  liegen  zwischen  den  beiden  Produkten 
(a-f-6 — c)d'  und  (a-f-6— c)d". 

Da  aber  d'  und  d*'  kommensurabel,  so  hat  man 
(a-f-6— cid1  =  ad'-f-6d'— cd' 
{a+b—c)d"=ad"+bd"—cd". 
Allein  da  offenbar  auch  ad  zwischen   ad'  und  ad",  bd  zwi- 
schen 6d'  und  6d",  cd  zwischen  cd1  und  cd"  liegt,  so  wird  die 
Summe   ad+bd  —  cd   zwischen  den  beiden  Summen  ad'+bd'—cd' 
und  ad"-f-6d"-  cd"   oder  zwischen   (a-r-6— c)d4  und   (a-f-6— c)d" 
liegen.    Die  beiden  Ausdrücke  (a-f-6— c)d  und  ad-\-bd—cd  liegen 
somit  zwischen  den  Produkten  (a+6— c)d'  und  (a-f-6  — c)d",  deren 
Differenz   verschwindend  klein  wird,  sobald  d*  unendlich  nahe  an 
d"  gebracht  wird;    daher  müssen  die  zwischen  ihnen  liegenden 
Grössen  einander  gleich  sein  und    man   hat  daher:   (a 1  b  —  c)d= 
ad-\-ad — cd  auch  dann  noch,  wenn  d  inkommensurabel. 

Bezeichnen  ferner  a  und  ß  zwei  inkommensurable  Zahlen, 
so  behaupten  wir,  dass  wieder  a'V'—a""^.    Denn   wenn  a*  und 
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ß'  zwei  Näherungswerthe  unter  a  und  £,  «"  und  ß"  aber  zwei 
spicke  über«  und/* bedeuten,  so  ist  offenbar  a'V  kleiner,  aaV" 
aber  grösser  als  „V  oder  umgekehrt,  je  nachdem  a  grösser  oder 
kleirr       ak  td    ÜUter  aHen  Umständen  lie^  also  das  Produkt 

^i/?Z'W.iSChen  Und  °der   zwischen  und 

a      *  ■  in(]em  nämlich ,  weil         /P,  <*"  und  ß"  kommensurabel 

und  0«"^"=^"+?'. 

&+J^  dhe\?'+/<«+ß<<*"+ß",  so  nmss  aa+*  auch  zwischen 
aa  <J  und  aa  W  liegen.  Es  liegen  somit  die  beiden  Grössen 
*y  nnd  a"+/?  zwischen  a?+P  und  ä<+£"  und  da  die  Differenz 
dieser  beiden  verschwindend  klein  gemacht  werden  kann,  so  müs- 
sen die  zwischen  ihnen  liegenden  Grössen  a"ifi  und  a*+P  selber 
einander  gleich  sein. 

In  analoger  Weise  lässt  sich  die  Gültigkeit  der  bisher  aufge- 
stellten Operationsregeln  auch  für  inkommensurable  Zahlen  in  allen 
übrigen  Fällen  nachweisen.  Sie  ergibt  sich  indessen  ganz  allge- 
mein, wenn  man  die  allerdings  nicht  hieher  gehörigen  unendlich 
kleinen  Grössen  zu  Hülfe  nimmt,  aus  deren  Natur  unmittelbar 
folgt,  dass  jede  noch  so  grosse  endliche  Anzahl  derselben  stets  wie- 
der eine  unendlich  kleine  Grösse  bleibt,  also  gegenüber  jeder  end- 
lichen Zahl  verschwindet.  Denn  es  folgt  hieraus  unmittelbar,  dass 
das  Resultat  einer  jeden  Verbindung  inkommensurabler  Grössen 
unter  sich  oder  mit  kommensurabeln  nur  um  unendlich  wenig  sich  von 
dem  unterscheidet,  das  man  erhält,  wenn  man  statt  derselben  ihre 
ihnen  unendlich  nahe  gelegenen  kommensurabeln  Näherungswerthe 
setzt.  Man  ist  daher  berechtigt,  die  für  kommensurable  Grössen 
abgeleiteten  Opera  tionsregeln  auch  auf  inkommensurable  überzu- 
tragen. 

172.  Nach  dieser  Betrachtung  über  inkommensurable  Zah- 
len kommen  wir  noch  einmal  auf  Satz  108  zurück.  Wir  haben 
dort  die  Variable  x  nur  die  rationalen  Wert  he  von  —  oo  bis  +oo 
durchlaufen  lassen  und  gefunden,  dass  ar  von  0  bis  -f-oo  variirt 
in  der  Art,  dass  jeder  folgende  Grössenzustand  dem  vorangehen- 
den beliebig  nahe  gebracht  werden  kann. 

Lassen   wir   nun   x  in   ununterbrochener    Reihenfolge  die 

sämmtlichen  (nicht  bloss  die  rationalen)  Zahlwerthe  von   op 

bis  durchlaufen  und  denken  wir  uns   die  Werthe  von  x  als 

Abscissen,  die  zugehörigen  Werthe  von  a*  aber  als  Ordinaten  ei- 
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nes  rechtwinkligen  Achsen  Systems  aufgetragen,  soj  bilden  die  End- 
punkte dieser  Ordinaten  eine  ununterbrochene  (zusammenhangende) 
Curve.  Würden  von  dieser  Curve  diejenigen  Punkte  ausgelöscht, 
welche  den  inkoinmeusurabeln  Werthen  von  a;  entsprechen,  so  hätte 
man  noch  die  Reihe  derjenigen  Punkte,  welche  bei  der  in  168 
vorgeschriebenen  Aenderung  des  x  aus  der  Gleichung  y=ax  her- 
vorgehen. Eine  ununterbrochene  oder  zusammenhän- 
gende Curve  liefert  die  Gleichung  y=äx  also  nur  dann,  wenn 
x  in  un  un  t erb  roch en er  (stetiger)  Folge  sämmtliche  Grössen- 
zustände  von  — oc  bis  -4-oc  durchläuft. 


Achter  Abschnitt. 

Theorie  <1<t  Logarithmen. 


173.  In  den  §.  1G8  und  172  wurde  gezeigt,  dass  wenn  a 
eine  positive  von  1  verschiedene  Zahl  und  x  eine  variable  Grösse 
bezeichnet,  alsdann  ax  alle  reellen  Grössenzustände  von  0  bis  -f  x 
durchläuft,  wenn  man  x  in  stetiger  Weise  von  — X)  bis  -f-x;  sich 
ändern  lasst.  Man  kann  sich  daher  die  sämmtlichen  zwischen  0 
und  -f-  cc  liegenden  d.  h.  alle  positiven  Zahlen  entstanden  denken 
durch  Potenzirung  einer  von  1  verschiedenen  positiven  Zahl. 
Wenn  also  N  irgend  eine  positive  Zahl  bedeutet  und  a  positiv  und 
verschieden  von  1  ist,  so  existirt  stets  ein  reeller  Werth  von  x,  für 
welchen  ar=.Y  wird.  Man  nennt  nun  diesen  Werth  von  x,  für 
welchen  ax~!S,  den  Logarithmus  von  IV  in  Bezug  auf  die  Basis 
d  und  bezeichnet  das  schrittlich  durch 

x  =  log  aN 

So  wäre  a?=log,0.Y,  wofern  10*=^  wäre. 

M  an  versteht  som i  t  unter  dem  Logarithmus  ei- 
ner Zahl  N  für  die  Basis  a  eine  solche  Zahl,  mit  der 
man  a  potenziren  muss,  um  N  zw  bekommen.  So  wäre 
z.  B.  5  der  Logarithmus  von  32  für  die  Basis  2,  weil  2^  =  32; 
ebenso  3  der  Logarithmus  von  125  für  die  Basis  5,  da  53=125. 

174-.  Setzt  man  in  der  (ileichung  cvc=S  für  N  successive 
verschiedene  positive  Zahlen  A, ,  iV2,  N3  etc.,  so  wird  bei  der  näm- 
lichen Basis  a  zu  jeder  dieser  Zahlen  JVt,  A72,  Nz    ein  anderer 
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Werth  von  x  gehören  d.h.  jede  positive  Zahl  hat  in  Be- 
zug auf  eine  bestimmte  positive  Basis  nur  einen 
reellen  Logarithmus.  Gibt  man  aber  in  der  obigen  Glei- 
chung dem  N  einen  ganz  bestimmten  Werth  und  erpetzt  dann  a 
successive  durch  10,  $,  11,  19,  so  hat  x  in  jeder  der  Gleichungen 

10*=  N 
3*  =  X 

11*=  A' 

19x  =  N 

einen  andern  Werth  d.h.  die  nämliche  Zahl  .'Vi  hat  für 
jede  andere  Basis   wiedereinen  andern  Logarithmus. 

175.  Denkt  man  sich  für  eine  bestimmte  Basis,  z.  B.  für 
a=l<\  die  Logarithmen  einer  gewissen  Anzahl  positiver  Zahlen 
berechnet  und  tabellarisch  zusammengestellt,  so  erhält  man  ein 
System  von  Logarithmen  für  die  Basis  1 0.  Die  in  diesem  System 
genommenen  Logarithmen  werden  gewöhnliche  oder  gemeine 
Logarithmen  genannt  und  man  pflegt  sie  ohne  Angabe  der  Basis 
zu  schreiben,  so  dass  man  also  unter  log  3925  den  Logarithmus 
dieser  Zahl  für  die  Basis  10  versteht.  Wird  dagegen  der  Loga- 
rithmus einer  Zahl  in  irgend  einem  andern  Logarithmensystem  ge- 
nommen, so  muss  die  Basis  stets  angegeben  werden. 

176.  Da  10*  stets  unter  1  bleibt,  so  langem  negativ  ist, 
ferner  =  1  wird  für  x—0  und  endlich  grösser  als  1,  sobald  x 
positiv,  so  folgt  daraus  umgekehrt: 

1 .  dass  die  Logarithmen  aller  Zahlen  <  1  stets  negativ. 

2.  die  Logarithmen  aller  Zahlen  >  1  sämmtlich  positiv  sind, 

3.  der  Logarithmus  der  Einheit  =  0  ist. 

Dasselbe  gilt  für  jede  Basis  grösser  als  1.  Ist  dagegen 
die  Basis  a<l,  so  bleibt  ax  unter  1  für  alle  positiven  Werthe 
von  x,  dagegen  über  1  für  alle  negativen  Werthe  von  a;,  woraus 
wieder  umgekehrt  folgt,  dass  bei  einer  Basis  kleiner  als  1  die  Lo- 
garithmen der  ächten  Brüche  positiv,  die  Logarithmen  der  Zah- 
len >1  aber  negativ  sind. 

In  jedem  beliebigen  Logarithmensy stein  aber  ist  der  Lo- 
garithmus der  Basis  immer  =  1,  der  Logarithmus  der  Einheit 
immer  =  Null,  der  Logarithmus  von  Null  stets  =  oc  für  eine 
Basis  >  1  und  =  +  oo  für  eine  Basis  <  1.  In  der  That:  der 
Logarithmus  der  Basis  ist  der  Werth  von  x  in  ider  Gleichung: 
ax  =  a,   welche  Gleichung  aber  nur  verilizirt  wird  für  x  —  h 
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Der  Logarithmus  der  Einheit  ist  der  Werth  von  x  in  der 
Gleichung  0*=!,  woraus  folgt  x=0. 

Der  Logarithmus  von  0  endlich  ist  der  Werth  von  x  in  der 
Gleichung  av  =  0.    Diese  Gleichung  wird   aber    nur  erfüllt  für 
— OO,  wenn  a>l,  und  für  x  =  -\-?c,  wenn  ö<1,  woraus  die 
obigen  Behauptungen  erhellen. 

177.  Aus  der  Gleichung  ax  =  X  erkennt  man  sofort,  dass 
nur  die  ganzen  positiven  oder  negativen  Potenzen  der  Basis  10 
ganzzahlige  Logarithmen  haben  können,  dass  dagegen  die  Loga- 
rithmen der  übrigen  Zahlen  aus  einer  ganzen  Zahl  und  einem 
Bruchtheil  kleiner  als  1  bestehen.  So  liegen  z.  B.  die  Logarith- 
men der  9  stelligen  Zahlen  zwischen  1  und  2,  die  aller  7  stelligen 
Zahlen  zwischen  6  und  7,  allgemein  die  der  n stelligen  Zahlen 
zwischen  n  -1  und  n.  In  der  That  liegen  alle  2 stelligen  Zahlen 
zwischen  10  und  100.  ihre  Logarithmen  somit  zwischen  log  10 
und  log  100  d.h.  zwischen  1  und  2;  sie  bestehen  daher  aus  der 
ganzen  Zahl  1  und  einem  ächten  Bruchtheil.  Die  7  stelligen  Zah- 
len liegen  zwischen  106  und  107,  ihre  Logarithmen  somit  zwischen 
loglOh  und  log  10'  d.h.  zwischen  6  und  7  u.  s.  f. 

Man  nennt  nun  die  ganze  Zahl  K enn  ziffe  r  oder  Charak- 
ter i  s  t  i  k,  den  hinzuzufügenden  Decimalbruch  aber  M  anti  s  se.  So 
hätten  also  die  Logarithmen  aller  7  stelligen  Zahlen  die  Kennziffer 
G,  die  der  8  stelligen  Zahlen  die  Kennziffer  7,  die  der  ?i  stelligen 
Zahlen  aber  die  Kennziffer« — 1  d.h.  die  Kennziffer  des  Lo- 
garithmus irgend  einer  ganzen  dekadischen  Zahl  ist 
um  1  kleiner  als  die  Anzahl  der  Stellen. 

178.  Es  ist 

1.  Der  Logarithmus  eines  Pr  od  uktes  g  leich  der 
der  Summe  der  Logarithmen  der  einzelnen  Fakto- 
ren, also  z.  B. 

log  (ABC)  =  log  A  +-  log  B  +  log  C. 

2.  Der  Logarithmus  eines  Quotienten  gleich 
dem  Logarithmus  des  Dividenden  weniger  dem  Loga- 
rithmus des  Divisors,  also 

3.  Der  Logarithmus  einer  Potenz  gleich  dem 
Logarithmus  der  Basis,  multiplizirt  mit  dem  Expo- 
nenten der  Potenz. 

4.  Der  Logarithmus  einer  W ur zeig r •:> sse  gleich 
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dem  Logarithmus  der  Grösse  unter  dem  Wurzelzei 
chen,  dividirt  durch  den  Wurzelindex. 

Um  den  lsten  dieser  4  Sätze  zu  beweisen,  wollen  wir  an- 
nehmen, man  müsste  10  mit  x  potenziren,  um  A,  mit  y,  um  B 
und  mit  z.  um  6"  zu  erhalten,  so  wäre  also 

I  10'T=-A  und  somit  #=log  A  | 

(«)J  iov=J5   „     „  y=\o%B\(ß) 
\  10Z  =  C    „     „  s^logCJ 

Indem  wir  die  Gleichungen  (a)  mit  einander  multipliziren, 
bekommen  wir: 

10x4*?/+8=  ABC.  Es  ist  somit  x+y+z  die 
Zahl,  mit  der  man  10  potenziren  muss,  um  ABC  zu  erhalten  d.  h. 
es  ist  x-t-y-\-z  =  log(ABC). 

Allein  aus  der  Addition  der  Gleichungen  (ß)  folgt  auch: 
x-hy+z=\og  A+logB-t-logC-, 
somit  ist  log(,!#C)=log4-Hogfl-flogC. 

Um  den  2ten  Satz  zu  beweisen,  wollen  wir  wieder  anneh- 
men, es  sei. 

ilo*  =  ,n  so  ist  x=\ogA\ 

Durch  Division  der  Gleichungen  (a)  ergibt  sich : 
_  ^ 

10r  y  =  —  ,  woraus  folgt,  dass 
B 


Allein  durch  Bubtraktion  der  Gleichungen  (ß)  findet  man  auch: 
x — y=\ogA — logß  ; 

somit  log  ~  -  =  \ogA— log  B . 

Um  ferner  zu  zeigen,  dass 

log  Am  =  m log  A,  sei  wieder 
(a)    10*=i4,  so  ist  #=log.<  (ß) 
Indem  wir  Gleichung  (a)  mit  m  potenziren,  kommt 

oder  lO^^A™. 

Hiemach  ist  mx=\ogAv,\   allein  wenn  wir  (ß)  mit  m  mul- 
tipliziren, so  kommt  auch 

mx=\og.\  ;  daher 
log.4w'=wlog,l. 
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m. —  1 

Um  endlich  zu  zeigen,  dass  log  yj  a  =  —  log^,  wollen  wir 

wieder  annehmen,  es  sei 

(a)    10x=4  oder  x=\ogA  (/*) 

m   w  — 

Dann  wird  auch  ylOr=  yj  A 

x 

—  m  — 

oder  10  m  ==  yj  A  sem. 

rjß  m.  

Hiernach  wäre        —  =  log  J  A  . 

m 

Allein  wenn  wir  beide  Seiten  von  (ff)  durch  m  dividiren,  so 
bekommen  wir  :  ^ 

X  1    1  A 

—  =  —log  .4. 
m  m 

x         w   .  x  1 

Wenn  nun  einerseits  —  =\og\jA  und  anderseits  auch  —  =  —  log.l, 
m  m  m 

so  folgt  daraus,  dass 

m   1 

logy  A  =  —  log  .1,  w.  z.  b.  w. 
in 

179.  Hieraus  folgt  nun,  dass  wenn  man  ein  Mittel  besässe, 
durch  welches  man  von  jeder  Zahl  sofort  den  Logarithmus  und 
umgekehrt  zu  jedem  Logarihmus  wieder  die  entsprechende  Zahl 
anzugehen  im  Stande  wäre,  man  die  Rechnung  sehr  vereinfachen 
könnte,  weil  alsdann  jede  Multiplikation  von  Zahlen  durch  eine  Addi- 
tion ihrer  Logarithmen,  jede  Division  durch  eine  Subtraktion  dersel- 
ben, jede  Potenzirung  durch  eine  Multiplikation  und  jede  Wurzelaus- 
ziehung durch  eine  Division  und  ein  Aufschlagen  von  Logarith- 
men zu  gegebenen  Zahlen  und  von  Zahlen  zu  berechneten  Loga- 
rithmen sich  ersetzen  Hesse. 

Man  hat  nun  in  der  That  ein  solches  Mittel  in  den  verschiedenen 
Logarithmentafeln.  Die  Tafeln  von  Vega  (sowol  die  Ausgabe  von 
1 1 filssc,  als  die  spätere  von  Bremiker),  diejenigen  vonSchrön  und 
die  von  Ca  11  et  enthalten  die  siebenstelligen  Logarithmen  aller  gan- 
zen Zahlen  von  1  bis  100000  und  man  kann  dann  mittelst  der- 
selben nicht  bloss  sofort  die  Logarithmen  aller  1-,  2-,  3-,  4-  und 
5 stelligen  Zahlen,  sondern  auch  die  Logarithmen  sämmtlicher 
Zahlen  ablesen,  die  nicht  mehr  als  5  aufeinanderfolgende  Zif- 
fern haben,  denen  noch  eine  beliebige  Anzahl  von  Nullen  fol- 
gen oder  vorangehen.  So  kann  man  z.  B.  36459000000  auffassen 
als  ein  Produkt  aus  36459  in  die  sovielte  Potenz  von  10,  als 
Nullen  folgen,  jeden  Decimalbruch  aber  als  Quotienten  aus  einer 
ganzen  Zahl  durch  die  sovielte  Potenz  von  10,  als  derselbe  Deci- 

Orelli,  Algebra.   '2te  Auflage.  fQ 
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malstellen  enthält.  Es  wird  daher  Iog36459000000=log36459.106 
=log364594-logl06=4,5618048-f-6  =  10,5618048. 

36459 

Ebenso  wäre  log  0,0'.>0036459  =  log  j-rj-  =  log36459— loglOy 

=4,5618048 — 9;  und  wenn  wir  nun  die  beiden  Kennziffern  4 
und  — 9  vereinigen,  so  erhalten  wir  0,5618048  —  5,  welcher  Lo- 
garithmus also  aus  einer  positiven  Mantisse  und  einer  negativen 
Kennziffer  zusammengesetzt  ist.  "Will  man  beide  zusammenziehen, 
so  dart  man  nur  die  Mantisse  von  dem  absoluten  Werth  der  nega- 
tiven Kennziffer  abziehen  und  den  Rest  negativ  nehmen ;  man 
erhält  so:  0,5618048— 5=— 4,4281952. 

180.  Wir  haben  bereits  in  177  gesehen,  dass  die  Kenn- 
ziffer des  Logarithmus  einer  ganzen  Zahl  stets  um  1  kleiner  ist 
als  die  Anzahl  der  Stellen  dieser  Zahl.  Wir  behaupten  nun,  dass 
die  Kennziffer  des  Logarithmus  irgend  einer  deka- 
Zahl  (gleichviel  ob  ganze  Zahl  o der  D ecim albr uc h; 
stets  gleich  sei  dem  Exponenten  vom  Lokalwerth 
ihres  obersten  Gliedes.  Um  das  einzusehen,  vergleichen 
wir  die  Logarithmen  von  Zahlen,  die  gleiche  absolute  Werthe  ha- 
ben, sich  also  nur  durch  ihre  Lokalwerthe  unterscheiden.  Wir 
finden  z.  B4 : 

1.  log36918  =4,5672382 

2.  log369,18=4,5672382  —  2  =  2,5672382 

3.  log  3,691 8=4,5672382— 4  =0,5672382 

4.  log  0,0036918=4,5672382— 7=0,5672382— 3 

5.  logO,0000,6918  =  4,5672382— 9=0,5672382— 5 
Die  Lokalwerthe  der  obersten  Glieder  dieser  Zahlen  sind  der 

Reihe  nach  104,  102,  10°  oder  1,  10"»  und  10  \  ihre  Exponen- 
ten also  4,  2,  0,  — 3  und  — 5  und  diess  sind  zugleich  die  Kenn- 
ziffern der  zugehörigen  Logarithmen. 

Es  ergibt  sich  hieraus,  dass  wenn  man  den  Logarithmus  ei- 
ner beliebigen  dekadischen  Zahl  aufzuschlagen  hat,  gleichviel  ob 
sie  eine  ganze  Zahl  sei  oder  Decimalstellen  enthalte,  man  einfach  vom 
Decimalkomma  abstrahirt,  die  Mantisse  der  dadurch  erhaltenen 
ganzen  Zahl  aufsucht  und  derselben  als  Kennziffer  den  Exponen- 
ten vom  Lokal werth   ihres  obersten  Gliedes  beisetzt. 

181.  Bei  Bestimmung  der  Logarithmen  von  mehr  als  5stel- 
ligen  Zahlen  stützen  wir  uns  auf  einen  Satz,  dessen  allgemeinen 
Nachweis  wir  auf  später  verschieben  müssen,  dessen  Richtigkeit  wir 
aber  wenigstens  für  einen  speziellen  Fall  schon  hier  einsehen  kbn- 
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neu.  nämlich  auf  den  Satz,  dass  die  L  o  ga  rithm  en  d  iffer  en- 
z  e  n  naherungsweise  den  Zahlendiffereuzen  propor- 
tional sind  —  eine  Proportion,  die  um  so  genauer  ist,  je  klei- 
ner die  Zalilendifferenzen  gegenüber  den  Zahlen  sind 

Seien  rt,  n+1  und  n+2  drei  aufeinander  folgende  Zahlen, 
so  ist  die  Differenz  der  beiden  ersten  gleich  der  Differenz  der  2 
letzten,  also  (n+1)  -  n  =  (n+2) — (n+1),  nämlich  beide  =  I, 
Wenn  die  Proportion  ganz  exakt  wäre,  so  müsste  auch  logfw+1) 
— log  w  =  log(n+2) — log(n+l)  sein.  Wir  werden  gleich  sehen, 
dasfl  die  2te  Gleichung  ungenau  ist,  aber  doch  der  Wahrheit  um 
so  niiher  kommt,  je  grösser  die  Zahl  n  ist.    In  der  Thai  ist 

log  (  n+ 1 )  —  log  n = log  |  | 

log         -  log(n+l  )= log  ( j?±?) 

Wären  die  Brüche  n~^~\  uud  n"t?  wirklich  bleich,  so  imiss- 
n  n+1  fe 

ten  auch   ihre   Logarithmen    gleich    und    somit    die  Differenzen 

log  (n+1) — logn  und  log(?i+2)  —  log(n+1)  einander  gleich  sein. 

Nun  ist 

5+J  _  w+2  =  (n+1)2— n(n+2)  =  n2+2n+l— it2— 2n_  1 
n        M+l  »(n+1)  tt(n+l)  ~  n(n+l) 

Je  grösser  nun  n,  desto  kleiner  wird  der  Bruch,  desto  klei- 
ner also  der  Unterschied  der  beiden  Zahlen  ?-^ti  und  desto 

n  n+1 

kleiner  daher  auch  der  Unterschied  zwischen  ihren  Logarithmen. 
Schon  für  die  kleinste  5 stellige  Zahl,   nämlich  für  n  =  104,  ist 

^+1V^1^P1  ii^r^'en  ^  stelligen  Zahlen  noch  kleinerund 

somit  auch  näherungsweise  log^?/^j|  =  log        -  \  • 

182.    Zu  einer  gegebenen  Zahl  N  mittelst  der  Tafeln 
den  Logarithmus  zu  finden. 
Ister  Fall:  A7<  100000. 

Auf  den  5  ersten  Seiten  findet  man  in  den  mit  N  überschrie- 
benen  Columnen  die  sämmtlichen  Zahlen  von  1  bis  999  und  in 
den  daneben  stehenden  mit  „Logu  überschriebenen  Columnen  de- 
ren vollständige  Logarithmen. 

Hat  die  Zahl  aber  4  oder  f;  Stellen,  so  findet  man  ihre  Man- 
tisse ebenfalls  unmittelbar  in  den  Tafeln,  während   die  Charakte- 

15* 
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ristik  nach  No.  181  leicht  ergänzt  werden  kann.  Es  enthält  näm- 
lich die  erste  mit  N  überschriebene  Columne  die  sämmtlichen  gan- 
zen Zahlen  von  1000  bis  9999  und  in  der  daneben  stehenden, 
mit  0  bezeichneten  Columne  befinden  sich  die  Mantissen  ihrer  Lo- 
garithmen. Da  aber  die  Mantissen  der  10  mal  grössern  Zahlen 
die  nämlichen  sind,  so  gibt  uns  die  Columne  0  zugleich  die  Man- 
tissen der  Zahlen  von  10000  bis  99990  von  10  zu  10.  Für  die 
dazwischen  liegenden  Zahlen  sind  die  4  letzten  Stellen  der  Loga- 
rithmen enthalten  in  den  mit  1,  2,  3  .  .  .  bis  9  überschrieben en 
Columnen,  während  die  3  ersten  Stellen  der  Columne  0  zu  ent- 
nehmen sind,  wo  sie  meist  einige  Zeilen  höher,  bisweilen  auch  eine 
Zeile  tiefer  stehen,  dann  nämlich,  wenn  die  4  letzten  Stellen  mit 
einem  Sternchen  oder  einem  Strich  bezeichnet  sind.  So  ist  die 
Mantisse  des  Logarithmus  von  15930  in  der  mit  0  überschriebe- 
nen  Columne,  für  15931  sind  die  4  letzten  Stellen  in  der  mit  1, 
—  für  15932  in  der  mit  2  etc.  für  15939  endlich  in  der  mit 
9  überschriebenen  Columne  enthalten.  Wollte  man  also  z.  B.  den 
Logarithmus  von  34957  aufsuchen,  so  wären  die  4  ersten  Stellen 
(3495)  in  der  Columne  .V  aufzusuchen,  dann  von  hier  aus  hori- 
zontal fortzurücken,  bis  man  zu  derjenigen  Columne  kommt,  die 
oben  mit  der  5ten  Ziffer  7  überschrieben  ist  Hier  linden  sicli  die 
4  letzten  Stellen  der  gesuchten  Mantisse,  während  die  3  ersten  in 
der  Columne  0  zu  suchen  sind. 

Zweiter  Fall:  X  enthalte  mehr  als  5  Stellen.  Wenn  z.B. 
V=  4 159 2 68 7,  so  schneiden  wir  zunächst  rechts  so  viele  Stellen 
als  Decimalen  ab,  dass  links  noch  eiue  5  stellige  Zahl  übrig  bleibt 
und  betrachten  also  statt  der  obigen  Zahl  die  1000  mal  kleinere 
Zahl  A:'=4 1592,687,  deren  Logarithmuss  von  dem  der  gegebenen 
Zahl  N  sich  bloss  durch  die  Kennziffer  unterscheidet.  Nun  liegt 
iV'=41592,687  zwischen  11592  und  41593;  folglich  wird  log  JV' 
liegen  zwischen  den  Logarithmen  der  beiden  Zahlen  41592  und 
41593,  grösser  sein  als  der  lste  und  kleiner  als  der  2te.    Da  aber 

Iog4l593=4,6190202 

log  41592=  1,6190098 
so  ist  ihre  Differenz  —  0,0000104.  Es  entspricht  also  hier  der  Zah- 
lendifferenz  1  eineLogari  t  hmen  differenz  =0,0000104. 
Vergleichen  wir  aber  unsere  Zahl  mit  der  nächst  kleinern  ganzen 
Zahl  41592,  so  unterscheidet  sie  sich  von  dieser  um  0,687  und  es 
bleibt  nur  zu  bestimmen,  um  wie  viel  sich  ihr  zu  suchender  Lo- 
garithmus von  log 41 592  unterscheidet.    Da  stützen  wir  uns  auf 
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den  in  No.  181  angeführten  Satz,  dass  die  Logarithmendifferenzen 
den  Zahlendifferenzen  näherungsweise  proportional  sein  müssen  und 
sagen :  Wenn  der  Zahlendifferenz  1  eine  Logarithmendifferenz  von 
104  Einheiten  der  7ten  üecimale  entspricht,  so  wird  der  klei- 
nern Zahlendifferenz  0,687  auch  eine  kleinere  Logarithmendiffe- 
renz entsprechen  und  zwar  muss  —  wenn  wir  diese  zu  bestimmen- 
de Logarithmendifferenz  mit  x  bezeichnen  —  X  in  eben  dem  Masse 
kleiner  als  104  sein,  in  welchem  o,o87  kleiner  ist  als  1;  man  hat 
daher  die  Proportion: 

1  :  0,687  =  104  :  x 
woraus  folgt:  a?=104  .  0,687  =  71,448,  welches  Produkt   in  sei- 
nen Ganzen  sich  auf  Einheiten  der  7ten  Decimale  bezieht,  wie  104. 
Es  ist  somit 

Iog4l592,687  =  log41592-hl04  .  0,6ö7 
=4,61900984-0;(K>00(»71 
=4,61900169. 

Wir  bekommen  daher  für  Bestimmung  des  Logarithmus  einer 
mehr  als  5  stelligen  Zahl  folgende  Kegel: 

Man  schneidet  zunächst  von  der  Zahl  rechts  so 
viele  Stellen  als  De ci  malen  ab,  dass  links  noch  eine 
östellige  Zahl  üb  rig  bleibt,  schlägt  dann  den  Loga- 
rithmus dieser  5  stellig  e  n  Za  hl  auf  undaddirt  zu  dem- 
selben das  Produkt  aus  der  Differenz  zwischen  den 
Logarithmen  der  beiden  benachbarten  Zahlen  in  die 
rechts  abgeschnittenen  Decimalen. 

Ist  nun  log41592,687=4,6190169,  so  wird  der  Logarith- 
mus der  1000  mal  grössern  Zahl  41592687  um  3  Einheiten  grös- 
ser sein,  also  =  7,6190169. 

Man  könnte  aber  auch  die  Zahl  A' =41592,6*7  vergleichen 
mit  der  nächst  grössern  Zahl  41593  und  von  dem  Logarithmus 
dieser  Zahl  aus  auf  den  von  N'  scbliessen.  Unsere  Zahl  N'  ist 
nämlich  um  0,313  kleiner  als  die  Zahl  41593-,  daher  wird  ihr 
Logarithmus  um  eine  gewisse  Differenz  kleiner  sein  als  log  41593 
und  wenn  wir  diese  zu  bestimmende  Differenz  mit  x  bezeichnen, 
so  können  wir  sagen:  Der  Zahlendifferenz  1  entspricht  eine  Loga- 
rithmendifferenz 104  (Einheiten  der  7ten  Decimale);  der  kleinem 
Zahlendifferenz  0,313  wird  daher  eine  Logarithmendifferenz  x  ent- 
sprechen, die  in  eben  dem  Masse  kleiner  ist  als  104,  in  welchem 
0,313  kleiner  ist  als  1-,  daher  die  Proportion: 
1  :  0,313  =  104  :  :r 


—   230  — 


woraus  .r=104  .  0,313  =  32,552  =  33,  welches  Produkt  iu  seinen 
Ganzen  sich  auf  Einheiten  der  7ten  Decimale  bezieht.  Daher 
muss  log41592,6<S7  um  33  Einheiten  der  7ten  Decimale  kleiner 
sein  als  log  4 1593.    Wenn  daher 

Iog4l593=4,6190202 
und  104  .  0,313=0,0000033 
so  ist  log  41 592,6^7  =  4,6 1901 69,  wie  oben. 

Die  erste  Bestiinmungsart  ist  aber  die  gebräuchlichere  und 
auch  desshalb  etwas  bequemer,  weil  die  Zahleudifferenz  unmittel- 
bar gegeben  ist  und  nicht  erst  bestimmt  werden  muss. 

Man  kann  sieh  nun  die  Multiplikation  der  Differenz  104  mit 
den  rechts  abgeschnittenen  Decimalen  0,687  auch  ersparen.  Denn 
in  den  Tafeln  kommen  unter  dem  Titel  Proportionaltheile  die  Pro- 
dukte aus  der  Differenz  104  in  y\y  ^  bis  /J0  vor  in  Form 
von  folgender  Tabelle: 
104  worin  die  unter  104  stehenden  Proportionaltheile  10,4 
10,4  20,8  etc.  bis  93,  6  die  Produkte  aus  der  oben  stehen - 
den  Differenz  104  in  die  Zahlen  1,  2,  3  bis  9  sind, 
41  6  welche  letzte  nicht  als  Ganze,  sondern  als  Zehntel  ge- 
52?o  dacht  werden  müssen,  so  dass  man  also  zur  Bildung 
62,4  des  Produktes  104  .  0,687  nur  herauszuschreiben 
72,8  braucht: 

83>2  1.    104  .  0,6  =62,4 

yo'°  2.    104  .  0,08  =  8,32 

3.    104  .  0.007=  0,728 
daher  104  .  0,687  =  71,4  18  =  7T~ 

welches  Produkt  in  seinen  Ganzen  sich  auf  Einheiten  der  7ten 
Decimale  bezieht,  die  man  zum  Logarithmus  von  41592  addiren 
muss,  um  den  Logarithmus  von  41592,687  zu  bekommen. 

Die  mechanische  Darstellung  zur  Bestimmung  unsers  Loga- 
rithmus könnte  etwa  folgende  sein: 

log  41592687  =  ? 
log41592  =  .,6190098 

Proportionaltheil  zu  6  62,4 

m     n      »1      »   •  8   8,34 

7  .  .  .  .  0,728 
Summe  .,6190169 
Somit  log4l  592687  =  7,6190169. 

Anmerkung.  Das  Produkt  aus  der  Differenz  104  in  die 
rechts  abgeschnittenen  Decimalslellen  bezieht  sich  in  seinen  Ganzen 
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auf  Einheiten  der  7ten  Decimale  und  da  wir  von  diesem  Produkt 
nur  diejenigen  Stellen  brauchen,  welche  noch  auf  die  Einheiten 
der  7ten  Decimale  influiren,  so  werden  bei  einer  grössern  Anzahl 
rechts  abgeschnittener  Decimalen  immer  nur  die  3  ersten  Einfluss 
auf  das  Produkt  haben,  alle  folgenden  aber  unberücksichtigt  weg- 
fallen können.  Ein  Blick  auf  die  Tafeln  zeigt  uns  nämlich,  dass 
die  grösste  Differenz  zwischen  den  Logarithmen  zweier  aufeinander 
folgenden  ganzen  Zahlen,  von  der  man  zur  Bestimmung  der  Pro- 
portionaltheile  Gebrauch  machen  könnte,  0,0000432  beträgt,  ihr 
höchstes  Glied  also  den  Lokalwerth  10  5  hat.  Wäre  nun  diese 
Differenz  mit  einer  rechts  abgeschnittenen  mehr  als  dreistelligen 
ZaU  zu  inultipbziren,  so  hätte  schon  die  ite  Stelle  den  Lokal- 
werth 10-'«.  würde  also,  mit  Hunderttausf indsteln  multiplizirt,  zum 
Produkt  den  Lokalwerth  10~9  haben;  diese  nehmen  nach  dem 
Decimalkomma  die  9te  Stelle  ein,  können  also  wolü  noch  auf  die 
8te,  aber  nicht  mehr  auf  die  7te  Decimalstelle  iuHuiren.  Darum 
brauchen  wir  von  den  rechts  abgeschnittenen  Stellen  nur  die  3 
trsten  zu  berücksichtigen  und  können  alle  spätem  unbeachtet  las- 
sen. So  würde  der  Logarithmus  von  72546892548  bis  auf  7  Deci- 
malen genau  übereinstimmen  mit  dem  Logarithmus  von  72546892000. 

183.  Aufgabe:  Zu  einem  gegebenen  Logarithmus  L  die 
entsprechende  Zahl  zu  finden. 

1.  Fall.  Der  gegebene  Logarithmus  L  sei  positiv. 

Ist  L  positiv,  so  findet  er  sich  entweder  unmittelbar  in  den 
Tafeln  vor  oder  nicht.  In  jenem  Fall  findet  man  die  3  ersten 
Stellen  in  der  mit  0  bezeichneten  Columne,  die  4  letzten  aber 
entweder  in  dieser  oder  in  einer  der  folgenden  Columnen  und  zwar 
in  der  gleichen  horizontalen  Zeile,  oder  in  einer  darunter  oder 
auch  in  der  zunächst  darüber  stehenden  Zeile,  im  letzten  Fall  mit 
einem  Sternchen  oder  einem  Strich  bezeichnet.  Von  der  zugehö- 
rigen Zahl  Huden  sich  die  4  ersten  Stellen  auf  derselben  horizon- 
talen Zeile  in  der  Rubrik  Ar,  die  5te  aber  oben  in  derjenigen  Co- 
lumne, welche  die  4  letzten  Stellen  von  L  enthält. 

Ist  aber  die  Mantisse  des  gegebenen  Logarithmus  nicht  in 
den  Tafeln  enthalten,  so  kann  man  doch  stets  zwei  unmittelbar 
aufeinanderfolgende  Mantissen  finden,  welche  die  gegebene  zwischen 
sich  enthalten.  So  wenn  z.  B.  L  =  3,459278<j  gegeben  wäre, 
so  hegt  dessen  Mantisse  0, 1592786  zwischen  den  beiden  Man- 
tissen 0,4592718  und  0,4592869,  denen,  abgesehen  vom  Lo- 
kalwerth, die  Zahlen  28792  und  28793  entsprechen.    Diese  bei- 


den  .Mantissen  sind  um  fyOOÜOlfrl,  die  zugehörigen  Zahlen  aber 
um  eine  Einheit  verschieden.  Vergleichen  wir  unsere  Manti>se 
aber  mit  der  nächst  kleinem,  so  beträgt  der  Unterschied 
(J,Ü'>i>0068  und  es  ist  nun  die  Frage,  wie  gross  die  zugehörige 
Zahlendifferenz  sei.  Da  können  wir  wieder  sagen :  Wenn  der 
Mantissendifferenz  151  Einheiten  der  7ten  Decimale  eine  Zahlen- 
differenz 1  entspricht,  m  wird  der  kl  einem  Mantissendifferenz 
6*  (Einheiten  der  7ten  Decimale)  auch  eine  Zahlendifferenz 
kleiner  als  1  entsprechen  und  zwar  wird  diese  Zahlendifferenz 
in  eben  dem  Masse  kleiner  seni  als  1,  in  welchem  68  kleiner  ist 
als  151.  Bezeichnen  wir  daher  mit  x  diese  Zahlendifferenz,  so 
haben  wir  die  Proportion: 

U)l  :  t)8=sl:  .r,  woraus  folgt 

X  —  I  5  I  • 

Es  muss  daher  die  unserer  Mantisse  entsprechende  Zahl  um 
izr  grosser  sein,  als  die  der  nächst  kleinem  Mantisse  entsprechende 
Zahl  und  wenn  wir  mit  Nuni  log  3,4.r>°-27Mi  die  Zahl  bezeich- 
nen, deren  Logarithmus  =  3,4592786,  so  haben  wir  —  abgesehen 
vom  Lokalwerth  — 

Num  log  3,4592786  =  •>8792+-|M|. 

Diesen  Bruch  ,Mf  verwandeln  wir  nun  in  einen  Decimal- 
bruch,  bestimmen  von  demselben  aber  nur  die  Zehntel  und  Hun- 
dertstel und  bekommen  T^8T  =  0,45,  so  dass  also 
Num  log  3,4592786  =  28792,45 
abgesehen  vom  Lokalwerth ;  der  Lokalwerth  aber  bestimmt  sich 
durch  die  Kennziffer  ;  diese  ist  =  3;  daher  bat  die  Zahl  4  Stellen 
in  den  Ganzen  und  somit 

Num  log  3,4592786  =  2879,245. 

Mit  Hülfe  der  Täfeln  kann  man  sich  die  Division  von  68 
durch  151  ersparen.  Es  enthalten  die  Tafeln  nämlich  folgende 
Tabelle: 

151  wo  die  unter  der  Differenz  151  stehenden  Proportio 

1  — 

2 


15,1        naltheile   15,1  —  30,2  etc.   bis   135,9   die  Produkte 
sind  ans  der  Differenz  151  durch  .  .  .  f9f).  TJm- 

60  4       gekehrt  werden   die   neben    diesen  Proportinaltheilen 
75  5        stehenden  Zahlen  1,  2,  3  .  .  .  bis  9,  durch  10  dividirt, 
80,6        die  Quotienten   sein  aus  den  Proportionaltheilen  15,1 
105,6        — 30,2  etc.  durch  die  Differenz    151.    Um   nun  zu 
120,8       bestimmen,    wie  oftmal  151  in  68  enthalten  sei,  be 
merken  wir ,   dass  der    zunächst  unter  68  stehende 
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Proportinaltheil  60,4  das  Produkt  ist  aus  151  in  0,4;  somit  0,4 
der  Quotient  aus  60,4  durch  151.  Subtrahiren  wir  das  Produkt 
aus  dem  Divisor  151  in  diesen  Quotienten  0,1,  nämlich  60,4,  von 
uuserm  Dividenden  68,  so  bleibt  der  Rest  7,6.  Nun  gäbe  75,5, 
durch  151  dividirt,  den  Quotienten  0;5;  die  10  mal  kleinere  Zahl 
7,")5  oder  7,6  gibt  daher  einen  10  mal  kleinem  Quotienten  = 
o,05.    Somit  0,45  der  Quotient  aus  68  durch  151. 

Für  die  mechanische  Bestimmung  des  Numerus   zu  einem 
gegebenen  Logarithmus  bekommen  wir  daher  folgende  Darstellung: 
Num  log  3,4592786=  ? 
Zu  .,  .  .  2718  .  .  gehört  28792 

Differenz  68 

zum  Proportionaltheil  .  .  60,4  4 

7,6 

zu  7,5   5 

Daher  ist  2879245  die  zu  uuserm  Logarithmus  gehörige 
Zahl,  abgesehen  vom  Lokalwerth,  der  durch  die  Kennziffer  bestimmt 
wird.  Da  diese  =  3,  so  ist  103  der  Lokalwerth  «ihres  obersten 
Gliedes  und  man  hat  daher: 

Num  log 3,4592718  =  2879,245. 
Z  wei  ter'Fa  11.    Der  gegebene  Logarithmus  L  sei 
negativ. 

Schon  in  No.  176  haben  wir  gesehen,  dass  die  Logarithmen 
aller  ächten  Brüche  negativ  sind  und  also  auch  jedem  negativen 
Logarithmus  eine  Zahl  kleiner  als  1  entspricht.  Wir  behaupten 
nun,  dass  jeder  negative  Logarithmus  angesehen  werden  kann  als 
Logarithmus  eines  Bruches,  dessen  Zähler  gleich  1,  dessen  Nenner 
aber  die  zu  demselben,  aber  positiv  genommenen  Logarithmus  ge- 
hörige Zahl  ist.  Sei  z.  B.  Z  = — 2,5337551,  so  wollen  wir  die  dem 
positiven  Logarithmus  2,5337554  entsprechende  Zahl  mit  JV  be- 
zeichnen, so  dass  also  log  ZV  =  2,5337554;  dann  ist  log—  = 

log  1— log  JV  =  0  —  2,5337554  =  —  2,5337554. 
Nun  ist 

Num  log  2,5337554  =341,7868-,  daher 

Num  log  -  2,5337554  =  =  0,0029258. 

Man  kann  indessen  die  Division  der  Einheit  durch  die  dem 
positiv  genommenen  Logarithmus  entsprechende  Zahl  auch  ver- 
meiden, indem  man  den  negativen  Logarithmus  verwandelt  in  einen 
Logarithmus  mit  positiver  Mantisse  und  bloss  negativer  Kenn- 
ziffer.   Es  ist  nämlich  offenbar 
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—2,5337554  =  3—2,5337554  -  3=0,4602446—3 
Nun  entspricht  der  Mantisse  0,4662446  die  Zahl  29258  und 
da  die  Kennziffer  =  — 3,  so  hat  man : 

Num  log—  2,5337554  =  Num  log 0,4662446—  3  =  0,0029258. 
184.    Beispiele  1  oga  rith  mische  r  Berechnung  von  nu- 
merischen Ausdrücken. 


lste  Art:  log x  =  {[log 239— log  8541  ] 
oder  loga;  =  {[2,3783979—3,9315087] 

1,5531108 

=  {[-1,5531108]=-    \    g  U< 
=  —0,3106222 

=  1—0,3106222—1  =0,6893778—1. 
Daher      x  =  Num  log  0,6893778—1  =  0,4800776. 
2te  Art: 

log  x  =  4  [log  239— log8541] 

=  {[2,3783979— 3,9315087] 
=  {[4,3783979— 2— 3,9314087] 
_  0,4468892— 2  _  3,4468892—5 
5  ~  5  ' 

=  0,6893778—1; 
daher  x  =  Num  logO,6893778— 1  =  0,4890776 

Bei  der  lsten  Art  ist  die  negative  Differenz  zwischen 
log  239  und  log  8541  unmittelbar  gebildet,  durch  5  dividirt  und  end- 
lich auf  die  Form  eines  Logarithmus  mit  positiver  Mantisse  und 
bloss  negativer  Kennzifier  gebracht,  bei  der  2ten  dagegen  durch 
Addition  und  Subtraktion  von  2  Einheiten  zum  Minuenden  in 
Form  einer  positiven  Mantisse  und  einer  negativen  Kennziffer  dar- 
gestellt worden.  Vor  der  Divison  durch  5  wurde  der  Logarith- 
mus noch  so  umgeformt,  dass  die  negative  Kennziffer  durch  5 
theilbar  wurde. 

0j.      «  •  17,885914 .  ^0^054343754 

2tes  Beispiel;  V  87>^972     ■  -  ? 

log  #  =  ^[log  17,8859 14-f-J  log 0,0054343784— log  87,434972) 
0,7351499—3 


=  4[l,252511H-^1^-3  -1,9416852] 

=  ^[1,25251 11+0,2450499— 1—1,9416852] 

6,5558758  -  2         _  „ 
=  ^   =  0,2779379—1 

x=-  Num  logO, 2779379— 1  =  0,1896435. 
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5  7  ^98612  —  ^45642  ' 
otes  Beispiel.  \j   .-— -      — x  —  • 

Hier   sind  vor  Allem  die  durch  Addition  und  Subtraktion 
verbundenen  Theile  zu  berechnen.    Man  findet: 

^/ 986 12  =  5,169142 

^45642  =  35,73728 

^18421  =  7,129557 

^578"   =  24,04163 
Durch  Substitution  dieser  Werthe  findet  man  zunächst: 


5  /  5.169142— 35,73728      5  /— 30,568138 
X  m  V    7,129557+24,04163      V  31,171187 
5         30,568138  _    _  3  7  30,568138 
~  V  — 31.171187  ~"       V  31,171187  5 


0  /30v 

-x  ss  -\l 


30,568138 


daher  -,171187 
und       log  —  x  =  4[log  30,568138— log31,l71187] 
=  [[1,4852689—1,4937533] 
=  |[0,9915156— 1]«; 

.■Ö«5SÖ  =0,99  83031-1 
5 

Somit  —  a?  =  Num  log0,9983031  — 1  =  0,9961004 
und         a?=  —0,9961004. 

Is5.  Bei  logarithmischen  Berechnungen  bedienen  sich  Man- 
che der  sogenannten  dekadischen  Ergänzung,  um  die  Sub- 
traktion von  Logarithmen  durch  eine  Addition  zu  ersetzen.  Man 
versteht  nämlich  unter  der  dekadischen  Ergänzung  oder  dem  arith- 
metischen Complement  eines  Logarithmus  die  Differenz  zwischen 
10  und  jenem  Logarithmus.  So  wäre  z.  B.  die  dekadische  Ergän- 
zung von  2,4592678  =  10  —  2,4592678  =  7,5407322.  Man  kann 
nun,  anstatt  Logarithmen  zu  subtrahiren,  deren  arithmetische  Com- 
plemente  addiren,  wenn  man  nur  von  der  Summe  soviel  mal  10 
subtrahirt,  als  man  Complemente  genommen  hat.  Denn  wenn  m, 
u,  p,  q  und  r  etwa  5  Logarithmen  bedeuten,  sämmtlich  kleiner 
als  10,  von  welchen  die  2  ersten  zu  addiren,  die  3  letzten  zu 
subtrahiren  sind,  so  wäre  das  Resultat  R  offenbar :  /{  =  m+n — p 
— q — r?  welches  unverändert  bleibt,  wenn  man  3  .  10  addirt  und 
wieder  subtrahirt.    Es  wird  daher 

R  ^  m+w+(l0— /))H-(10-r/)-f-(10-r;— 30, 
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wo  aber  10—  p,  10  —  q  und  10  —  r  die  arithmetischen  Comple- 
mente  sind  von  p,  q  und  r. 

Wäre  ein  solcher  subtraktiver  Logarithmus  grösser  als  10, 
so  würde  man  seine  Ergänzung  zu  20  als  arithmetisches  Comple- 
ment  betrachten  und  hätte  daher  von  dem  Resultat  20  zu  sub- 
trahiren. 

186.  Aufgabe.  Aus  dem  gewöhnlichen  Logarithmus  einer 
Zahl  N  ihren  Logarithmus  für  eine  andere  Basis  a  zu  finden. 

Sei  x  der  gemeine,  y  aber  der  im  System  mit  der  Basis  a 
genommene  Logarithmus,  so  hat  man: 
1.,  10*  =  N 
2.,  aP    =  S\  daher 
10*  =  ay  oder 
x  log  10  =  y  log  a,  woraus  folgt : 
log  10 
logfl 

Zur  Berechnung  des  Quotienten       —  kann  man  die  Loffa- 

log  a 

rithmen  von  10  und  a  in  einem  beliebigen  System  nehmen.  Wer- 
den sie  im  gewöhnlichen  System  genommen,  so  ist  log  10=  1  und 

somit  y  =  — !—  .  x. 
loga 

Ware  z.B.  die  neue  Basis  a=1000,  so  wäre  y=x  . 


og  1000 


X'  3  ~  3  ' 

Anwendung  der  Logarithmen   auf  die  Auflösung  der 
Expo  nentialglei  chungen. 
187.    Kommt  die  Unbekannte  x  als  Exponent  vor,  so  heisst 
die  Gleichung  Exponentialgleichung  und  kann  auf  die  Form  ge- 
bracht werden:    a? J,    Um  diese   aufzulösen,   nehmen  wir  auf 
beiden  Seiten  die  Logarithmen  und  erhalten 
x  log  a  =  log  6,  woraus 

x  =  log& 
loga 

Beispiel:   a'ux+fb  lu+il  = 

Wir  nehmen  auf  beiden  Seiten  die  Logarithmen  und  führen 
dann  die  angedeuteten  Operationen  aus,  um  die  Glieder  mit  r 
von  den  bekannten  Gliedern  trennen.    Wir  finden  so: 
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(mx+f)\og  a+(nx+g)\ogb  =  (px+h)  log  c+(qx-\-k)  log  d 
mx\oga  +  /  loga  +      log  6  4-  //log  6  =  px  log  c  +  A  log  c  4- 

qx  log  r/  4-  k  log  d 
msc  log  a  4-  wa?  log  //  —  px  log  c  —  qx  log  r/  =  A  log  c  4-  k  log  d  — 

floga  —  #log& 
(m  log  u  4-  »  log  />  —  p  log  c  —  J  log  d)a;  =  A  log  c  -I-  k  log  — 
log  a  —  #  log  b 

h  log  c  4-  k  log  r/  —  /  log  a  —  q  log  b 
m  log  r/  4-  R  log  d  —  p  log  c  —  q  log  d' 
Dieses  Resultat   Hesse  sieh   wieder  kürzer  schreiben  unter 
Anwendung  der  Umkehrungen  der  Sätze  1,  2  und  3  in  No.  178. 
Man  bekommt  nämlich: 

log  ch  4-  log  dk  —  log  af  -  log  b(J       \og(chdk)  — log((/6'') 
X  Ä  log  am 4- log  bn  —  log    —  log d*  ~~  log(arn6n)  —  log.c'V**) 


(3  -    #)[log295  —  log 867]  =  log  632  4-  fx[log56  —  log  39] 
3  log  295  —  x  log  295  —  3  log  867  4-  x  log  867 

log  632  4-  gx  log56  —  A^log.39 
x  log  867  —  x  log  295  —  %x  log  56  4-  %x  log  39  = 

log  632  4-  31og867  —  3 log  295 
[log  867  —  log  295  —  £(log56  —  log  39)]  x  = 
log  632  4-  3[log867  —  log  295] 

log  632  4-  3[log  867  —  log  295]  

X  ~~  log  867  — log  295  —  -jj  [log  56  —  log  39] 

_  2,800717 14-3[2,9380191— 2,4698220] 
X  ~~  2,9380191— 2,4698220  -£[1,7481880— 1,5910646] 

_  2,80071714-3  .0,4681971 
X  ~~  M681971— ^0,1571234 

2,8007 17 14-  1,4045913  _  4,2053084 
X  "~~  0,4681971—0,0872908  ~~  0,3809063 
oder    x  =  11,04027. 

Anwendung  der  Logarithmen  auf  Zinseszins  -  und 


188.  Wenn  der  am  Ende  eines  Jahres  fällige  Zins  nicht 
bezahlt,  sondern  wieder  zum  Capital  geschlagen  wird,  so  muss  der 
Schuldner  am  Ende  des  zweiten  Jahres  nicht  nur  den  Zins  von 


x  = 


„  .  .  t  /295y*-*  /56\ 
2tes  Beispiel:      —        =  622 .  — - 


Ren  ten rech nungen. 
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dem  ursprünglich  angeliehenen  Capital ,  sondern  auch  noch  den 
Zins  von  dem  zu  Ende  des  lsten  Jahres  verfallenen  Zins  bezah- 
len. Wird  in  gleicher  Weise  -während  eines  bestimmten  Zeitrau- 
mes zu  Ende  eines  jeden  Jahres  der  Zins  wieder  zum  Capital 
geschlagen ;  so  wächst  das  ursprünglich  angeliehene  Capital  zu 
einer  immer  grössern  Summe  an,  deren  Hcstimma$g  Zinses  zins- 
rech n  u n g  oder  zusammengesetzte  Zinsrechnung  genannt 
wird.  Gesetzt  z.  B.  ein  Capital  von  «rfrcs.  stehe  n  Jahre 
lang  zu  r°/0  auf  Zinseszinsen;  wie  gross  wird  sein 
Werth  nach  n  Jahren  sein?  so  können  wir  in  folgender  Weise 
sch  Hessen : 

Das  Capital  ist  a  r°/"0    ausgeliehen   d.  h.    100  frcs  Capi- 
tal tragen  in  1   Jahr  r  frcs  und  daher   1   frc   Capital  gerade 

:  frcs  Zins.  Es  wächst  somit  1  frc  Capital  in  einem  Jahr 
100  * 

auf  1  und  daher  a  frcs  auf  ayl  -f-  ^ö)^rcs  an*  Bezeicünei1 

wir  diese  Summe  a  1 1  4-  j^jjj)  ^rcs  >    au*  welche  das  ursprünglich 

angeliehene  Capital  von  a  frcs  im  lsten  Jahre  anwächst,  für  einen 
Augenblick  mit  z,  so  können  wir  nun  weiter  fragen :  Auf  welche 
Summe  werden  diese  z  frcs  im  2ten  Jahre  anwachsen  ?    Auch  im 

T 

2ten  Jahre  wächst  jeder  Frkn  Capital  auf  1  4 — —  frcs  an:  somit 
J  F  100 

die  sfrcs  auf        +  a(  *(1  +  löJ 

=  Zi  frcs.  Wir  haben  daher  am  Ende  des  2ten  oder  zu  Anfang 
des  3ten  Jahres  z{  =  a  |  1  4-  —  J   frcs  als  zinstragendes  Capital. 

Da  im  3ten  Jahre  wieder  jeder  Frkn  Capital  auf  1  4- ^  ^  t'n-s  an- 
wächst, so  werden  die  zt  frcs ,  die  wir  zu  Ende  des  2ten  Jahres 
haben ,   im    Laufe    des    dritten   Jahres   auf  Zg  j  l  +       j  = 

a( 1  +  iüö )'  ( 1  +  Wo )  =  n  ( 1  +  Wo  f frcs  anwachsen-  lndem 

wir  auf  gleiche  Weise  fortschliessen,  finden  wir,  dass  das  ursprüng- 
liche Capital  von  a  frcs  in  n  Jahren  auf  die  Summe  von  o  ( 1  +•  j 

frcs  anwächst,  so  dass,  wenn  A  den  Werth  des  ursprünglichen 
Capitals  nach  n  Jahren  bezeichnet,  wir  die  Relation  haben : 
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V 

Nun  wollen  wir  zur  Abkürzung  1  =  p  setzen  und  in 

Abweichung  von  dem  gewöhnlichen  Sprachgebrauch  dieses  py  das  = 
v 

1  +  Jqqj  den  Zins  Fuss  heissen;  dann  lässt  sich  die  Gleichung  I 
einfacher  so  sclireiben : 

A  =  apn  L 

Es  wäre  somit  Zinsfuss  in  unserm  Sinne  nichts  anders  als 
die  Summe,  auf  welche  die  Einheit  anwächst  in  einem 
Jahr  und  daher 

p  =  1,04      bei  4°/0 
=  1,045     bei  4^o^ 
=  1,05      bei  5o/o 

-  1  +  ^bei  rO/0, 

während  man  in  der  gewöhnlichen  Gescha'ftssprache  unter  Zinsfuss 
den  Zins  von  100  in  einem  Jahr  versteht,  also  Zinsfuss  und  Procent 
als  gleichbedeutend  anwendet. 

lS8a.    Die  Gleichung  I  lehrt  uns  unmittelbar,  dass  man  den 
Werth  eines  n  Jahre  Zins  aut  Zins  ausstehenden  Capitals  findet, 
wenn  man  dasselbe  mit  der  n  ten  Potenz  des  Zinsfusses  multipli- 
zirt.    Es  sind  also  10000  frcs  Capital  nach  8  Jahren  werth: 
1.,  a  4°/0    :  10000.(1,04)8 
2.,  a  4i«/„  :  10000  .  (1,045)8 
3.,  a  5"/0    :  10000  .( 1 ,05)8  frcs. 

Da  die  Fundamentalgleichung  I  eine  Relation  angibt  zwischen 
dem  Anfangscapital  a,  dem  Zinsfuss  p,  der  Anzahl  der  Jahre  w, 
und  dem  Kndwerth  A,  so  kann  man  mittelst  derselben  successive 
jede  dieser  4  Grössen  berechnen,  wenn  die  3  andern  bekannt  sind. 
Man  findet  aus  der  Gleichung  I  successive: 


n  4 

log  A  —  log  a 
\ogp 

so  dass  also  die  Gleichung  I  in  folgenden  4  Formen  geschrieben 
werden  kann: 
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1.,  A  =  apn 


Die  zweite  Form  a  =  —  lehrt  uns  den  Anfangswerth  eines 

Capitals  finden .  das  wahrend  n  Jahren  zum  Zinsfuss  />  auf  die 
Summe  i  anwuchs.  Sie  zeigt,  dass  wir  diesen  Anfangswerth  auch 
finden,  wenn  wir  den  Endwerth  A  durch  die  nte  Potenz  des  Zins- 
loses dividiren.  Nun  ist  aher  die  Summe  a,  welche  erforderlich 
wäre,  um  in  n  Jahren.  Zins  auf  Zins  gerechnet,  beim  Zinsfuss  p 
auf  .1  anzuwachsen,  auch  der  Baarwerth  eines  Capitals  A,  das  man 
erst  nach  n  Jahren  ohne  Zins  zu  bezahlen  hätte.  Der  Baarwerth 
(Jetztwerth)  eines  erst  nach  n  Jahren  ohne  Zins  zahlbaren  Capi- 
tals wird  daher  gefunden,  wenn  man  dasselbe  durch  die  nte  Po- 
tenz des  Zinsfusses  dividirt. 

Die  Formel  A  =  opn  gibt  uns  den  Werth  eines  Capitals  nach 

n  Jahren,  die  Formel  a  =  —  aber  den  Baarwerth  eines  erst 

p 

nach  n  Jahren  ohne  Zins  zahlbaren  Capitals  oder,  wenn  wir  lieber 
wollen,  den  Werth  eines  Capitals  A  vor  n  Jahren.  Die  Berech- 
nung des  Werthes,  welchen  eine  Summe  zu  einer  bestimmten  Zeit 
hat,  nennt  man  auch  Discontirung  und  sagt:  ein  Capital  werde 
um  «  Jahre  vorwärts  oder  rückwärts  diseontirt,  wenn  man 
den  Werth  berechnet,  welchen  dasselbe  nach  oder  vor  n  Jahren 
hat,  Zins  auf  Zins  gerechnet,  unter  der  Voraussetzung,  dass  der 
Debitor  während  dieser  Zeit  das  Capital  nicht  zu  verzinsen  brau- 
che, respective  das  Capital  in  der  Zwischenzeit  ganz  zu  seiner 
Verfügung  stehe.  Es  ist  selbstverständlich,  dass  wenn  ich  8000  frcs 
erst  nach  10  Jahren  zu  bezahlen,  bis  dahin  aber  zu  verzinsen 
habe,  ich  mich  heute  dieser  Schuld  nicht  anders  als  durch  Bezah- 
lung der  vollen  Summe  entledigen  kann  d.  h.  dass  der  Werth 
eines  solchen  verzinslichen  Capitals  für  den  Schuldner  heute  genau 
der  gleiche  ist,  wie  vor  oder  nach  10  Jahren. 

Beispiele.  1.  Man  übergibt  einer  Bank  heute  die  Summe 
von  8500  frcs.  Was  hat  man  nach  20  Jahren  zu  fordern ,  wenn 
die  Zinsen  a  4°(U  berechnet  werden? 
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In  unserer  Formel  A  =  ap"  ist  a  =  8500,  p  =  104.  w  =  20, 
A  endlich  unsere  Unbekannte  x  \  daher  die  Gleichung  : 

x  =  8500  .  (1,04)20. 
Also  loga;  =  log  8500  +-  20  .  log  1,04. 

Nlni  log  8500  =  3,9294189 

20.  log  1,04  =  0,3406660 
Ingo;  =  4,2700849. 
r  ss  Num  log  4.2700849  =  18624,5. 
Die  Vermehrung  des  Capitals  in  20  Jahren  beträgt  demnach 
über  10,000  frcs. 

2.  Aufgabe:  Jemand  hat  ohne  Zins  die  Summe  von 
10000  frcs  nach  10  Jahren  zu  bezahlen.  Wenn  er  nun  vorzieht, 
die  Schuld  sogleich  abzutragen,  was  müsste  er  bezahlen,  wofern 
4°/0  berechnet  werden? 

Hier  ist  .4  =  10000,  p  =  1,04,  n  =  10  und  u  =  x. 
Dal^r  1 0000  =  x  .  ( 1 ,04) ■ 0  oder 

%  _  10000 
x  ~~  1~Ö47°' 
Nun  log  10000  =  4 

log  (l,04)*o=  0,1703330 
logx  ss  3,8296670 
imd  x  =  Num  log  3,8296670  =  6755,648. 

Der  heutige  Werth  eines  erst  nach  10  Jahren  zahlbaren 
Capitals  von  10000  frcs  beträgt  also  bei  4  procentiger  Verzinsung 
6755,648  frcs. 

3.  Aufgabe:  Wie  lange  müssen  1000  frcs  an  Zinsen  ste- 
hen, um  k  4°/0  auf  2191  frcs  anzuwachsen  ? 

Hier  wird  nach  n  gefragt  und  gegeben  ist  A  =  2191, 
u  =  1000  und  p  =  1,04. 

Daher  x  =  lo£  Ä  ~  *°g  a       3,3406424—3  _  0,3406424 
log  2?  0,0170333     "~  0,0170333 

3406424       n    ,  .  f 
X  =   «0533  Ä  20  bemahe- 

4.  Aufgabe.  Zu  wie  viel  Procent  müssen  1200  frcs  aus- 
geliehen werden,  um  in  18  Jahren  auf  2887,942  frcs  anzuwachsen? 

Hier  wird  nach  p  gefragt  und  zwar  ist  A  =  2887,942, 
a  =  1200  und  n  =  18}  daher 


x  =  p  =  y 


2887,942 


1200 

Orelli,  Algebra.    '2te  Auflage.  ig 
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und  \ogx  =  -tV  [log  2887,942  —  log  1200] 

=  tV  [3,4605836  —  3,0791812] 

0.3814074  -  n 

log*  =  - — TZ         =  0,0211893 

x  =  p  =  Num  log  0,0211893  =  1,05  ; 
somit  muss  das  Capital  a  5°/0  ausgeliehen  werden. 

5.  Aufgabe.  In  welcher  Zeit  würde  ein  k  5°/0  angelie- 
heues  Capital  sich  verdoppeln? 

Hier  dürfen  wir  nur  in  der  Gleichung 
A  =  apn 

A  =  2a,  p  =  1,05  und  n  =  x  setzen,  dann  kommt 
2a  =  a(l,05)*  oder 
2  =  (1,05)* 
somit  log  2  =  x  .  log  1,05 

......  log  2        0,3010300  3010300 

nd  folglich  X=  logTÖ-5-  =oJj2n893  =  211893  =  14,2 

d.h.  nach  14-£  Jahren,  also  zwischen  dem  14ten  und  I5ten  Jahr 
verdoppelt  sich  das  Capital. 

6.  Aufgabe.  Auf  ein  Gut  bietet  A  die  Summe  von 
30000  Thlr.  baar,  B  die  Summe  von  33500  Thlr. ,  zahlbar  nach 
3  Jahren  ohne  Zins,  C  endlich  4O000  Thlr.,  zahlbar  nach  7  Jah- 
ren ohne  Zins;  welches  dieser  3  Angebote  ist  das  höchste,  die  Zin- 
sen ä  5°/0  berechnet;  und  um  wie  viel  übertrifft  es  die  beiden 
andern  an  baarem  Werthe? 

Auflösung.  Hat  man,  wie  hier,  mehrere  zu  verschiedenen 
Zeiten  ohne  Zins  zahlbare  Capitalien  mit  einander  zu  vergleichen, 
so  darf  man  sie  nur  auf  dieselbe  Zeit  discontiren.  Wir  können 
hier  entweder 

1)  die  Baarwerthe  der  3  Angebote  berechnen  oder 

2)  das  Angebot  des  A  um  3  Jahre  vorwärts  und  das  des  C 
um  4  Jahre  r ü ckwärts  discontiren,  oder 

3)  die  Angebote  des  A  und  des  B  vorwärts   discontiren,  das 
lste  um  7,  das  2te  um  4  Jahre. 

In  den  beiden  letzten  Fällen  miissten  aber  die  Unterschiede 
zwischen  dem  höchsten  Angebot  und  den  beiden  andern  noch  rück- 
wärts discontirt  werden  und  zwar  im  iten  Fall  um  3 ,  im  3ten 
aber  um  7  Jahre.  Der  erste  Weg  ist  demnach  der  kürzeste. 
Wir  finden  dabei : 

1)  Baarwerth  des  Angebotes  von  A  =  30000  Thlr. 
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2)  Baarwertli  des  Angebotes  von  B  =  — =  28938,50  und 

(1,05)* 

•»    .  ^^.-^p 

Das  Angebot  des  4  ist  somit  das  höchste  und  zwar  übertrifft 
es  das  von  H  um  1061,44  Thlr.,  dasjenige  des  C  sogar  um  1572,77 
oder  beinahe  1573  Thlr.  an  baarem  Werthe. 

189.  Es  kommt  zuweilen  vor,  dass  die  Zinsen,  statt  zu 
Bilde  eines  jeden  .Jahres,  schon  in  kürzen)  Zeiträumen,  z.  B.  halb- 
jährlich, monatlich  oder  wöchentlich  zum  Capital  geschlagen  wer- 
den. Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  wir  für  diesen  Fall  gar  keine 
neue  Formel  abzuleiten  brauchen,  sondern  dass  die  bisherige  For- 
mel:  A  =  apn  vollkommen  genügt,  wenn  wir  nur  die  Bedeutung 
des  p  und  des  n  in  der  Art  abändern ,  dass  wir  1)  unter  p  die 
Summe  verstehen,  auf  welche  die  Einheit  in  einem  solchen  kürzern 
Zeiträume  anwächst  und  2)  n  ersetzen  durch  die  Anzahl  der  klei- 
nern Zeiträume  (Halbjahre,  Monate  oder  Wochen),  welche  auf 
n  Jahre  fallen. 

Beispiel.  Auf  welche  Summe  wachsen  6800  frcs  in  10 
Jahren  an,  wenn  die  k  5°/0  berechneten  Zinse  alle  Halbjahre 
zum  Capital  geschlagen  werden? 

Auflösung:  Das  Capital  ist  zu  5°/0  angeliehen  d.  h. 
100  frcs  tragen  in  1  Jahre  5  und  in  einem  halben  Jahre  $  = 
2,5  frcs  Zins;  1  frc  Capital  trägt  somit  in  dieser  Zeit  0,025  frcs 
Zins  und  wächst  daher  in  g  Jahr  an  auf  1,025  frcs.  Es  ist  da- 
her p  =  1,025  und  ti  sie  2  .  rO  ss  20  zu  setzen-,  somit 
x  =  6800.  (1,025) 2«  =  11142,61  frcs. 

Würde  die  Verzinsung  jährlich  stattfinden,  so  wäre  p  =  1,05 
und  n  —  10  und  man  hätte 

x  =  6800.  (1,05)  i«  =  11076,48  frcs. 

Der  Werth  der  6800  frcs  nach  10  Jahren  ist  somit  bei 
halbjährlicher  Verzinsung  etwas  grösser ,  als  bei  bloss  jährlicher 
Verzinsung,  was  sich  auch  erwarten  liess.  Indessen  darf  man 
nicht  etwa  glauben,  dass  der  Vortheil  gar  bedeutend  sei,  wenn  die 
Verzinsung  in  sehr  kurzen  Zwischenräumen  z.  B.  alle  Wochen  oder 
gar  alle  Tage  stattfinde.    So  fände  man  z.  B. ,  dass  100  frcs.  a  5{j 

1)  bei  jährlicher  Verzinsung  in  1    Jahr    auf  105 

in  10  Jahren  auf  162,89 

2)  bei  monatl.  Verzinsung  in  1  Jahr  auf  10o  .  (l+^^jj)12  = 
100.(l,o04167)V2  =  105,1165,  in  10  Jahren  auf  164,70  frcs, 

16* 
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3)  bei  wöchentlicher   Verzinsung  in     1  Jahr    auf  105,12 

in  10  Jahren  aber  auf  164,83 

anwachsen. 

190.  Ist  die  Anzahl  n  der  Jahre,  während  welcher  das 
Capital  Zins  auf  Zins  ausstehen  soll,  keine  ganze,  sondern  eine 
gemischte  Zahl,  so  dürfte  man  keineswegs  in  der  Formel  A  =  ap" 
einfach  n  durch  diese  gemischte  Zahl  ersetzen.  Hätte  man  z.  B. 
den  Werth  eines  Capitals  von  a  frcs  in       Jahren  a  4£  zu  be- 

rechnen,  so  wäre  dieser  nicht  =  a  .  (1,04)' 1  aas  a  .  (1:04) r, 
sondern  man  müsste  erst  den  Werth  der  a  frcs  nach  5  Jahren 
ausrechnen,  der  =  a.  (1,04) 5  frcs  und  dann  noch  die  Summe  be- 
stimmen, auf  welche  dieser  Werth  in  den  nächsten  |  Jahren  an- 
wächst. Da  nun  bei  4-g  1  frc  in  1  Jahre  0,04  frcs  Zins  trägt, 
so  wird  er  in  \  Jahr  ,  -jiü  und  in  |  Jahren  -Jfo  frcs  Zins  tragen. 
Es  wird  daher  1  frc  Capital  in  J  Jahren  auf  1,03  frcs  anwach- 
sen und  somit  die  «.(1,04) 5  frcs  auf  a.  (1,04) 5  .  1,03  frcs,  ein 

Resultat,  das  augenscheinlich  verschieden  ist  von  a  .  (1,04) 4  oder 
von  a.(l,04)5  .(1,04)1 
U  Hauptfall. 

191.  Gesetzt,  man  übergebe  heute  einem  Banquier  die 
Summe  von  a  frcs  und  lege  überdiess  noch  zu  Ende  eines  jeden 
Jahres  eine  bestimmte  Summe  hinzu,  so  entsteht  die  Frage:  Was 
hat  man  am  Schluss  des  n  teu  Jahres  d.  h.  unmittelbar  nach  der 
gemachten  n  ten  Einjage  beim  Banquier  zu  gut?  Seien  ax  ,  a2, 
a3  .  .  .  an  die  Einlagen  zu  Ende  des  lsten,  2ten,  3ten  ....  bis 
nten  Jahres,  so  bilden  die  Grössen  a,  a1,  fl2,  nA  .  .  .  bis  an  Ca- 
pitalien,  welche,  Zins  auf  Zins  gerechnet,  das  erste  w,  das  zweite 
n  —  1,  das  dritte  n  —  2  Jahre  u.  s.  f.,  das  vorletzte  noch  1 ,  das 
letzte  0  Jahre  ausstehen.    Es  wird  also 

die  ursprüngliche  Einlage  von  a    frcs  auf  ap" 

die  2te      „         „    a{    „      „  a{pH-i 

99     ^te        >»  >,      «o       »         99     a2PH  2 

die  wte     ,»         »  „         dn-ip  frcs 

anwachsen,  endlich  die  letzte  Einlage  von  an  frcs  ==  an  frcs  blei- 
ben, so  dass,  wenn  A  das  Gesammtguthaben  am  Schlüsse  des  nten 
Jahres  bedeutet,  man  hat: 
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So  lange  die  Einlagen  a,  0,,  a2,  az  bis  a„  verschieden  sind, 
lassen  sich  die  Glieder  rechts  nicht  zusammenziehen ;  man  mnss 
dann  jedes  einzeln  berechnen  und  die  Resultate  addiren. 

Wenn  dagegen  die  zu  Ende  eines  jeden  Jahres  gemachten 
Zuschüsse  alle  einander  gleich  sind,  wenn  also  ax  =  a2  =  «3  ==  •  •• 
an  =  6,  so  lässt  sich  die  obige  Gleichung  kürzer  schreiben.  Man 
hat  dann  zunächst : 

Bezeichnen  wir  nun  mit  s  den  Ausdruck  in  der  eckigen 
Klammer,  so  dass 

*  =  pn~  i  -f-p»-*-j-p»-3+  . .  .  f+p-i- 1 1 
so  ist        sp  =  pn+pn-  *  -f-pn-24-pn-3-»-  •  •  •  p-+p 
woraus  durch  Subtraktion  sich  ergibt: 
sj> — s  =  pn — 1 
s(p_l)=p'<— 1 
_  pn — 1 

oder  * 

Man  hat  daher  die  Gleichung 

p— l 

Wäre  endlich  der  jährliche  Zuschuss  b  gleich  dem  Anfangs- 
kapital r/,  so  hätte  man 

A  =  apn-t-ap"-1  -hap'1-'1^-  ap2-\-ap-\-a 

oder  4=  fl[pfl-f-p"-  ,+p"-42+  ...  .  p+I] 

fl[pn-H— i] 

p-1  ' 

ein  Resultat,  das  sich  aus  II  auch  ergeben  müsste,  wenn  man  iött 

b  =  a  setzen  würde.    In  der  That  fände  man : 

„,   a(»n—i)  apn(p—l)+a(pn—l) 

A  =  fll)  H  —  =  

p— l  p— 1 

avn+]—apn-\-apn—a  apn+l—a 
oder         4  =   —x  =  pi 

«(/>»+l-l) 

oder         4  =  ^  (II,  «). 

p— 1 

Mittelst  der  Formel  II  könnte  man  nun  wieder  nach  jeder 
der  5  Grössen  A,  ar  b,  p  und  n  fragen,  wenn  die  4  übrigen  ge- 
geben sind.  Die  Bestimmung  von  p  würde  auf  eine  höhere  Glei- 
chung führen.  Statt  indessen  die  allgemeine  Gleichung  II  nach 
a,  b  und  n  aufzulösen  und  die  so  erhaltenen  allgemeinen  Formeln 
in  speciellen  Fragen  zu  benutzen,  wollen    wir  uns  bloss  die  Glei- 
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ehimg  II  notiren,  dann  in  jedem  besondern  Fall  die  gegebenen 
speziellen  Zahl  wert  he  einsetzen  und  die  so  erhaltene  Gleichung 
auflösen. 

III.  Hauptfall. 

19*2.  Häufiger  als  der  eben  behandelte  kommt  der  umge- 
kehrte Fall  vor,  dass  man  einem  Banquier  eine  bestimmte  Summe 
von  a  frcs  auf  Zinseszinsen  übergibt  und  dann  zu  Ende  eines  je- 
den Jahres  eine  bestimmte  Summe  b  zurückzieht.  Man  kann 
nun  tragen:  Wenn  man  n  Jahre  lang  zu  Ende  eines  jeden  Jah- 
res die  Summe  b  zurückzog,  was  lmt  man  dann  schliesslich  beim 
Banquier  noch  zu  gut  ? 

Auflösung:  Die  a  frcs,  welche  dem  Banquier  übergeben 
wurden,  wachsen  in  n  Jahren  zum  Zinsfuss  p  auf  apn  frcs  an. 
Wenn  man  also  in  der  Zwischenzeit  gar  Nichts  bezöge,  so  hätte 
man  am  Schluss  des  wten  Jahres  gerade  apn  frcs  zu  fordern.  Allein 
die  b  frcs,  welche  schon  zu  Ende  des  Isten  Jahres  bezogen  wur- 
den, hätten  in  den  noch  übrigen  n — 1  Jahren  auf  bp"~l  frcs  anw  ach- 
sen können  und  es  ist  daher  ganz  einerlei,  öb  dßt  Banquier  zu  Ende 
des  ersten  Jahres  die  Summe  h  oder  am  Schluss  des  nteü  Jahres 
die  Summe  bpn~ 1  ausbezahle.  In  gleicher  Weise  rinden  wir,  dass 
die  b  frcs,  die  er  zu  Ende  des  2ten  Jahres  bezog,  in  den  noch 
übrigen  n — 2  Jahren  auf  bpn  ~  frcs  angewachsen  wären  u.  s.  f. ; 
endlich  die  vorletzte  Zahlung  von  b  frcs  hätte  in  dem  letzten 
Jahre  auf  bp  frcs  anwachsen  können,  so  dass  also  der  Gesanimt- 
werth  der  vom  Banquier  an  den  ursprünglichen  Einleger  geleiste- 
ten Zahlungen  gerade  so  gross  ist.  als  ob  er  ihm  am  Schluss  des 
nten  Jahres  auf  einmal  ausbezahlt  hätte 

bpn-i+bpn-2+bpn-*-\-  bp+b  oder 

Up» — i) 

l[pn-i+pn->+vn-z+  ,  .  p+l]«  ^—  frcs.  Nun  war  der  Ban- 
quier in  Folge  der  ursprünglichen  Einlage  schuldig  op" ;  er  hat 

aber  bereits  bezahlt     ^         .  Somit  beträgt  das  Guthaben  des  Einle- 
p—1 

gers  nur  noch  apn   -  J  und  wenn  wir  daher  mit  A  den  Betrag 

dieses  Guthabens  bezeichnen,  so  haben  wir  die  Gleichung: 

4«Äp._*i£=±)  in, 
P  —  i 

eine  Formel,  welche  ans  II  einfach  hervorginge,  wenn  man  b  durch  — b 
ersetzen,  d.  h.  die  jährlichen  Zuschüsse  in  Abzüge  verwandeln  würde. 
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Es  ist  nun  klar,  dass  je  nach  der  Grösse  der  jährlichen  Ab- 
züge d.  h.  je  nach  der  Grösse  des  b  das  Guthaben  A  eine  mit  der 
Zeit  wachsende  oder  eine  konstante  oder  endlich  eine  mit  wach- 
sendem 71  abnehmende  Grösse  sein  wird.  Wenn  nämlich  der  jähr- 
liehe Abzug  b  kleiner  ist  als  der  einfache  Zins  des  Capitals  a,  so 
wird  A  mit  /<  immer  wachsen,  was  auch  ganz  natürlich  ist,  da  ja 
immer  noch  ein  Theil  des  Jahreszinses  zum  Capital  geschlagen 
wird.  Wäre  dagegen  der  jährliche  Abzug  b  grösser  als  der  ein- 
fache Zins  des  Capitals  a,  so  würde  .4  eine  mit  wachsendem  n  ab- 
nehmende Grösse  sein-,  es  uiüsste  also  einmal  ein  Augenblick  ein- 
treten, in  welchem  4=0  geworden  und  von  welchem  an  bei  Fort- 
dauer der  jährlichen  Zahlungen  die  Grösse  I  negativ  ausfiele 
d.  h.  der  ursprüngliche  Einleger  zum  Schuldner  des  Bauquier  würde. 

Wäre  endlich  b  gerade  gleich  dem  einfachen  Zins,  so  inüsste 
A  konstant  sein.  In  der  Thal!  Da  a  frcs  in  1  Jahr  auf  ay  frcs 
anwachsen,  so  wird  der  einfache  Jahreszins  =  ap — a  sein.  Füh- 
ren wir  in  die  Gleichung  III  die  Voraussetzung  b  —  ap — a  ein,  so 
kommt 

(«/>-«)  „  _  a(p-\)(p»-\) 

1  ~  °f   .  • ,         p— 1  ÜP  p—1 

oder     A  =  apn  —  a(p11—  1)  =  opn  —  apH  -M 
oder      A  =  a 

d.  h.  A  ist  dann  von  der  Zeit  n  ganz  unabhängig  und  stets  gleich 
dem  Anfangskapital. 

IV.  Hauptfall. 

193.  Man  will  häufig  die  jährlichen  Bezüge  b  so  einrich- 
ten, dass  nach  Verfluss  einer  bestimmten  Zeit  (nach  n  Jahren» 
Capital  und  Zins  aufgezehrt,  das  Guthaben  beim  Banquier  also 
auf  Null  reduzirt  sei.  In  diesem  Fall  nennt  man  den  jährlichen 
Abzug  b  eine  Jahresrente  oder  Annuität.  Die  Formel  für  Beant- 
wortung der  hierauf  bezüglichen  Fragen  geht  aus  der  Formel  III 
hervor,  wenn  man  dort  einfach  A  =  0  setzt,  wodurch  man  erhält: 

b(pn— 1) 
0  ^apn  —  _1y 

oder  ™ 

Da  wir  hierin  eine  Relation  haben  zwischen  dem  Einlage- 
capital  rt,  der  Kente  6,  dem  Zinsfuss  p  und  der  Zeit  n,  so  kön- 
nen wir  mittelst  dieser  Relation  nach  einander  folgende  Fragen 
beantworten : 
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1.  Wie  gross  muss  das  Einlagecapital  sein,  um  während  ei- 
ner bestimmten  Zeit  eine  jährliche  Rente  von  vorgeschriebener 
Grösse  zu  beziehen? 

2.  Für  eine  bestimmte  Summe  von  a  frcs  möchte  man  eine 
//  jährige  Rente  kaufen.  Wie  gross  wird  diese  ausfallen,  wenn  die 
Zinsen  zu  r£  berechnet  werden? 

3.  Auf  wie  lange  kann  man  für  die  Summe  von  a  frcs  eine 
Jahresrente  b  bewilligen,  wenn  die  Zinsen  zu  r£  berechnet  werden  ? 

4.  Eine  Anstalt  bezahlt  an  Jemand  n  Jahre  lang  eine 
Rente  von  b  Franken.  WTenn  er  dafür  a  frcs  einzahlen  musste, 
wie  viel  Procent  berechnet  die  Anstalt? 

Hiebei  ist  jedoch  zu  bemerken,  dass  wir  die  letzte  für  n  >  2 
hier  nicht  lösen  können;  denn  die  Gleichung 

n     b(pn— 1) 

ap*  =  -Mi  JL 

p  —  1 

wird,  wenn  wir  die  Division  von  pn  —  1  durch  p  —  1  ausführen, 
vom  wten  Grade  in  Bezug  auf  p. 

Die  Gleichung  IV  dient  auch  für  Amortisationen:  denn 
wenn  ein  Capital  von  a  frcs  auf  n  Jahre  Zins  auf  Zins  ausge- 
liehen ist  und  man  zahlt  am  Ende  eines  jeden  Jahres  die  Summe 
b  zurück,  so  ist  nach  n  Jahren  die  Schuld  vollständig  getilgt. 

Wir  können  nun  als  die  allgemeinste,  alle  speziellen  Fälle 
in  sich  fassende  Formel  folgende  betrachten: 

P  —  1 

worin  //  das  Anlagecapital,  b  den  jährlichen  Zuschuss  oder  den 
jährlichen  Abzug  (Rente),  p  den  Zinsfuss,  n  die  Anzahl  der  Jahre 
und  A  das  Guthaben  bei  der  Bank  am  Schlüsse  -.des  nten  Jahres 
bedeutet.    Wir  haben  hiebei  nur 

1.  6=0  zu  setzen  bei  der  blossen  Zinseszinsrechnung,  wo- 
durch kommt:  A=apu. 

2.  b  positiv  zu  nehmen  im  Fall  der  jährlichen  Zuschüsse, 

also 

p  —  i 

3.  6  negativ  zu  nehmen  im  Fall  der  jährlichen  Abzüge,  also 

r  P  —  l 
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4.  4  —  0  zu  setzen  bei  den  Jahresrenten  oder  Annuitäten, 
wodurch 

b(pn  —  1) 

P  —i 

Beispiele.  1.  P]in  Capital  von  6000  Thlr.  (steht  zu  5  £ 
auf  Zinseszinsen.  Wenn  man  nun  überdiess  zu  Ende  eines  jeden 
Jahres  noch  500  Thlr.  hinzulegt,  auf  welche  Summe  wird  es 
dann  in  10  Jahren  anwachsen? 

Wir  brauchen  hier  die  Formel  II 

b(p*—i) 

V  — 1 

worin  a=600O,   6  =  500,  p=l,05,   n=10  und  A   unsere  Unbe- 
kannte x  ist. 
I-^aher 

Bezeichnen  wir  den  lsten  Theil  mit  A,  den  2ten  mit  ß,  so  ist 
.r  =  .\  \-B  und  wir  müssen  hier  jeden  der  beiden  Theile  besonders 
berechnen.    Es  ist 

B  =  6Äg"^  =  10000  .  (1,05  »_!). 

Es  ist 

log  1,05 1 0  =  10  .  log  1,05= 10  .  0,021 1 893  =0,2 1 1 8930 
und  l,05»o=  Num  log0,2118930=l,628895 ; 

daher  1,05 1  "—1  =  0,628895  und 

13=10000  .  0,628895  =  6288,95. 
Es  ist  ferner 

A=ßO(KK  l?05l0  =  6()00.  1,628895 
=  9773,37; 

somit  #=.4 -{-#=9773,37  +  6288,95=16062,32. 

2.  Aufgabe.  Jemand  will  für  30500  Frkn.  eine  Jahres- 
rente von  2000  Frkn.  kaufen.  Auf  wie  lange  kann  dieselbe  be- 
willigt werden,  wenn  man  die  Zinsen  zu  4  ^  berechnet  ? 

Wir  benutzen  hier  die  Formel  IV,  also 

Kvn—  1) 

ap1l=  —  — ,  wo  wir 

p  —  1 

a=3O500,  6  =  2000,  p  =  l,04  und  n=x  zu  setzen  haben.  Wir 
bekommen  daher 
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30500  .(1,04)-=  <**-!) 
v  '    '  1,04—1 

oder  SOSOO.CI^)^  2000^-1) 

1  0,04 

30500 .  (1 ,04)*  =  50000 .  (1,04*—  1 ) 

30500  .  (1,04)*  =  50000  .  (1,04)*— 50000 

30500  .  (1,04)*— 50000  .  (1,04)*  =  —50000 

19500.  (1,04)* =50000 

195  .(1,04)*  =  500 

(1,04,*  =  ^ 

x  log  1 ,04  =  log  500  —  log  1 95 
log500  —  log  195      2,6989700  —  2,2900346 


x  = 


log  1,04  0,0170333 


0,4089354     4089354  nä 
0,0170333       170333  * 
194.    Anmerkung  1.    Die  Formel  EL 

6(^—1)  ' 
p  —  1 

gibt  uns  den  Werth  des  Guthabens  am  Schlüsse  des  xteii  Jahres. 
Wollten  wir  den  Baarwerth  haben,  so  dürften  wir  nur  die  obige 
Summe  noch  um  n  Jahre  rückwärts  discontiren  d.  h.  durch  pn  di- 
vidiren.    Bezeichnet  A0  diesen  Baarwerth,  so  wäre 

*  bn(p—l) 
Wären  alle  Zahlungen  gleich  der  Anfangseinlage  a,  so  fän- 
den wir,  wie  früher  (Formel  II  cc) : 
a(«»+i —  ^ 

A  =  —  :  somit  der  Baarwerth 

p—1 

0_     p»+l  —  1 

^  '  T-  r- 

Anmerkung  2.  Wäre  gar  keine  Anfangszahlung  geleistet, 
sondern  nur  zu  Ende  eines  jeden  Jahres  die  Summe  b  einbezahlt 
worden,  so  würde  uns  die  Formel  II  ebenfalls  den  Werth  des 
Guthabens  am  Schlüsse  des  wten  Jahres  liefern,  wenn  wir  nur 
a—0  setzen  würden.    Dadurch  käme: 

A  =  K/>"— !). 
p  — 1 

Wollen  wir  den  Baarwerth  ,40  dieses  Guthabens,  so  dür- 
fen wir  dasselbe  nur  um  n  Jahre  rückwärts  discontiren;  also 
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pn     vn(p—1)    P"  '  P  — 1 

Diess  ist  zugleich  der  Baarwerth  einer  «jährigen,  am 
»Schlüsse  eines  jeden  Jahres  zahlbaren  Rente,  was  sich  übrigens 
auch  aus  unserer  Formel  IV  ergibt,  wenn  wir  sie  nach  a  auf- 
lösen. 

b(nH  1) 

A.as  apn  =         — -  folgt  nämlich  unmittelbar 

p"(p— 1) 

Anmerkung  3.  Wäre  die  Zahlung  /;  nicht  am  Ende, 
sondern  zu  Anfang  eines  jeden  Jahres  geleistet  worden,  so 
könnte  auch  da  noch  die  allgemeine  Formel  II,  nämlich 

b(pn—  1 1 

v  — 1 

benutzt  werden;  man  müsste  aber  dann  a=b  nehmen  und  zudem  n 
durch  )i> — '1  ersetzen,  indem  nämlich  die  Formal  II  voraussetzt, 
dass  rHrl  Zahlungen  geleistet  worden  seien,  eine  erste  =  a  und 
n  andere  =  b.  Durch  diese  Substitutionen  verwandelt  sich  unsere 
Formel  II  in  folgende: 

A  =  J«»-i  +  ^  

p—  1 

oder  f  _  6y"— (/>-l)+6(p  — 1J 

p— 1 

.     6p"— 6p"-i+6pn-«  —  6 

4=  F=i  

oder 

p  _1  p  — 1 

Das  wäre  nun  der  Werth  einer  solchen  n jährigen,  zu  An- 
fang  eines  jeden  Jahres  zahlbaren  Rente  am  Schlüsse  des  (n — l)ten 
oder  zu  Anfang  des  nten  Jahres.  Ihr  Baarwerth  findet  sich  also, 
wenn  wir  diesen  noch  um  n — l  Jahre  rückwärts  discontiren.  Be- 
zeichnen wir  diesen  Baarwerth  mit  A0\  so  haben  wir: 
6(p"-l)  =b         p—1  > 

•°     p«-i(P_i)    p»-i  *  p  —  l  w* 


Von  den  beiden  Formeln 
b_ 

pn  p 


pn  p  — l 
6       p« —  l 

und  V  =  -T-,  -  I  5  (0 
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gibt  uns  also  die  erste  den  Baarwerth  einem  jährigen,  am  Schlüsse 
eines  jeden  Jahres  falligen  Rente, 

die  zweite  (ß)  den  Baarwerth  einer  n jährigen,  aber  zu  An- 
fang eines  jeden  Jahres  zahlbaren  Rente.' 


Neunter  Abschnitt. 

Von  den  V  rogressioneo. 


A.  Ari  thme  t  ische  Progressionen. 
195.  Eine  Aufeinanderfolge  von  Grössen,  deren  jede  aus 
der  vorangehenden  durch  Addition  einer  konstanten  Zahl  entsteht, 
heisst  arithmetische  Progression;  jene  konstante  Zahl  heisst 
Differenz,  die  einzelnen  Grössen  selber  werden  Glieder  der 
Progression  genannt.  Die  Progression  ist  eine  steigende 
oder  eine  fallende,  je  nachdem  das  folgende  Glied  grösser  oder 
kleiner  als  das  vorangehende  ausfällt.  Ist  z.B.  2  das  erste 
Glied  und  3  die  Differenz,  so  wäre  die  Progression 

2  .  5  .  8  .  11  .  14  .  17  .  20 .  23  . .  26  .  29  .  32  .  35  etc. 
eine   steigende.     Würde  man    die  Differenz  aber  negativ,  etwa 
= — 3  wählen,  so  bekäme  man,  wenn  40  als  Anfangsglied  genom- 
men wird,  die  fallende  Progression 

40  .  37  . 34  .  31  .  28  .  25  .  22  .  19  .16  .  1  3  .  10  .  7  .  4  .  1. 
Mine  Progression  wird  also  eine  steigende  oder  eine  fallende, 
je  nachdem  die  Differenz  positiv  oder  negativ  ist. 

196.  Aufgabe:  Irgend  einGlied  der  Pr  ogr  ess  i  on 
zu  finden,  wenn  man  das  erste  Glied  a  und  die  Diffe- 
renz d  kennt. 

Bezeichnen  wir  allgemein  mit  Ar  das  rte  Glied  vom  Anfang, 
so  folgt  unmittelbar  aus  der  Definition  der  Progression ,  dass  man 
jedes  folgende  Glied  findet,  wenn   man  zum   vorhergehenden  die 
Differenz  addirt;  man  bekommt  also: 
A2=a-\-</ 

A 4  =  A  { -{-d = a-f-3rf 
welche  Glieder  alle  aus  dem  Anfangsglied  a  abgeleitet  werden,  in- 
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dem  man  zu  fliesen  so  viel  mal  die  Differenz  addirt,  als  dem  be- 
treffenden Gliede  noch  Glieder  vorangehen.  Es  ist  aber  leicht  ein- 
zusehen, dass  das  hier  erkannte  Bildlingsgesetz  allgemein  ist; 
denn  nehmen  wir  einmal  an,  dieses  Gesetz  gelte  für  das  rte  Glied 
d.h.  es  sei   i4r  =  <H-(r-  so  finden   wir  hieraus  das  (H-l)te 

durch  Addition  der  Differenz  d\  also  wäre  dann  Ar+i  =.4r-f-<7= 
a-Hr — l)d-H/=a-f-rd  d.h.  auch  das  (r-f-l)te  Glied  wird  aus  dem 
Antangsglied  a  gefunden,  wenn  man  zu  diesem  so  viel  mal  die 
die  Differenz  addirt,  als  ihm  Glieder  vorangehen-,  das  Gesetz  gilt 
daher  allgemein. 

197.  Man  kann  aber  auch  jedes  Glied  der  Pro- 
gression aus  dem  letzten  ableiten,  indem  man  vom 
letzten  Glied  soviel  mal  die  Differenz  subtrahirt^ 
als  dem  zu  bestimmenden  Gliede  noch  Glieder  nach- 
folgen. Denn  wenn  wir  mit  E,  das  rte  Glied  vom  Ende  be- 
zeichnen, so  folgt  wieder  unmittelbar  aus  der  Definition,  dass  das 
2te  Glied  vom  Ende  gleich  sein  muss  dem  letzten  Glied  z  weniger 
der  Differenz,  das  3te  Glied  vom  Ende  gleich  dem  vorletzten  we- 
niger der  Differenz,  also  E2  =s — d,  E:i=E> — e/,  E4  =  /?3 — d  u.  s.  f. 
und  wenn  wir  nun  hier  für  E2,  Ez  etc.  ihre  Werthe  einsetzen,  so 
kommt 

E2=z  —  d 
-=  s  —  U 

EA  —  z  —  Sd  u.  s.  f. 

Er  =  z  —  (r-  l)d. 
^       Auch  da  wird  wieder  in  ganz  gleicher  Weise,  wie  oben,  ge- 
zeigt,  dass  wenn    dieses  ßildungsgesetz  für  irgend  ein  Glied  z.  B. 
für  das  rte  gilt,  es  auch  noch  gelten  muss  für  das  nächstfolgende, 
«lass  es  somit  allgemein  wahr  ist. 

198.  Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  Summe  zweier 
Glieder,  welche  gleich  weit  von  den  beiden  äusserst en 
Gliedern  abstehen,  gleich  ist  der  Summe  des  ersten 
und  letzten  Gliedes.    Denn  man  hat 

Ar  =  a  +  (r—  l)d 
Er  =  z—(r—l)d 
woraus  durch  Addition  sofort  folgt 

A,  -hEr=  w.  z.  b.  w. 

Zusatz.  Bei  einer  ungeraden  Gliederzahl  kommt  stets  ein 
Mittelglied  vor,  welches  gleich  ist  der  halben  Summe  des  ersten 
und   letzten  Gliedes.    Denn   wenn  n  =•  2r  -f-  1  und  v  das  Mittel- 
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^lied,  so  geben  dem  0  gerade  ?*  Glieder  voran  nnd  r  Glieder  fol- 
gen ihm  nach.    Man  hat  daher 

1.  v  m  Ar+t  =  a-hrd 

2.  v  =  Er+\  =  z — rd 

daher  2v  =  a-\-z 

2  a-t-z 

und  =  • 

2 

Man  nennt  dieses  Mittelglied  auch  das  arithmetische  Mittel 
zwischen  a  und  z  und  versteht  allgemein  unter  dem  arithmetischen 
Mittel  zweier  Zahlen  die  halbe  Summe  derselben. 

19&  Aufgabe.  Die  Summe  der  Glieder  einer 
arithmetischen  Progression  zu  finden,  wenn  man  das 
erste  Glied  er,  das  letzte  z  und  die  Anzahl  n  der 
Glieder  kennt. 

3  ste  Auflösung.    Ist  die  Anzahl  der  Glieder  gerade, 
etwa  w  =  2r,   so  können   wir  die  Glieder   so  gruppiren,    dass  wir 
paarweise  je   2  Glieder  zusammennehmen,  die  gleichweit  von  den 
beiden  äussersten  abstehen.    Dann  bekommen  wir  nach  Nro.  20 ! . 
A{  +  Et  =  a-f-s 
A.2-h  £2  =  a-f  : 

4»  ~v~  ~%  == 


A  r  -h  Et  =  a  4-  5 

wo  Er=Ar+x.    Durch  Addition  dieser  r  Gleichungen  ergibt  sich 

unmittelbar,  dass  die  Summe  s  aller  Glieder  =  ((i-f-s)r=((/-f-s)-— 

2 

Ist  aber  die  Anzahl  der  Glieder  ungerade,  etwa    w  =  2r-f-l, 
ho  bekommen  wir  bei  gleicher  Gruppirung,  wie  oben : 

A  2-\-E2  —  a-\-z 
A:i+h;3=a+z 


und  Al+t=  — 

wobei  aber  Er  nicht  mehr  der  (r-f-1  )te,  sondern  das  0-+-2)te  Glied 
vom  Anfang,  Ar+i  aber  das  Mittelglied  bedeutet.  Man  hat 
daher 
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/  ,    i   ,   fl+s      (a-\-z)'2r-ha-hz  • 

(g+g)(2r-M)  _  (a+»)n      /  aj-s  \ 
-  -  2         7"      2      ~  \    2  }H' 

d.h.  die  Summe  der  n  ersten  Glieder  einer  arithmeti- 
schen Progression  ist  gleich  der  halben  Summe  des 
ersten  und  letzten  Gliedes,  multiplizirt  mit  der 
Anzahl  der  Glieder. 

2te  Auflösung.  Wir  können  die  Summe  der  n  Glied  er 
in  doppelter  Weise  ansclireiben,  indem  wir  einmal  mit  dem  ersten, 
das  2temal  mit  dem  letzten  Glied  beginnen.    WTir  erhalten  so: 

1.  s ;=a-M2-M 3-M 4-f-  ....  An-{-\-z 

2.  s=z-\rE2+Es+Ei+  ....  En-i+a 
Daraus  ergibt  sich  unmittelbar 

2s  =  (a+z)+(A2+E2)+(i.i-i-E.i)-i--  ....  (An-i+En-^+iz+a) 
Diese  Summe    2s  besteht  daher  aus  n  Summanden,  deren 
jeder  nach  Satz  201  gleich  ist  a-Hs;  somit 

2s=(a4-2jn  und  daher 


=hrh 


200.    Wir  haben  also  zwischen  den   5  Grössen  a,  z,  n,  d 
and  s,  welche  auch  die  5  Elemente  der  arithmetischen  Progression 
genannt  werden,  folgende  zwei  Gleichungen: 
E    z  —  a-{-(n — l)d 

•  *  .=m»- 

Die  erste  gibt  uns  eine  Relation  zwischen  a,  d,  n  und  z  und 
kann  dazu  dienen,  irgend  eine  dieser  4  Grössen  aus  den  3  übri- 
gen ZU  bestimmen ;  ebenso  kann  die  zweite  Relation  benutzt  wer- 
den, aus  je  3  der  4  Grössen  s,  a,  n  und  s  die  4te  zu  finden. 
Wenn  wir  aber  beide  Relationen  I  und  II  gleichzeitig  benutzen, 
so  sind  wir  im  Stande,  aus  je  3  der  5  Elemente  die  beiden  übri- 
gen zu  finden.  Denn  jene  2  Relationen  bilden  dann  zwei  Glei- 
chungen mit  zwei  Unbekannten,  reichen  also  stets  zur  Bestimmung 
dieser  Unbekannten  aus,  welches  auch  die  gesuchten  Elemente 
sein  mögen.  Dabei  sind  so  viele  verschiedene  Aufgaben  möglich, 
als  man  je  zwei  der  5  Elemente  mit  einander  verbinden  kann. 
Solcher  Verbindungen  gibt  es  aber  10;  denn  wenn  ff,  s,  d,  n  und 
s  die  Elemente,  so  kann  man  verbinden 
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1.  a  mit  z         4.    a  mit  s         7.    z  mit  s  9.    d  mit  s 

2.  a  mit  5.  z  mit  d  8.  r/  mit  n  IC.  n  mit  ,s. 
8.    «  mit  n         6.    z  mit  n 

Von  diesen  10  Aufgaben  führen  nur  zwei  auf  Gleichungen 
zweiten  Grades,  nämlich  die  Bestimmung  von  z  und  n  ($)  und 
die  von  a  und  n  (3),  wahrend  die  übrigen  Gleichungen  ersten 
Grades  liefern.  Wir  überlassen  die  Ausführung  dieser  Rechnungen 
dem  Leser  ,  wollen  dagegen  hier  die  Anwendung  der  Gleichungen 
I  und  II  noch  an  einigen  Beispielen  zeigen. 

1.  Aufgabe.  Wie  gross  ist  die  Summe  der  35  ersten 
Glieder  der  Progression 

7.  10.  13.  16.  l'J.  22.  25.  28.  31  etc.  ? 
Das  lste  Glied  ist  liier  7,  die  Differenz  3. 
Bevor  wir  die  Summe  $  bestimmen  können,  müssen  wir  vor- 
erst das  letzte,  also  hier  das  35ste  Glied  z  berechnen.    Es  ist 
z  =  a  +  w—l)d  =  7  +  34.  3  =  7  +  102  =  109. 

xt  la  +  z\        /  7+109  koe       116  • 

Nun  ist  s  «  ( n  =  — - — 135  =  —  .  35 

oder  s  =  58  .  35  =  2030. 

2.  Aufgabe.  Zwei  Körper  A  und'  B,  deren  Distanz  2350 
Fuss  beträgt,  bewegen  sich  in  gerader  Linie  gegen  einander.  Wenn 
A  in  der  ersten  Sekunde  8  Fuss  und  in  jeder  folgenden  5  Fuss 
mehr  als  in  der  vorangehenden  zurücklegt,  B  dagegen  in  der 
ersten  Sekunde  5  Fuss  und  in  jeder  folgenden  6  Fuss  mehr  als 
in  der  vorangehenden:  wann  werden  sie  sich  treffen  und  wie 
gross  ist  der  von  jedem  zurückgelegte  Weg? 

Auflösung:  Wir  wollen  mit  x  die  Anzahl  Sekunden  bezeich- 
nen, nach  welchen  sie  sich  treffen,  mit  $%  den  Weg,  welchen  A. 
mit  s2  den  WTeg,  den  P,  in  derselben  Zeit  zurücklegt,  dann  ist  s{ 
die  Summe  der  x  ersten  Glieder  einer  arithmetischen  Progression, 
deren  Anfangsglied  =  8,  deren  Differenz  ==  5,  s2  aber  die 
Summe  der  n  ersten  Glieder  einer  Progression,  deren  erstes  Glied 
=  5,  deren  Differenz  aber  ==  6  ist.    Man  hat  daher 

s,=8+(8+5)+(8+2.  5)+  ....  R+(x—l).b 
la+z\        /8+8+(a;—  l)5v        /16+5x'— 5\ 

<=hrr  =  ( — 2 — )*=( — 27-)* 

(ll+5a;)a;  llx+5rr2 


oder 


2  2  ' 

5+(5+6  s+(5+2  .  6)+ .  .  .  .  [5+(>— 1)6] 
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/5+5+fa?— 1)6\       /10+6a*-6v  (4+Rx)x 

od«  *, =(  — 2 — r =i — 2 — r  -  Hr- 

Nun  soll  aber  s,  +s.,  =  2350  sein;  man  hat    daher  die 
Grleicnurig 

^>*\  2x  +  w  =  2350 

1  1#4-  5x2  4-  4a?  4-  6a?2  =  4700 
11^+ 15a? =4700 
x2  +  tfx=*^<> 


a;  = 


x  = 


-15±Vl52+4.1 1.4700     — 15=^207025 


22  22 
15±455 


22 

—  15  +  455  _  440 
~22        ~~  22" 


=  20 


_  —  15—455  _  —470  4 

*"  ~      ~22       ~  ~~22  21 1 1 

von  >velchcn  beiden  Werthen  nur  der  positive  einen  Sinn  hat. 
Sie  treffen  «also  nach  20  Sekunden  zusammen.  Von  der  Richtig- 
keit dieser  Lösung  überzeugt  man  sich  leicht;  denn  in  20  Sekun- 
den legt  der  erste  einen  Weg  s,  zurück  gleich  der  Summe  der 
20  ersten  Glieder  einer  arithmetischen  Progression,  deren  Istes 
Glied  a  =  8,  die  Differenz  5  und  das  letzte  =  8  4-19.5  =  103; 

lh, *  .  la+z\  i84-103i  ^  111.20 
diese  öumme  s,  ist  somit  =  I— —  \n=  I — - — 1.20  =  — ^  

=  1110.  Der  Weg  s2  des  B  aber  ist  die  Summe  der  20  ersten 
(Glieder  einer  Progression,  deren  erstes  Glied  =  5,  die  Differenz 
=  6  und  deren  erstes  Glied  =  54-19.6  =  119;  somit  ist 

Daher  gJ  4-  s2  =  1 1 104- 1240  =  2350. 

201.    Wenn  wir  die  Gleichung  s=«4-(n — l)d  nach  d  auf- 
lösen, so  erhalten  wir:  d  =   %  d.  h.   die  Differenz  einer 

n — 1 

a  r  i  t  h  m  e  ti  s  ch  en  Progre  s  s  io  n  ist  gleich  dem  Unter- 
schied zwischen  dem  letzten  und  ersten  Gliede,  divi- 
dirt  durch  die  um  eine  Einheit  verminderte  Anzahl 

Orelli,  Algebra.  *2te  Auflage.  17 
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aller  Glieder.  Wir  benutzen  das,  um  zwischen  zwei  beliebige 
Zahlen  a  und  z  noch  m  arithmetische  Mittel  einzuschalten  d.  h.  m 
Zahlen  zu  bestimmen,  welche  mit  a  und  z  eine  arithmetische  Pro- 
gression bilden,  deren  erstes  Glied  a,  das  letzte  s  ist.  Diese  Pro- 
gression würde  m-f-2  Glieder  enthalten-,  also  n=m-f-2  und  somit 

n — l=w4-l  sein  :  daher  wird  dann  d  =  ~  =  - — -~  d.  h.  die 

11  —  1      m  H- 1 

Differenz  der  zu  bildenden  Progression  ist  gleich 
dem  Unterschied  beider  Zahlen,  dividirt  durch  die 
um  1  vermehrte  Anzahl  der  einzuschaltenden  Mittel. 
Gesetzt  z.B.  man  sollte  zwischen  10  und  18  etwa  23  arithmetische 

Mittel  einschalten,  so  wäre  </=•—        =  ^  =  ^  und   die  Pro- 

gression  hiesse  demnach: 

LOvlQJ.  10§ .  11 . 11|.  11$.  12  . 12f .  12f .  13  18. 

202.  Ist  die  x\nzahl  der  einzuschaltenden  Mittel  um  eine 
Einheit  kleiner,  als  eine  beliebige  Potenz  von  2,  so  lassen  sich  die 
einzelnen  Glieder  unmittelbar  berechnen,  ohne  dass  man  die 
Differenz  vorerst  aufzusuchen  braucht.  Sind  zwischen  a  und  z 
z.  B.  2r — 1  arithmetische  Mittel  einzuschalten,  so  machen  dieselben 
mit  a  und  z  eine  arithmetische  Progression  von  2r-J-l,  d.  h.  von 
einer  ungeraden  Anzahl  Glieder  aus-,  daher  gibt  es  ein  Mittel- 
glied, welches  gleich  ist  der  halben  Summe  des  ersten  und  letzten 

Gliedes  Wenn  wir  daher         =  a!  setzen,  so  haben  wir  von 

der  Progression  einmal  die  3  Glieder: 

a  a!  z 

Nun  ist  die  Gesammtzahl  aller  Glieder  —  2r-f-l  j  folglich  hat 
es  ausser  dem  Mitglied  a4  noch  2r  Glieder,  deren  eine  Hälfte 
dem   a4  vorausgehen,  indess  die  andere  Hälfte  ihm  nachfolgen. 

2r 

Es  gehen  daher  dem  a4  noch  —  =  2'~  1  Glieder  voran  ,  welche 

mit  a4  eine  arithmetische  Progression  von  2,— 1  -f- 1,  d.h.  von  einer 
ungeraden  Anzahl  Gliedern  bilden;   daher  gibt  es  wieder  ein 

mittleres  Glied,  welches  =  ^t-  ;  ebenso  bildet  a4  mit  den  darauf 

z 

folgenden  2r~~I  Gliedern  eine  arithmetische  Progression  von  einer 
ungeraden  Gliederzahl,   und  daher  gibt  es  auch  hier  wieder  ein 

Mittelglied,  welches  =  — — ,  und  wenn  wir  -- — =</",  —a„ 

setzen,  so  haben  wir  schon: 

a  a"  a4  at,  .....  z. 
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Von  a  bis  a1  hat  es  2r— 1  -\-  1  Glieder-,  wenn  wir  also  das 
Mittelglied  d"  weglassen,  so  bleiben  noch  kJr~l  Glieder,  von  wel- 
2r— 1 

chen  die  eine  Hälfte,  — —  =  2r~2  dem  a"  vorangehen,  die  an- 
dere Hälfte  aber  ihm  nachfolgen.  Wir  haben  daher  von  a  bis 
und  mit  a"  eine  arithmetische  Progression  von  2r~2  -f-  1  Gliedern ; 

ß+ö" 

es  gibt  also  auch  da  wieder  ein  Mittelglied,  welches  gleich  ist  \ 
von  a"  bis  und  mit  a'  haben  wir  wieder  eine  arithmetische  Pro- 
gression von   2r— 2  +  1   Gliedern,    deren   Mittelglied  =  ö-^— ; 

ebenso  gibt  es  zwischen  a'  und  a,t  ein  Mittelglied  =  — und 

m 

(1  ~\~Z 

endlich  zwischen  a„  und  z  eines,  das  =  " '     ,  und   so  könnten 

wir  durch  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  sämmtliche  Glieder  der 
Progression  bestimmen.  Gesetzt  z.  B. ,  man  sollte  zwischen  2  und 
50  etwa  2 4  — 1  =  15  Glieder  einschalten,  so  wäre  a=»=2  und  3=50. 
Die  Anzahl  sämmtlicher  Glieder  =15+2  =  17 ;  daher  gibt  es  ein 
mittleres  Glied  a4 ,  dem  8  Glieder  vorangehen  und  8  nachfolgen 
24-50 

und  welches  =      —  =  2G.    Zwischen  2  und  26   mnss  wieder 

ein  mittleres  Glied  a"  liegen  =  =  14;  ebenso  zwischen  20 

und  50  ein  mittleres  Glied  aft  =  '2G~^°  =  p.     So   liegt  dann 

2+14 

wieder  ein  Mittelglied  zwischen  2  und  14,  das  =  — - —  =  8,  ein 
zweites  /M  ischen  14  und  26  =  sc  20,  ein  drittes  zwischen 

20  und  38  =  — ^~  -  =  32,  endlich  ein  viertes  zwischen  38  und 

50  =  44.  Indem  wir  nochmals  so  fortfahren ,  bekommen  wir  die 
Progression : 

ß"  \a'\  a„\ 

2.  5.  8.  11.   14  .  17.  20.  23.  |26|.  29.  32.  35.  ; 38 J -  41.  44.  47.  50. 

13.    Geometrische  Progressionen. 
203.    Wir  nennen  geometrische  Progression  eine  Reihe,  in 
welcher  jedes  Glied  aus  dem  vorangehenden  durch  Multiplikation 

17* 
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mit  einer  konstanten  Zahl  entsteht.  Wir  wollen  diese  konstante 
Zahl  den  Exponenten  oder  den  Quotienten  der  Progression 
heissen  nnd  mit  q  bezeichnen;  dann  ist  die  Progression  eine  stei- 
gende oder  eine  fallende,  je  nachdem  q  grösser  oder  kleiner 
als  1  ist.  So  wäre  1  :  3  :  9  :  27  :  81  :  243  etc. 
eine  steigende  Progression,  deren  Quotient  =  3,  dagegen 

80  :  40  :  20  :  10  :  5  :  f  :  f  etc. 
eine  fallende  Progression,  deren  Quotient  =  4. 

204.  Durch  Angabe  des  ersten  Gliedes  und  des  Quotienten 
ist  die  Progression  offenbar  bestimmt.  Denn  wenn  a  das  erste 
Glied,  q  der  Quotient,  so  muss  nach  der  vorigen  Definition  das 
2te  Glied  =  aq,  das  3te  =  aq  .  q  =  aq2,  das  4te  =  aq2  .  q  =  aq:\ 
das  5te  =  aq* .  q  =  aq*  u.  s.  f.  sein,  so  dass  also  die  Progression 
hiesse:  a  :  aq  :  aq2  :  aqz  :  aq*  etc. 

Wir  erkennen  hieraus,  dass  jedes  einzelne  Glied  ausser  dem 
Faktor  a  noch  als  zweiten  Faktor  die  sovielte  Potenz  des  Quotien- 
ten enthält,  als  ihm  Glieder  vorangehen  und  es  ist  sehr  leicht  zu 
zeigen,  dass  dieses  Bildungsgesetz  allgemein  gilt.  Denn  nehmen 
wir  einmal  an,  es  gelte  für  das  rte  Glied,  d.  h.  es  wäre  4r=r7</'-  1 , 
so  erhalten  wir  hieraus  wieder  das  folgende  (r-H)te  durch  Multi- 
plikation mit  (/,  es  müsste  somit  4r+1  =:  Ar  .  q  =  aq''-*  .  q  =  aqr  \ 
und  es  besteht  demnach  das  für  das  rte  Glied  gültige  Gesetz  auch 
noch  für  (r-H)te.  Nun  haben  wir  dieses  Gesetz  aber  beim  2ten, 
3ten,  4ten  Glied  unmittelbar  erkannt  ;  somit  gilt  es  allgemein  und 
wir  haben  daher  den  Satz:  Jedes  Glied  der  geometrischen 
Progression  ist  gleich  dem  ersten  Gliede,  mult  iplizirt 
mit  der  sovielten  Potenz  des  Quotienten,  als  ihm 
Glieder  vorangehen. 

205.  Man  kann  aber  auch  jedes  Glied  der  Progression  aus 
dem  letzten  ableiten.  Denn  wenn  z  das  letzte  und  Er  das  rte 
Glied  vom  Ende  bedeutet,  so  ist  nach  Definition 

E2q 

Setzen  wir  nun  für  Ev  2s3,  EA  etc.  ihre  Werthe,  so  findet 

man 


=  z  imd  daher  E.y  = 


=  E2  ü 


9 


-   261  - 


E,  =  - 
*•  =  fi 

ß«  =  ^  etc-  jSff  ';  || 

Um  die  Allgemeinheit  dieses  Gesetzes  zu  zeigen,  nehmen  wir 
an,  es  sei  E,  =  — — ,  dann  ist 

Er+iq  =  Er  oder 

r  Er         Z  Z 

E>+>   =  -  =  pr  :  9  =  y 

Es  gilt  somit  das  für  irgend  ein  Glied  erkannte  Bildungs- 
gesetz  auch   noch   für  das    nächste.     Da   es    aber  für  A\, 
j&4  unmittelbar  erkannt  wurde,   so  muss  es  auch  noch  für  alle 
übrigen  gelten.    AVir  haben  als«»  das  Resultat; 

Man  kann  auch  aus  dem  letzten  Gliede  z  ein  be- 
liebiges Glied  ableiten,  indem  man  das  letzte  Glied 
dividirt  durch  die  so  vielte  Potenz  des  Quotient  eil, 
als  dem  zu  bestimmenden  Gliede  noch  Glieder  nach- 
folgen. 

20C.  Hieraus  folgt  wieder  eine  sehr  einfache  Relation 
zwischen  solchen  Gliedern  der  Progression,  die  gleichweit  von  den 
äussersten  Gliedern  abstehen.    Es  ist  nämlich 

Ar+i  =  aqv 

F 

% 

woraus:  Ar+{  .  Et+i   =   <?<Jf  •  ~>  =  az 

das  Produkt  zweier  Glieder,  welche  gleichweit  vom 
ersten  und  letzten  Gliede  abstehen,  ist  gleich  dem 
Produkt  des  ersten  und  letzten  Gliedes. 

Zusatz:  Hieraus  folgt,  dass  wenn  die  Anzahl  der  Glieder 
ungerade,  stets  ein  Mittelglied  vorkommt,  das  gleich  ist  der  Qua- 
dratwurzel aus  dem  Produkt  des  ersten  und  letzten  Gliedes. 

Denn  wenn  v  dieses  Mittelglied  und  »==2r+l,  so  hat  man 
1)  D  =  aqr 

*> '  -  r  _ 

somit  v2  =  az  und  v  —  yjaz. 
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Man  nennt  dieses  Mittelglied  einer  geometrischen  Progression 
auch  das  geometrische  Mittel  zwischen  dem  Anfangs-  und 
dem  Endglied  und  versteht  dann  allgemein  unter  dem  geometri- 
schen Mittel  zweier  Zahlen  a  und  z  mchts  anderes ,  als  die  Qua- 
dratwurzel aus  ihrem  Produkt, 

207.    Aufgabe:    Die  Summe  der  n  ersten  Glieder 
einer  geometrischen  Progression  zu  finden,  wenn  das 
erste  Glied  a  und  der  Quotient  q  gegeben  sind. 
Bezeichnen  wir  diese  Summe  mit  s,  so  ist  einmal 
$  =  a-l-aq-{-aq2-l-a<{*-\-  ....  ag*"1.  0) 
Multipliziren  wir  beide  Seiten  dieser  Gleichung  mit  </,  so  kommt : 

sq  =  aq-\-aq2-\-aq3-{-  ....  aqn.  (2) 
Vergleichen  wir  die  rechten  Seiten  dieser  beiden  Gleichungen, 
so  sehen  wir,   dass  die  Glieder  aq,  aq2,  aq*  bis  aqn~]  beiden  ge- 
meinschaftlich zukommen;   bei  der  Subtraktion  der  Gleichung  (1) 
von  (2)  werden  sich  daher  diese  Glieder  aufheben  und  man  erhalt 
sq  —  s  =  aqn  —  a 
*(?— J)  =  a(q»  —  1) 

oder  s  =  H 

q-1 

Wir  können  diesem  Ausdruck  noch  eine  etwas  andere  Form 
geben.    Es  ist  nämlich 

flij*  =  aqn~ 1  .  q  =  zq,  daher  auch 
_  a((jn — 1)  _  aqn—a       zq — a 
S  ~     5—1     ~    q—t   ~~  q-t 
und  wir  haben  daher  zur  Bestimmung  von  s  die  beiden  Formeln: 


Q—l 

(ß)  :  S  = 


zq — a 


q-1' 

von  welchen  die  letzte  in  Worten  heisst : 

Die  Summe  der  Glieder  einer  geometrischen 
Progression  wird  erhalten,  wenn  man  das  letzte 
Glied  mit  dem  Quotienten  multiplizirt,  von  dem  Pro- 
dukt das  lste  Glied  subtrahirt  und  dies  e  D  i  ff  e  r  en  z 
noch  durch  den  um  eine  Einheit  verminderten  Quo- 
tienten  dividirt. 

208.  Wir  haben  nun  zwischen  den  5  Elementen  a,  s,  n, 
q  und  s  der  geometrischen  Progression  die  beiden  Gleichungen : 
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8  =  a  j""  1  (I) 

.-«El.  (II)  \ 
deren  erste  eine  Eelation  zwischen  den  4  Grössen  a,  z>  q  und  n, 
die  2te  eine  Relation  zwischen  a,  z,  q  und  s  gibt  und  von  wel- 
chen jede  benutzt  werden  kann,  um  aus  je  3  der  darin  vorkom- 
menden Elementen  das  ite  zu  finden.  Benutzt  man  aber  beide 
gleichzeitig,  so  ist  man  im  Stande,  aus  je  3  der  5  Elemente  die 
beiden  übrigen  zu  finden,  weil  man  in  diesen  2  Relationen  dann 
stets  zwei  Gleichungen  mit  2  Unbekannten  besitzt.  Natürlich  sind 
auch  hier  wieder,  wie  in  No.  203,  10  verschiedene  Aufgaben  mög- 
lich, unter  welchen  einige  auf  Exponentialgleichungen  und  auf 
Gleichungen  höhern  Grades  führen. 

209.  Wollte  man  zwischen  2  Zahlen  a  und  z  m  geometri- 
sche Mittel  einschalten  d.  h.  m  Zahlen  bestimmen  ,  welche  mit  a 
und  z  eine  geometrische  Progression  von  m-f-2  Gliedern  bilden,  so 
müsste  man  vor  Allem  den  Quotienten  q  bestimmen.    Aus  %  == 

n—  1  ~ 

itq'1-1  folgt  q  =  y  — .  Solleu  nun  m  geometrische  Mittel  ein- 
geschaltet werden,  so  ist  die  Gesammtzahl  aller  Glieder  w=m-r-2; 
daher  »—  l  =  m-hl  und  somit  q  =      y  —  *,   man  findet  somit 

den  Quotienten  <j,  wenn  man  das  letzte  Giied  durch 
da-  erste  dividirt  und  aus  dem  Quotienten  die  so  - 
vielte  Wurzel  zieht,  als  die  um  1  vermehrte  Anzahl 
der  einzuschaltenden  Mittel  beträgt.  Sollten  z.  B. 
zwischen  2  und  256  etwa  6  geometrische  Mittel  eingeschaltet  wer- 
den, so  wäre  m  =  6,  m  +  1  =  7,  a  =  2  und  z  =  256 ;  daher  q  = 
1]2J>Ä  =  ^128  =  2;  die  Progression  hiesse  demnach: 

2  2  :  4  :  8  :  16  :  32  :  64  :  128  :  256 

und  die  6  eingeschalteten  Mittel  wären  demnach 
4,  8,  16,  32,  64  und  128. 

210.  Wenn  die  Anzahl  der  einzuschaltenden  Mittel  die 
Form  2'— 1  hat,  so  kann  man  die  einzelnen  Glieder  durch  blosse 
Quadratwurzelausziehungen  finden,  ohne  dass  man  den  Exponenten 
zu  berechnen  nöthig  hätte.  Denn  wenn  man  2r — 1  geometrische 
Mittel  zwischen  a  und  z  einzuschalten  hätte,  so  wäre  die  Zahl 
sämmtlicher  Glieder  =  2' 4-1  d.h.  ungerade;  es  gäbe  folglich 
ein  mittleres  Glied  af ,  dem  die  Hälfte  von  2'  d.  h.  2'~ 1  Glieder 


vnran^elien   und  eben  so  viele  nachfolgen.     Es   wäre  demnach 
a4  ^-  yjaz  und  wir  hatten  schon  drei  Glieder  der  Progression: 
a  .  .  .  a'  .  .  .  z. 

Nun  ist  die  Zahl  2'~l  der  dem  a'  vorangehenden  Glieder 
wieder  gerade,  folglich  die  Zahl  der  Glieder  von  a  bis  und  mit 
n'  eine  ungerade;  somit  liegt  zwischen  a  und  u4  wieder  ein 
Mittelglied  =  jaa'\  ebenso  bildet  a'  mit  den  darauf  folgenden 
2'— 1  Gliedern  eine  geometrische  Progression  von  einer  ungeraden 
Gliederzahl,  deren  Mittelglied  =  yja'z:  und  wenn  wir  daher  ^öa'=a" 
und  yja'z  =  a,,  setzen,  so  kennen  wir  von  der  Progression 
schon  folgende  Glieder: 

a  .  .  .  .  a"  .  .  .  .  a!  ....  a,,  ....  z. 

Da  wir  ferner  von  a  bis  und  mit  af  gerade  2'—  '-f-l  Glieder 
haben,   so  bleiben  ausser  dem  Mittelglied  a"  noch  2r~l  Glieder, 

9r— i 

von  welchen  die  Hälfte,  nämlich  ^  oder  2r~-,  dem  «"  voran- 
gehen und  die  Hälfte  ihm  nachfolgen.  Es  hat  also  von  a  bis 
und  mit  a"  gerade  2'-'-'+l,  d.h.  eine  ungerade  Anzahl  Glieder, 
und  folglich  liegt  zwischen  a  und  a"  ein  Mittelglied,  welches  = 
ebenso  liegt  zwischen  a"  und  a'  ein  Mittelglied  =yja''„': 
ein  anderes  zwischen  a4  und  afn  das  =  y[ä^n,  und  endlich  eines 
zwischen  a„  und  z,  das  ==  y/ä^z  y  und  so  könnte  man  fortfahren 
und  allmälig  alle  übrigen  Glieder  durch  Quadratwurzelausziehung 
berechnen. 

211.  Die  Summe  der  Glieder  einer  i  n's  Unend- 
liche fortgehenden  abnehmenden  geometrischen  Pro- 
gression ist  immer  gleich  dem  ersten  Glied,  dividirt 
durch  die  um   den  Quotienten  verminderte  Einheit, 

i  a 
also  =   . 

1—q 

Wir  haben  allgemein  als  Summe  der  n  ersten  Glieder  einer 
geometrischen  Progression  gefunden : 

q—l      ~~     q-1  * 
Dass  diese  Summe  für  ein  unendlich  gross  werdendes  n  über 
alle  Grenzen  wächst,  sobald  q  >  1  oder  auch  nur  =  1  ist,  leuch- 
tet ohne  weiter  ein.     Denn  für  q  >  1  wird  qn  mit  wachsendem  n 
immer  grösser  und  kann  nach  No.  164  über  alle  Grenzen  wachsen; 
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somit  wird  auch  qn — 1  und  damit  $  selber  über  alle  Grenzen 
wachsen.  Ist  dagegen  q  =  1,  so  sind  alle  Glieder  gleich  dem  Anfangs- 
glied a  und  ihre  Summe,  die  =  an,  muss  daher  mit  unbegrenzt  wach- 
sendem n  selber  über  alle  Grenzen  wachsen.  Der  obige  Ausdruck 
für  s  nimmt  zwar  für  q  =  1  zuerst  die  Form  £  an,  liefert  aber 
*ofort  den  wahren  Werth,  wenn  man  nur  zuerst  die  Division  von 
qn — 1  durch  q  —  1  ausführt. 

Ist  dagegen  ^<1,  so  werden  Zahler  und  Nenner  des  Bruches 

U<i— — a  negativ,  der  Bruch  selbst  aber  positiv.    Um  auch  Zähler 
1 

und  Neuner  desselben  positiv  zu  haben,  multipliziren  wir  beide 
mit  — 1,  so  erhalten  wir 

a—aqn         a  (iqn 
S-~T^~-q  ~  1-q  1—9 
Es  erscheint   somit  die  Summe  s  als  eine  Differenz,  deren 

Minuend  für  eine  bestimmte  Progression  konstant  bleibt,  in- 

1  —  q 

dess  der  Subtrahend  nach    Nro.   165   mit    wachsendem  n 

1— q 

immer  kleiner  wird  und  zuletzt  unendlich    nahe  an  Null  kommt, 

a 

sobald  n   unendlich    gross  geworden  ist.     Man   hat  daher  

«  * 
als  die   Grenze  anzusehen,   der  sich  die  Summe  $   immer  mehr 

nähert,  je  grösser  die  Gliederzahl  n  wird  und  die  sie  schliesslich 

erreicht,  wenn  n  unendlich  gross  wird.  So  ist  z.  B.  bei  der  Pro- 
gression 

I  :  {  :  -jlg-  :  etc. 

s  =  1  +  4 +     +       +  ■  .  ■  in  in£ 
a  1  4  4 

S~  ~q  ~  T^I""  4=1  ~  3"; 

ferner  l)ei  1 :  :'{  :  ^  :  Jj  :  ^t  etc.  ist 

a  1_       J_  3 

9  Bei  der  Progression 

1  :  \  :  {  :  l - :  etc.  wäre  endlich 
_J„  2  2_  _ 

S~  1  -?  ~~  1—  \ 2—1  "~  1  ~ 
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Zehnter  A  bschhoitt. 

Von  (l  en  Kettenbr  ücheu. 


mll'2.  Wenn  wir  bei  einem  achten  arithmetischen  Bruch 
Zähler  und  Nenner  durch  «Ion  Zahler  dividiren,  so  erhalten  wir 
einen  an  Werth  ihm  gleichen  Bruch,  dessen  Zähler  die  Einheit 
ist,  dessen  Nenner  aber  eine  ganze  oder  eine  gemischte  Zahl  sein 
wird,  je  nachdem  der  Nenner  durch  den  Zähler  theilbar  ist  oder 
nicht.    So  wäre  z.B.  \ 

75  11 

450=  ^=V'(lagegen 

76  2°  2 
483  -  Vy*-  6-f-H 

Im  ersten  Fall  ist  der  Bruch  l  nicht  weiter  reduzirbar;  es 
drückt  also  £  den  Werth  dos  Bruches  t735ö  au^  c^e  einfachste  Weise 
aus.    Lassen  wir  im  zweiten  Fall  den  Bruch  *l   im  Nenner  weg, 

so  ist  der  so  erhaltene  Bruch  -JL  grösser  als  ^ — —  oder  als  -^tf  ; 

aber  er  drückt  den  Werth  dieses  Bruches  doch  geauer  aus,  als 
irgend  ein  anderer  mit  kleinern  Zahlen  geschriebener  Bruch.  Demi 
gesetzt,  es  gäbe  noch  einen  mit  k lein  er m  Nenner  geschriebenen 
Bruch,  der  näher  an  -ffy  läge>  als  ü>  so  niiisste  offenbar  auch  sein 
Zähler  kleiner  als  1  sein,  weil  ja  bei  gleichem  Zähler  dieser 
Bruch  mit  dem  kleinern  Nenner  grösser  als  {  sein  müsste,  £  sel- 
ber aber  schon  grösser  \A  als  4\r»T.  Nun  ist  aber  1  die  kleinste 
ganze  Zahl;  es  gibt  also  keinen  mit  kleinem  Zahlen  als  1  und  6 
geschriebenen  Bruch,  der  näher  an  ^/V  läge,  als  >. 

Dividiren    wir  nun  bei  dem  Bruche   -f^    wieder  Zähler  und 
Nenner  durch  den  Zähler  27,  so  erhalten  wir 
27       1  7(5  1 

67  =  2+&  Und  ÖOimt  483  =  "Tl 

Kassen  wir  den  Bruch  im  Nenner  weg,  so  drückt  J  den 
Werth  des  Bruches  f}  wieder  genauer  aus,  als  irgend  ein  ande- 
rer mit  kleinern  Zahlen  geschriebener  Bruch;  daher  wird  auch 
1 

6^7  ==  dem  Werth  des  ursprünglichen  Bruches  4y^  noch 
näher  kommen,  als  jeder  andere  mit  kleinern  Zahlen  geschriebene 
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Bruch.  Man  kann  daher  die  Brüche  £  und  T\  als  angenäherte 
Werths  statt  des  ursprünglichen  Bruches  benutzen. 

Fährt  man  in  gleicher  Weise  fort,  d.  h.  dividirt  man  bei  je- 
dem im  Nenner  noch  Vorkommenden   Bruch  Zähler  und  Nenner 
durch  den  Zähler,  bis  man  endlich  zu  einem  Bruche  kommt,  des- 
sen Zähler  -  J,  so  erhalten  wir  successive : 
22  _  1         ^  1_      _  1  ^  1  .       =  1  


s 


4+2+T 


und  daher 


76  1  

1+— r 

4+; 


2+i 

Da  jeder  Rest  kleiner,  als  der  zugehörige  Divisor,  jener 
aber  wieder  als  Divisor  bei  der  nächsten  Division  benutzt  wird, 
so  müssen  die  successiven  Reste  abnehmende  ganze  Zahlen  sein 
und  wir  werden  daher  einmal  zu  einem  Reste  kommen,  der  in  dem 
vorhergehenden  aufgeht,  also  zu  einem  Bruch,  dessen  Zähler  1, 
dessen  Nenner  aber  eine  ganze  Zahl  ist.  Man  kann  daher  jeden 
arithmetischen  Bruch  auf  die  Form  bringen : 
1 

C4~d-f-etc. 
mit  einer  endlichen  Gliederzahl. 

Umgekehrt  kann  jeder  geschlossene    Ausdruck  von  dieser 
Form  wieder  auf  einen  gewöhnlichen  Bruch  zurückgeführt  werden. 

So  wenn  z.~B.  x  2,-}-  - — ,  so  hätte  man : 

i.,  i+!  =  5 

2,  6+  =6+ 1  =  6+4=M 


i-H 


3., 


2-f-  i-j  -    =  2+  ^«2+  £  =     ;  also  x  =  ||. 


6-1  ; 

1+i 
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SfSii  Wir  nennen  nun  Kettenbruch  jeden  Ausdruck, 
der  im  Allgemeinen  aus  einer  ganzen  Zahl  (die  in  speziellen  Fäl- 
len auch  Null  sein  kann)  mehr  einem  Bruch  besteht,  dessen  Nen- 
ner abermals  eine  ganze  Zahl  mit  einem  Bruch  enthalt,  der  zum 
Nenner  wieder  eine  ganze  Zahl  mit  einem  Bruch*  hat  u.  s.  f.  und 
werden  in  der  Folge  nur  solche  Kettenbrüche  betrachten,  deren 
Zähler,  wie  oben,  alle  =  1  sind  und  welche  also  die  Form  haben : 
1 

c  + 


H-etc. 

Die  Grössen  g,  ä,  c,  d,  e  etc.,   die  wir  sammtlich  als  posi- 
tive ganze  Zahlen   voraussetzen .  wollen    wir  unvollständige 

Quotienten,  die  Brüche        —    4"  etc.  Glieder  des  Ket- 

b      c  d 

tenbruches  oder  partielle  Brüche,  endlich  die  Verbindung 
zweier  oder  mehrerer  Glieder,  immer  vom   ersten  an  gerechnet, 

also  die  Ausdrücke        a-f--^,  a+-          u.  s.  f.  Näherungs- 

16,1  ° 
H — 
c 

wert  he  heissen,  weil  sie,  wie  wir  bereits  sahen,  den  Werth  des 
Kettenbruches  näherungsweise  bestimmen.  Der  dritte  Näherungs- 
werth wird  somit   aus  dem  zweiten  a-\-  y    erhalten,,  wenn  man 

statt  des  zweiten   unvollständigen  Quotienten  b  setzt  6-1-  —  ;  aus 

c 

dem  dritten  wird  der  vierte  abgeleitet,  wenn  man  c  durch  c-f-— 

d 

ersetzt  u.  s.  f.  Es  wird  sich  in  der  Folge  zeigen,  dass  diese  auf 
die  Form  eines  gewöhnlichen  Bruches  gebrachten  Näherungswerthe 
sämmtlich  nicht  reduzirbare  Brüche  sind  und  dass  jeder  derselben 
dem  Werth  des  ganzen  Kettenbruches  näher  kommt,  als  irgend 
ein  anderer  Bruch  mit  kleinerm  Nenner.  Wenn  wir  daher  Zähler 
und  Nenner  eines  solchen  Näherungswerthes  mit  der  nämlichen 
Zahl  multipliziren,  so  ist  der  so  transformirte  Bruch,  obschon  dem 
ersten  an  Werth  gleich,  doch  kein  Näherungswerth  mehr;  diese 
Benennung  kommt  ausschliesslich  den  auf  die  eben  beschriebene 
Art  gebildeten  Brüchen  zu. 
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214.    Bi  1  flu  n  gsgesetz  der  Näher  ungs  werthe.  Es  sei 
1 

x  =  a-]  - 

e-Hetc. 

so  wollen  wir  einmal  die  Näherungswert  he  von  x  bilden. 
Der  erste    ist  offenbar  =  — =  a 

Der  zweite  ,,      .,        =  aH  =  —  • 

b  b 

Den  dritten  werden  wir  aus  dem  zweiten  erhalten,  wenn  wil- 
den unvollständigen  Quotienten  h  ersetzen  durch  b-{-  — :  wir  be- 

c 

kommen  daher  als  dritten  Näherungswerth: 

V       c  /         _  aoc-ha-f-c  (a6-fl)c-f-a 

,1        ~  ~  bc+1     ~      6c -Hl 

M  

c 

Der  Zähler  (a 6 -H 1  )c-Hß  dieses  dritten  Näherungswerthes  kann 
offenbar  aus  dein  Zähler  des  zweiten  abgeleitet  werden,  wenn 

wir  fliesen  mit  dem  dritten  unvollständigen  Quotienten  c  multipli- 
ziren  und  zum  Produkt  noch  den  Zähler  a  des  ersten  Näherungs- 
werthes addiren  Ebenso  wird  sein  Nenner  6c-Hl  aus  dem  Nenner 
b  des  zweiten  erhalten,  wenn  wir  diesen  mit  dem  3tep  unvollstän- 
digen Quotienten  c  multipliziren  und  zum  Produkt  hc  noch  den 
Nenner  1  des  ersten  Näherungswerthes  addiren.  (Ginge  dem 
Bruch  nicht  eine  ganze  Zahl  a  voraus,  so  wäre  -J  als  erster  Nähe- 
rungswert anzusehen).  Auf  gleiche  Weise  könnten  wir  den  vier- 
ten Näherungswerth  aus  dem  dritten,  den  fünften  aus  dem  vierten 
herleiten  u.  s.  f.  Um  aber  die  allgemeine  Gültigkeit  dieses  Bil- 
dungsgesetzes  nachzuweisen,  dürfen  wir  nur  zeigen,  dass  wenn  es 
für  irgend  einen  Näherungswerth  wahr  ist,  es  auch  noch  für  den 

P     P'   P4  P'" 

nächstfolgenden  gilt.    Es  seien  nun  — ,  — ,  g^Mj,  vier  beliebige 

aufeinander  folgende  Näherungswerthe ,  m  und  n  die  den  beiden 
letzten  Näherungswerthen  entsprechenden  unvollständigen  Quotien- 

P" 

ten;  wir  wollen  ferner  annehmen,  ^-  sei  nach  dem  oben  erkann- 
pi  p 

ten  Gesetz  aus  —  und  —  gebildet,  d.  h.  es  sei 
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P"  =  P'm+P  und  Q"  =  Q'm+Q, 

so  kann  man  aus  —  oder  —  -r  den  folgenden  Näherungswerth 

Q"  Qm-hQ 

p*"  1 

  offenbar  ableiten,  wenn  man  für  m  setzt  wH  ;  alsdann  koinmi 

Q"'  n 


p"  _  V  n  1  _  Fmn+P'+Pn  _  (P'm+P)n+P 
(P™  ZI       "VT,  ~~  Q'mn+Q'+Qn~  (Q'm+Q)n+Q' 

Allein  P'm-t-P  ist   nach  unserer  Voraussetzung  der  Zähler 

P" 

P"',  Q'm+ ()_aberßder  Nenner  Q"  des  Näherungswerthes  — ,  P'der 

Zähler  und  Q4  der  Neuner  des  vorangehenden  Näherungswerthes 
P' 

—  .    Wenn  also 
<?' 

P"  Fm+P 


P"'_  P"n+P' 
fi™""  <?"n-K>' 


so  ist  auch 


d.  h. 


P"' 

der  Näherungswerth  -p-  ist  aus  den  beiden  vorangehenden  Nähe- 
P"  F 

rungswerthen  —  und  —  auf  die  nämliche  Weise  gebildet,  wie 

\>"  .  P1  P 

—  aus  den  beiden  vorangehenden  Näherungswerthen  —  und  — , 

und  es  ist  folglich  das  für  irgend  einen  Näherungswerth  gültige 
Bildungsgesetz  auch  noch  für  den  nächstfolgenden  wahr.  Nun 
gilt  aber  das  obige  Bildungegesetz  für  den  dritten  Näherungs- 
werth  (---~*~*^C^-  ;  also  gilt  es  auch  für  den  vierten,  somit  auch 

für  den  fünften  und  alle  folgenden,  d.  h.  es  ist  allgemein  wahr. 
Wir  haben  also  die  Kegel:  Um  von  irgend  einem  Nähe- 
rung s  w  e  r  t  h  zum  nächstfolgenden  überzugehen,  dür- 
fen wir  nur  Zähler  und  Nenner  desselben  mit  dem 
nächsten  unvollständigen  Quotienten  m  ultip  liziren 
und  zum  ersten  Produkt  noch  den  Zähler,  zum  letz- 
ten aber  den  Nenner  des  vorangehenden  Näherungs- 
w  e  rth  es  ad  d  i  ren. 
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Wenn  z.  B. 


237 

8563 


36+ 


1+' 


1+ 


1+ 


4+i 


so  sind  hier  0,  36.  7,  1,  1.  1,  4  und  2  die  unvollständigen  Quo- 
tienten, indess  die  Xäherungswerthe,  welche  wir  der  Keihe  nach 
/'    P,  I', 


mit 


_  ,  ~  etc.  bezeichnen,  folgende  sind  : 
vi  (J2 


Q 

ti 
<V 

<?»" 
f\ 

<?." 
/'. 

<?» 
Qt 
0, 


1 

Ä  36 

—    1  -  7+° 
36.7+1 
7  .  1+1 


253 

.  l-f-36 

8. 

1+7 

2*9 

1+253 

15 

.  1+8 

542-1-289 

23 

.  4+15 

831  .4+542 
107  .  2+23 
3866.2+831 


7 

253 
8 

289 
15 
:  542 
23 
831 
92+15 


Anmerkung:  Aus  —  == 

Q"  Q'm+Q 


3324+542 
214+23 
~~  7732+831 
P'm-\-l> 


107 

3866 
237 
:8563' 


folgt    unmittelbar ,  dass 


Zähler  und  Nenner  der    aufeinander  folgenden  Xäherungswerthe 
innner  wachsende  ganze  Zahlen  sein  müssen,  die  am  langsamsten 
zunehmen,    wenn  sämmtliche   unvollständige  Quotienten  —  1  sind 
und  der  Kettenbruch  also  die  Form  hat: 
1 

0+ 

1- 


1 


1+etc. 

In  diesem    Fall  ist  auch  m  —  1  und  man  hat  dar 


in  —  = 


-  d.h.  der  Zähler  jedes  Näherungswerthes ,  vom  dritten  an 
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gerechnet,  ist  gleich  der  Summe  der  Zähler,  der  Nenner  aber 
gleich  der  Summe  der  Nenner  beider  vorangehenden  Näherungs- 
wejthe. 

"215.  Die  X  ä  herungs  we  rthe  geraden  Ranges  sind 
alle  grösser,  die  von  ungeradem  Range  aber  alle  klei- 
ner, als  der  Kettenbruch. 

1 


Es  sei  a?=  a-\- 


a 


1 


^/-f-etc,  so  behaupten  wir  also : 


1 

<H — T>x 
d 

1 

a-\  -  <x 

c 

1 

b+—i  . 

c+—   u.s.  f. 
d 

Der  erste  Näherungswerth  —  ist  offenbar  um    den  ganzen 
bruchförmigen  Tbeil*   —   kleiner,  alsj-;  der  zweite  Näherungs- 

u~ i~CtC. 

werth  ß  +      *st  aDer  zu  gross;  denn  der  Nenner  b  des  Bruches 

-p-  ist  kleiner  als  /;  -f-  ;  also  ist  der  Bruch  —  grösser,  als 

h  cH-etc.  6  ö  ' 

-  :  daher  auch  a-f-— >j\ 
ft+etc.  b 

Der  dritte  Näherungswerth  a  +  -  —   ist  wieder  kleiner, 

M  

c 

als  x\  denn  der  Bruch  — ,  den  man  hier  zum  Nenner  b   von  — 
c  b 

addirt,  ist  zu  gross,  weil  eigentlich  blos  *   hinzu  addirt  wer- 

c-f-etc. 

den  sollte;  folglich  ist  der  Nenner  b  H  zu  gross  und  daher  der 

c 
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Bruch  zu  klein  ;    also  auch  a  H  —  noch  zu  klein. 

H  

c  c 
Heim  vierten  Näherungswerth  —       ist  zu  dem  Nenner 

"  +  -t 

von  — ?  d.h.  zu  c,  hinzugefügt  worden  — ,    also  zu  viel,  weil 
c  d 

bloss    hinzugefügt  werden  sollte:  somit  ist  r-f-  —  zu  gross. 

a-r-etc.  d 

iahet   —  zn  klein;  also  auch  A-f--   zu  klein,  und  da- 

her  umgekehrt  der  Bruch  1  zu  gross,  folglich  wird  auch 

h+—i 

u  H  r-        noch  zu  gross  sein. 

H-  - 

Sö  könnte  man  fortfahren  und  würde  linden,  dass  der  fünfte 
Näherungs werth  wieder  zu  klein,  der  sechste  zu  gross  u.  s.  f.  wäre, 
s<»  jass  also  in  der  That  die  Naherungswerthe  ungeraden  Ranges 
(der  lste,  3te,  5te  etc.)  zu  klein,  die  geraden  Ranges  aber  zu 
gross  sind. 

216.  Der  Unterschied  zweier  aufeinanderfol- 
genden Naherungswerthe  ist  immer  gleich  rfcl,  divi- 
•lirt  durch  das  Produkt  ihrer  Nenner. 

P      P'  P" 

Es  seien  — ,    — ,   —    drei    aufeinanderfolgende  Nahe- 
rungswerthe und  m  der  dem  letzten  entsprechende  anrollständige 

1>"  Pm+P 

Quotient,  so  ist  nach  Nro.  214:  — ,  ==     —     •     Ziehen   wir  je- 

den  der  zwei  ersten  vom  folgenden  ab,  so  erhalten  wir: 
1VF_  _P  _  P  Q  -  PQ' 
>Q<       Q  QQ< 

Orelli,  Algebra,   ^te  Auflage. 
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2)  J^     P'  _  Fm+P      F  (Pm+P)Q'-P'(Q'm+Q) 
Q"    ~  Q'     P'w+Q       Q'~~  QXQ'm+Q)  ~~ 

P'mQ'+PQ'—P'Q'm—P'Q  _  PQ'—P'Q 
Q'(Q'm+Q)  ~     <?0"  ' 

Da  zeigt  sich  nun  einmal,  dass  der  Nenner  einer  jeden  die- 
ser beiden  Differenzen  das  Produkt  der  Nenner  beider  Näherung»- 
werthe  ist.  Der  Zähler  PQ'  —  P'Q  der  letzten  Differenz  ist  dem 
Zähler  P'Q  PQ'  der  ersten  gleich,  nur  dem  Zeichen  nach  ent- 
gegengesetzt, und  es  bleibt  daher  nur  noch  zu  zeigen,  dass  derselbe 

=  db  1  sein  müsse.  Allein  wenn  wir  den  ersten  Näherungswerth  -y 

vom  zweiten  subtrahiren,  so  erhalten  wir  als  Differenz  — ; 

0  b 

also  ist  der  Zähler  dieser  Differenz  =  -f-  1 ,   daher  der  Zähler 

der  f  o  1  g  e  n  d  e  n  =  —  1  ,   der  nächstfolgenden  wieder   =  -f-  1 

u.s.  f.;  folglich  ist  der  Satz  richtig. 

'217.    Der  Unterschied  zweier  aufeinander  folgenden  Nähe- 

P4         P"  -4-  1 

rungswerthe  Qt  und  ^-  ist  also  =  q  qu  Da  aüer  der  eine  die- 
ser Näherungswerte  zu  gross,  der  andere  zu  klein  ist,  so  muss 
der  Werth  x  des  Kettenbruches  immer  zwischen  zwei  solchen 
Näherungswerthen  liegen,   und  daher  der   Unterschied  zwischen 

dem  Kettenbruch  x  und  einem  solchen  Näherungswerth  ^  oder 

P"  i 
•^77  dem  absoluten  Werth    nach   noch   kleiner  sein,    als  QTqZ- 

Wenn  wir  daher  statt  des  ganzen  Kettenbruches  irgend  einen  sei- 
P' 

ner  Näherungswerthe  ^  nehmen  ,  so  sind  wir  versichert,    dass  der 

Fehler  geringer  ist ,  als  der  Quotient  aus  der  Einheit  durch  das 
Produkt  aus  dem  Nenner  dieses  Näherungswerthes  in  den  Nenner 
des  unmittelbar  folgenden. 

Der  Kettenbruch   hat  z.  B 


2+1- 


die  Näherungswerthe:       J,  fä,  ||,  fj,  ffi|, 

und  wenn  wir  da  den  dritten  Näherungswerth  .',  I  statt  des  ganzen 
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Kettenbruches  nehmen,  so  ist  der  Fehler  kleiner,  als    -     -  oder 

'25  .  4o 

lVtB  '  es  wur(le  demnach  schon  der  Näherungswerth  den  Werth 
des  Bruches         bis  auf  wenigstens  i^0A  genau  ausdrücken. 

A\  ill  man   bei  Benutzung  eines  Näherungswerthes   —  eine 

Fehlergrenze  haben,  ohne  den  folgenden  Näherungswerth 
P" 

— -  noch  berechnen  zu  müssen,    so  darf  man  nur  bedenken,  dass 

QU 

^rxJi  =  TZTTTTi  wo  w  mindestens  =  1  und  sehr  oft  grösser 

QQ  Q(Q'm+Q) 

als  1  ist;  daher  wird  Q"  mindestens  —  Q' -\- Q  und  häufig  grös- 
ser, als  Q'  +  Q  sein.     Der  Bruch  Qi/g*^^       S01,ni  mindestens 

gleich,  oft  aber  noch  grösser  als  q^,,  U11(^  venu  also  der  Feh- 

P' 

ler,  den  man  bei  Anwendung  des  Näherungswerthes  —  begeht, 
kleiner  ist,  als  — ^  ,  so  wird  er  unter  allen  Umständen  auch 

kleiner  sein  als  q^q^q^  j  (l-  n-  kleiner  als  die  Einheit ,  getheilt 

durch  das  Produkt  aus  dem  Nenner  dieses  Näherungswerthes  in 
die  Summe  dieses  und  des  vorangehenden  Nenners.    Man  hat  also 

in  Qi(Qs+Qj  eme  Grenze  des  Fehlers,  zu  deren  Bestimmung  man 

den  folgenden  Näherungswerth  nicht  ttothig  hat.    Diese  Grenze 

wäre  bei  dem  Näheruneswerth  —  =    x>    *      v   as    -— — . 

6  23       23(23+2)  23.25 

Eine  noch    bequemere ,   freilich  auch  noch  fernere  Grenze 
wäre        .      Es  ist   nämlich    g-^  jedenfalls  immer  grösser,  als 

QHQ'+Q)  1  W<3^       &*e*cnen  Zählern  der  Nenner  des  ersten  Bru- 

P' 

ches  kleiner,  als  der  Nenner  des  zweiten  ist.  Da  nun  x  —  jj; 
schon  kleiner  als  — so  wird  noch  um  so  mehr 

<)'(Q  \  Q> 

P'  i 

r —       <£  qj:,  sein,   d.  h.  die  Differenz  zwischen  einem 

18* 
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beliebigen  Näherungs w e rth  und  dem  ganzen  Ketten- 
bruch  ist  dem  absoluten  Werthe  nach  immer  kleiner, 
als  der  Quotient  aus  der  Einheit  durch  das  Quadrat 
vom  Nenner  dieses  Nii  herungswer  thes. 

Wir  haben  also  für  den  Fehler,   welchen  man  bei  der  An- 

P' 

wendung  eines  Näherungswertes  —  statt  des  Kettenbruches  x 
begeht,  folgende  Grenzen : 

F  1 

\\    x  —  i—  <s  

<?'  Q'Q" 
P'  i 

2)  *-7v< 


p  1 

Angewandt  aal  das  obige  Beispiel  hätten  wir  also: 

363      11         1       ,  1 
1  )  ^   oder 


758      23     23.48  1104 
'      363      11        1        .  1 
2'    758-23<205  ^  576 
ox    363     11      1     ,  1 
«    76-8-23<2P°der  629* 

218.  Jeder  Näherungswer th  ist  auf  die  ein  fach- 
ste  Weise  ausgedrückt,  d.h.  Zähler  und  Nenner  ha- 
ben keinen  gemeinschaftlichen  Faktor  mehr. 

Gesetzt  nämlich,   Zähler  und  Nenner  des  Naherungswerthes 

P 

—  hätten  noch  einen  von  1  verschiedenen  gemeinschaftlichen  Fak- 
tor m>  so  dass  also  P  =  mp  und  Q  =  mq  wäre.  Wenn  alsdann 
P 


P' 

der  folgende  Näherungswerth,  so  müsste  nach  Nro.  216: 


oder  Py0  — PO'^Ü 
oder,  wenn  wir  pm  für  P  und  qm  für  ()  setzen  : 
P'qm  —pmQ'  =  ±l  und  folglich 

a     r  m 

3.  h.  die  Differenz  zweier  ganzen  Zahlen  müsste  gleich  sein  einem 
ächten  Bruch,  was  unmöglich  ist;  also  ist  auch  die  Annahme  un- 
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zulässig,  P  und  Q  könnten  noch  einen  gemeinschaftlichen  Faktor 
m  haben. 

219.  Jeder  Näherungswerth  kommt  dem  wah- 
ren Werth  des  Kettenbruches  näher,  als  der  voran- 
gehende Näherungswerth. 

P      P'  P" 

Es  seien  —  ,  q«  (lrei  aufeinanderfolgende  Näherung 
werthe  des  Kettenbruches  x,  und  ,n  der  dem  letzten  Näherungs- 
werth  —  entsprechende  unvollständige  Quotient,  so  ist 

P^  P'm+P 

Q"  ~  O'fli+0 ' 

Dieser  Näherungswerth  —  drückt  den  Werth  des  Ketten- 
bruches desswegen  nicht  genau   aus,  weil   darin  m  gesetzt  wurde 

1  1 

statt  der  Reihe  m  +  — j-     Wir  wollen  nun  m  +     ~j  U 

n  H   n  H — — - 

/H-etc.  p+etc. 

setzen,  so  ist  offenbar  y  immer  grösser,  als  1 ,  weil  m  mindestens 

1  .     ,        ■  P" 

=  1    wozu  dann  noch  kommt        l  .    Wenn   wir  dann  m 
'  n-fetc.  M 

an  die  Stelle  von  m  die  ganze  noch  folgende  Reihe  y  setzen,  so 
werden  wir  in  den  vollständigen  Werth  des  Kettenbruches 

erhalten,  d.  h.  es  wird  a;  =  Q'  +7)  S6in'  Uud  ^  hätteD  ^  ZU 

zeigen,  dass  die  Differenz  zwischen   dem  Näherungswerth  jy  und 

dem  Kettenbruch  x  dem  absoluten  Werthe  nach  grosser  sei,  als 
die  Differenz   zwischen  x  und  dem    folgenden  Näherungswerth 

^p.    Bilden  wir  diese  Differenzen,  so  ergibt  sich  sofort: 

p    P'y+P     P  _ {Py+tyJ-PW'y+Q)  =  ( pV  zJQ!) y 

oder,  da  P'O  — W-=bl, 

P        ±  y 
x    Q  ~~  ®i&y  -~ß  ' 

P<     p<y+p      f  _ ( P'y-\-P)Q'—PW'tf+0,  _  PQ^  PV 
=F  1 
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Wir  Laben  also: 

'       Q  QiQ'y+Q) 

2)    x  -  £  =       T  1  ■ 

'    (>'  <J'«J'!j+oy 

Da  nun  y>l,  so  ist  der  Zähler  des  1  e  tz  t  en  Bruches  (^1) 
dem  absoluten  Werthe  nach  kleiner,  als  der  Zähler  des  ersten. 
Die  N  enner  der  beiden  Brüche  haben  den  gemeinschaftlichen  Fak- 
tor Q'y+Q ;  der  andere  Faktor  Q'  des  letzten  Nenners  ist  grösser, 
als  der  andere  Faktor  Q  des  ersten.  Es  hat  also  der  letzte 
Bruch  erstens  einen  kleinern  Zähler  und  zweitens  noch  einen 
grössern  Nenner,  als  der  vorangehende;  daher  wird  er  um  so  mehr 
kleiner  sein,   als  der  erste;   es  ist  also  in  der  That  die  Differenz 

P'  p 
&  —  -q*  "em  absoluten  Werth  nach  kleiner,  als  #  —  -q  ,  was  zu 

beweisen  war. 

Anmerkung.  Die  Näherungswerthe  geraden  Ranges  sind 
sämmtlich  grösser,  die  ungeraden  Ranges  sämmtlich  kleiner, 
als  der  Werth  x  des  Kettenbruchs.  Da  nun  jeder  folgende  Nä- 
herungswerth dem  x  näher  kommt,  als  der  vorangehende,  so  wer- 
den der  Iste,  3te,  5te  etc..  d.  h.  die  Näherungswerthe  ungera- 
den Ranges  zwar  immer  kleiner,  als  x  bleiben,  aber  doch  dem  x 
immer  näher  nicken,  also  eine  Reihe  von  zunehmenden  Zahlen 
bilden;  die  Näherungswerthe  geraden  Ranges  (der  2te,  4te,  6te  etc.; 
sind  zwar  sämmtlich  grösser,  als  x.  kommen  aber  dem  x  eben- 
falls immer  näher  und  bilden  eine  Reihe  abnehmender  Zahlen. 
Bei  einem  unendlichen  Kettenbruch  bilden  also  die  Näherungs- 
werthe geraden  Ranges  eine  Reihe  fortwährend  abnehmender, 
die  ungeraden  Ranges  aber  eine  Reihe  fortwährend  zuneh- 
mender Zahlen,  deren  gemeinschaftliche  Grenze  der  Werth  x 
des  Ketten bruches  ist. 

220.  Lässt  sich  der  Werth  eines  Kettenbruches 
nicht  genau  ausdrücken,  so  kann  man  ihm  doch  so 
nahe  kommen,  als  man  will. 

Ist  nämlich  der  Kettenbruch  geschlossen,  so  kann  derselbe 
nach  No.  212  auf  einen  gewöhnlichen  Bruch  zurückgeführt  werden 
und  dieser  ist  nichts  anderes,  als  der  letzte  Näherungswerth  des 
Kettenbruches.  Wenn  aber  der  Kettenbruch  unendlich  ist,  so  lässt 
sich  dennoch  immer  ein  solcher  Näherungswerth  finden,  dass  der 
Unterschied  zwischen  demselben  und  dem  Kettenbruch  x  kleiner 
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wird,  als  jede  noch  so  kleine  Zahl  — •.     Denn  nach  No.  217  ist 

Ar 

r         —      — .      Man  darf  daher  nur    einen  Näherungswerth 

x      Q  Q- 

■0  nehmen,  dessen  Nenner  Q  der  Bedingung  genügt: 

^-      — ,  oder,  was  dasselbe  ist: 
0  -  A* 

Q3  g .  k  und  somit 
Q  =  oder  >  y]  k, 
was  immer  möglich  ist,  da  ja  die  Nenner  der  Näherungswerthe 
fortwährend  wachsen. 

Man  darf  also,  um  den  Werth  des  Kettenbruches  bis  auf  y 

genau  zu  bestimmen,  nur  einen  Näherungswerth  nehmen,  dessen 
Nenner  Q  gleich  oder  grösser  ist,  als  die  Quadratwurzel  aus  dem 
reziproken  Werth  des  Näherungsmasses.     Sollte  er  z.  B.  bis  auf 

1  genau  bestimmt  werden,  so  dürfte  man  nur  einen  Nähe- 

1000000  ö   

V 1000000, 

rungswerth  nehmen,  dessen  Nenner  =  oder  grösser  als  -  

also  =  oder  grösser  als  1000  wäre. 

221.  Jeder  Näherungswerth  kommt  dem  wahren 
Werth  des  Kettenbruches  näher,  als  irgend  ein  an- 
derer Bruch  mit  kleinerm  Nenner. 

Es  sej  ZL  ein  ganz  beliebiger  Näherungswerth  des  Ketten- 
bruches x,  so  behaupten  wir:  es  gibt  keinen  mit  kleinern  Zahlen 

P' 

geschriebenen  Bruch,   der  näher  an  x  läge,  als  -q      Denn  ge- 

«  1    P'  A 

setzt,  der  nicht  reduzirbare  Brach    g  läge  näher  an  fc,  als  ^  und 

wäre  zugleich  mit  kleinern  Zahlen  geschrieben,  als  ^  d.  h., 68  wäre 
ß  <  Q\  so  ist  zunächst  klar,  dass  kein  Näherungswerth  sein 
kann.  Kr  kann  nämlich  keiner  der  vorangehenden  Näherungs- 
werthe sein,  weil  £  schon  näher  an  j:  l%t,  als  alle  vorangehen- 

den  Näherungswerthe.  -    aber  noch  näher  an  .r  ist ,   als  —  Er 
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kann  aber  auch  keiner  der  spätem  Xäherungswerthc  sein:  fliese 

a  'ff. 
liefen  zw  ar,  wie         näher  an  %  als  — ,  werden  aber  mit  grössern 

/" 

Zahlen  geschrieben   als  —  ,  dessen  Nenner  O    schon   grösser  ist 

als  ß.     Es   kann   also  ~   jedenfalls  kein    Näherungswert«  sein. 

Dagegen  inuss  —  nothwendig  liegen  zwischen  —  und  dem  voran- 

gehenden  Näherungswerth  denn  x  selber  liegt  zwischen  und 
P  ,  a 

jy  und  da  nun  —  näher  an  x  liegt  als  jeder  dieser  beiden  Nä- 

herungswerthe,  so  muss  er  jedenfalls  entweder  zwischen  ~  und  x 

oder  dann  zwischen  x  und      ,  also   unter  allen  Umständen  zwi- 
p<  /> 

sehen  ^  und  -  liegen.  Es  ist  daher  die  Differenz  zwischen 
P  a 

q  und  ~ß  jedenlalls  dem  absoluten  Werthe  nach  kleiner  als 
g  —  Qt  i  die  =        .    A\  ir  haben  daher 

Q      ß  <  OO' 

Pß—U<x  >    1     *  „ 

Qp         QQ*  Imt  ~   multiphzirt : 

P/9— Oa  £ 

/>     <  C>' ' 

P  a 

Da  nun  —  nicht  =  — ,  so  ist  Pß  nicht  =  Oa  ,   also  die 

Differenz  Pß — Oa  jedenfalls  nicht  ar  ü;  als  Differenz  zweier  gan- 
zen Zahlen  muss  sie  daher  mindestens  =  1  oder  grösser  als  1 
sein.  Der  Bruch  links  hat  also  erstens  einen  Zähler,  der  zum 
mindesten  gleich  dem  Zähler  rechts  oder  dann  grösser  ist  als 
dieser;   zweitens  einen  Nenner  ß,  der  kleiner  ist  als  (>';  folglich 

muss  er  unter  allen  Umständen  grösser  sein  als  jp\  wir  sind  aber 
auf  ;das  umgekehrte  Resultat  gekommen,  dass  er  kleiner  als  ~ 
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sein  miisste.  Daher  ist  die  Annahme,  die  uns  auf  diesen  Schlüge 
geführt  hat,  unzulässig. 

'2'2'Z.  Aufgabe:  Eine  Grösse  x  in  einen  Ketten- 
bruch zu  verhandeln. 

Odo  eine  beliebige  Grösse  x  in  einen  Kettenbruch  zu  ver- 
wandem,  berechnen  wir  sie  zunächst  bis  auf  eine  Einheit  genau, 
so  werden  wir  bekommen :  =  einer  gewissen  ganzen  Zahl  q 
mehr  Etwas,  was  so  gewiss  kleiner  als  1  sein  muss,  als  q  den  bis 
auf  eine  Einheit  genauen  Werth  von  j;  ausdrückt.  Wir  können 
nun  diesen  Theil  auf  die  Form  eines  Bruches  bringen,  dessen  Zäh- 
ler  se  1,  dessen  Xenner   dann  grösser  als  1  ,   so  dass  wir  haben: 

1  ^  i 

X  =  q  -\  ,  wo  y  >  1. 

y 

Nun  machen  wir  mit  y  genau  dasselbe,  was  vorhin  mit  x 
(1.  h.  wir  berechnen  y  bis  auf  1  genau,  so  werden  wir  bekommen: 
y  ~  einer  gewissen  ganzen  Zahl  qi  mehr  Etwas,  was  wieder  klei- 
ner als  1  sein  muss,  so  gewiss  </,  bis  auf  eine  Einheit  genau  den 
Werth  von  y  ausdrückt,   und  was  wir  daher  wieder  in  die  Form 

eines  Bruches  —  bringen   können ,   dessen  Zähler  =  1 ,  dessen 
9\ 

Nenner  yt  aber  grösser  ist  als  1.  Ebenso  berechnen  wir  yx  bis 
auf  eine  Einheit  genau  und  bekommen  daher 

1 

Vi  =  Q  >  H  u-  s-  *• 

"  y-i 

Bezeichnen  q{  ,  q2 ,  q:i  etc.  der  Reihe  nach  die  grössten 
in  </,  yx,  y2,  y3  etc.  enthaltenen  ganzen  Zahlen,  so  hat  man: 

1 

1)  x  =  q  H  

y 

2)  y  =  7i  "l — 
J  yt 

i 

4)    tr«  =  q*-\  d.  s.  f.,  so  dass 


l 

Vi 


1  

1 

7  .  H 


r/4  -f  .  .  etc. 
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228.    Verwandlung  eines  gewöhnlichen  Bruches 
in  einen  Kettenbruch. 
A 

Sei  —  der  zu  verwandelnde  Bruch,   so  berechnen  wir  zu- 
A 

nächst  —  bis  auf  eine  Einheit  genau ,   indem  wir  den  Zähler  A 
Ii 

durch  den  Nenner  B  dividiren-,  wenn  q  der  Quotient  und  R  der 
Divisionsrest,  so  haben  wir : 

A  R  1 

b  ?  «  +  *  ^  *  +  wo 

R 

B 

—  grösser  ist  als  1. 
n 

ß 

Nun  berechnen  wir  bis  auf  eine  Einheit  genau  und  be- 
kommen wieder  einen  gewissen  Quotienten  qi  und  einen  Divisions- 
rest j?,,  so  dass 

B  Rt  1 

Indem  wir  wieder  —   bis  auf  eine  Einheit  genau  berechnen, 
«1 

bekommen  wir 

TU  =  'h  +  W\  =  9i  +  V 

a, 

D 

berechnen  nun  weiter  -— 1  bis  auf  eine  Einheit  genau  und  fahren 
n  2 

in  gleicher  Weise  so  lange  fort,  bis  wir  endlich  einmal  zu  einer 
Division  kommen,  die  aufgellt.  Wir  haben  hiebei  1)  den  Zähler  A 
durch  den  Nenner  B  )  2)  den  Neuner  B  durch  den  erhaltenen  Rest 
R-,  3)  diesen  Rest  R  durch  den  neuen  Rest  /?,;  4)  diesen  wieder 
durch  den  neuen  Rest  R2  u.  s.  f .  dividirt,  also  ganz  dasselbe  Ver- 
fahren, das  man  nach  No.  154  anzuwenden  hätte,  um  zwischen  A 
und  B  den  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  zu  suchen. 

Es  sei  z.  B.  x  =  -]fffy  in  einen  Kettenbruch  zu  verwan- 
deln, so  dividiren  wir  zuerst  den  Zähler  durch  den  Nenner,  dann 
diesen  durch  den  erhaltenen  Rest,  diesen  wieder  durch  den  neuen 
Rest  u.  s.  f.,  bis  wir  endlich  zu  einem  Rest  Null  kommen;  der 
Quotient  dieser  letzten  Division   ist  dann  der  letzte  unvollständige 
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Quotient,  mit  welchem  der  Kettenbruch  sich  schliesst.  In  der  hier 
[olgenden  Darstellung  enthält  die  Zeile  (n)  die  Dividenden  und 
Divisoren,  und  zwar  so,  dass  jede  folgende  Zahl  immer  Divisor 
der  vorangehenden  ist;  die  darüber  stehende  Zeile  enthält  die  Quo- 
tienten, die  darunter  stehende  aber  die  Reste. 


3 

3  1 

15 

10 

5 

&) 

76895 

19527 

18314 

1213 

119 

,  23 

18314 

T213 

6184 

23 

4 

3 

1 


119 

Die  unvollständigen  Quotienten  wären  demnach: 
3,  1,  15,  10,  5,  5,  1  und  3 
und  man  hat  daher: 

76895      Ä  1 


19527 


1  + 


15+L 


10+- 


5  +  — 
5  + 


1  +  ¥ 


Die 


Näher  ungswerthe 


Heses  Kettenbruches  sind: 


3 
1 1 


6  3     6  3  4 

im» 


3  2  3  3 
"S:Tl  l 


16  7  9  9 
4  ?7»tf  > 


2  0  0  3  ? 


7  6  R  9  S 


Würde  man  hier  statt  des  Bruches  -}ffSy   etwa  den  Nähe- 
rungswerth J|{  nehmen,   so  wäre  der  Fehler  nach  Nro.  217  ge- 
1  1 

ringer 


als  I6Ö21  °dGr  al8  123181 


man  hätte  also  statt  d  e 
der  in  den  meisten 


komplizirten  Bruches  x  einen  viel  einfachem 
Fällen  eine  hinreichende  Genauigkeit  böte. 

*2 '24.  Nach  Nro.  212  kann  nicht  nur  jeder  gewöhnliche 
Bruch  in  einen  endlichen  Kettenbruch  verwandelt,  sondern  auch 
umgekehrt  wieder  jeder  endliche  Kettenbruch  auf  einen  gewöhn- 
lichen Bruch  zurückgeführt  werden.  Daraus  folgt  aber  auch,  dass 
eine  inkommensurable  Zahl  immer  einen  unendlichen  Ket- 
tenbruch liefern  und  umgekehrt  jeder  hVs  Unendliche  fortlaufende 
Kettenbruch  eine  inkommensurable  Zahl  ausdrücken  muss.  Ge- 
setzt nämlich,  eine  inkommensurable  Zahl  könnte  sich  durch  ei- 
nen endlichen  Kettenbruch  ausdrücken  lassen,  so  könnte  man 
diesen  ja,  wie  gezeigt  wurde,  auf  einen  gewöhn  liehen  Bruch, 
also  auf  eine  kommensurable  Grösse  zurückführen,  und  wir 
kämen  so  auf  den  Schluss:  eine  inkommensurable  Grösse  müsste 
einer  kommensurabel n  gleich  sein,  was  unmöglich  ist. 
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Ks  sei  nun  x  =r  ^13  in  einen  Kettenbruch  zu  verwandeln, 
so  schlagen  wir  das  in  Nro  222  beschriebene  allgemeine  Verfahren 
oin  und  berechnen  also  x  oder  ^13  zuerst  bis  auf  1  genau.  Of- 
fenbar liegt  yl3  zwischen  3  und  4;  es  ist  also  3  die  grösste  in 
yjl  3  enthaltene  ganze  Zahl  und  daher  wird  ^13=3  mehr  einem 

gewissen  Rest  sein,   der  kleiner  als   1  und  also  auf  die  Form  — 

II 

gebracht  werden  kann,  wo  t/>l.    Diesen  Rest  —   erhalten  wir 

y 

wenn  wir  3  von  y/ 1 3  subtrahiren ;  es  ist  also  x  =  ^13  =  3  4-  — 

y 

l      /—  l 

wo  —  ae  yl3  —  3  und  also  u  =  -—   ist.     Um  nun  u  bis 

V  Jn  —  3  J 

auf  eine  Einheit  zu  finden,  transtbrmiren  wir    — 1        so.  dass 

>/l3— 3 

der  Nenner  rational  wird,  indem  wir  Zähler  und  Nenner  mit 
^13-f-3  multipliziren.    Wir  erhalten  so: 

S     VlT—3  ~  (yTä  —  3;  (^13  +  3)  ~    13-9  ~      4  ' 
Nun  ist  ^13  bis  auf  1  genau  ==  3;  also  V^3  4-3  bis  auf  1 

2  i  1      V^3  +  8    ,  •      p  ,  6 

genau  =  6  und  daher  - —  bis  auf  1  genau  =  —  —  J ,  so 

4  4 

dass  man  setzen  kann : 

V?3  +  3       .  1 

wo  dann  —  der  Rest  ist.  den  wir  erhalten,  wenn  wir  von  y,  d.  h. 

_y\ 

\i  \  3  -f-  3 

von    —  —  ,  noch  1  Mil.d  aliiren  ;  also 

L     V*f +'8  _    _  Vl3-h  3  —  4  _  yi3  -  1 
ti  ^       4~"        ~         4~~       ~       4  ; 

4  .  . 

somit  ist  Vi  =  r       —    was  WH  abermals  transformireu ,  um  es 

1      Vi3—  1 

bis  auf  eine  Einheit  genau  zu  berechnen.    Wir  erhalten  dann 
=      4  4  ^13  ±  0         4(V13  +  l)  _  y_13  -fl 

//|  _  V"i3  —  1~      13  —  1  12        Ä  .  3  ' 

was  bis  auf  eine  Einheit  £enau  offenbar  1=-  1  ist.  Indem  wir  auf 
gleiche'  Weise  fortfahren,  erhalten  wir  successive: 
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O        1  1  'TS  Q 

./  =  3  -\  ,  wo  —  =  v 1  iJ  ~~~  ^ 

«   i       i    V13  — 1 

V  =  1  H  ,  wo  —  =  

Vt        Vi  _4 

1  1       Jl3  —  2 

V .  =  H  ,  wo  —  =  -  

i        i      Jrd  —  i 

Vo=H  ,  wo  —  =  -  

"         ¥*        y%  __3 

H     1  1       x/l3  —  1 

*/3=lH  ,  wo  —  =  - — -  

Ua        2/4  4 

t/4=  6  -\  .  wo  —  =  ^13  —  3. 

¥s  Vs 

Da  dieser  letzte  Rest  —  dem  ersten  —  gleich  ist,  so  werden 

Vi  y 

von  da  an  die  nämlichen  unvollständigen  Quotienten  wieder  zum 
Vorschein  kommen  und  der  Kettenbruch  wird  daher  heissen: 

j;  =  >/l3=34_i  _ 

14 


S  Ii  1 

i+  i 

i+ - 


i 

6  4- TT 


1-t-etc. 

Der  Leser  wird  ohne  Mühe  in  der  nachfolgenden  Darstellung; 
die  zur  Bestimmung  der  unvollständigen  Quotienten  erforderlichen 
Operationen  erkennen  : 

1)     x=yll3^3-\-  — ,  wo  —  =  JT2—  3 

y  y 

1  V  13-f-3  _^  V 13+3  1 

1  13-9  4  -  Sf', 

1       V13+3  Vi3+3—  4  _  1 

flT     4  4        ~  4 

4  4(>/l34-l)     4(^13+1)  =  n/13+1  1 

*    ?/,~Vf3_l~     13-1  12  3      -  +y2 

1  V^Ü     *  .  V 13+1—3  _  Vl3— 2 

y,  ~     ~3  ~        3~  " '  *°  3 
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3      _  3(Vl3+2)  _  :<V  13+2)     ^13+2  1 

4)  ^-vil^-^v       9—  -  — 

1  _  V134-2  -13+2—3  ^13-1 

y3  —     3  ~        3        _      3  ' 

3      _  3. yl3+l)     3(Vl3+l)     Jiä+l        '  1 

1_  _  ^13+1       _  ^13—3 
2/<  ~     4  ~  4 

—  =  JT34-3— 6=Jl3—  3  *  — . 

225.  Wir  könnten  tdie  Richtigkeit  der  vorigen  Rechnung 
prüfen,  indem  wir  die  umgekehrte  Aufgabe  lösten,  nämlich  den 
erhaltenen  Kettenbruch  wieder  auf  die  inkommensurable  Grösse 
zurückzuführen,  aus  welcher  er  entstanden.  Zu  diesem  Zwecke  be- 
zeichnen wir  mit  x  den  Werth  des  Kettenbruches,  so  wäre  also: 

0     1  1 
x=ö-i   oder  x — 3  = 


1+ — 7  H 


Y1—  ,+~T 

(  6+ 


i+—  n_ 
1'f— I  !*j  i 

+6+etc.  1+6-r-etc. 

Es  ist  somit  a?  —  3  ein  periodischer  Kettenbruch  mit  fünf- 
gliedriger  Periode ;  zum  Nenner  6  des  oten  Gliedes  kommt  wieder 
derselbe  in's  Unendliche  fortgehende  periodische  Kettenbruch  hinzu, 
und  wenn  daher  x—S  der  Werth  des  ganzen  periodischen  Ketten- 
bruches ist,  so  wird  x — 3  auch  noch  der  Werth  der  zum  Nenner  des 

5ten  Gliedes  hinzuzufügenden  unendlichen  Reihe  1-f--   sein 

1+etc. 

Wir  können  daher  schreiben: 
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x —  3  =  - — -  oder  x  —  3  =  —  - 

1+  r  H 


l+<r.  z-  1+ 


6-He— 3  3-f-a? 
Allein  wenn  wir  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (2)  auf  die 

1  l-\-3x 

Form  eines  gewöhnlichen  Bruches  bringen,  so  erhalten  wir  j^T^jj; ! 

also  geht  die  Gleichung  (l)  oder  die  mit  ihr  identische  Gleichung 
(2)  über  in 


(3)    x— 3  =  T 


11+3X 


oder 


— 3)(18-f-5#)  =  ll+3a?,  woraus  successive  folgt: 
18jM-5x2—  54— 15a;  =  ll+3x 
3aH-5x2 — 54=  ll-f-3a? 
5x2— ö4  =  ii 

5i2=  114-54=65 
x2=  «-£  =  13 

5  

Also  ist  der  oben  erhaltene  Kettenbrnch  in  der  That  der 
Werth  von  ^13. 

226.  Man  könnte  sich  auch  der  Kettenbrüche  bedienen, 
imi  die  Exponentialgleichng  ax  =  /V  aufzulösen,  d.  h.  um  den  Lo- 
garithmus* der  Zahl  S  für  die  Basis  a  zu  berechnen.  Gesetzt 
z.  B.  a  und  N  wären  beide  grösser,  als  1,  so  dürften  wir  nur  an 
die  Stelle  von  x  successive  0,  1,  2,  3  etc.  setzen,  um  endlich  zu 
zwei  Zahlen  m  und  w+1  zu  gelangen  mit  der  Eigenschaft,  dass 
am  <A  und  am+1  >iV-,  alsdann  läge  x  offenbar  zwischen  m  und 

m-\-\  und  wir  könnten  daher  x  =  m-\-  —   setzen,  wo  y>  1.  Da- 

y 

m-\ — 

durch  ginge  die  Gleichung  ax  =  N  über   in  a     y  =  AT  oder 

am  .  a y  =  N*  woraus  a  v  =»  —     oder ,  wenn  wir  zur  Abkürzung 

^n=zc  setzen,  ay  =  c  woraus  tolgt:  a=cy  oder  cy  =  «  (2) 

Nun  suchen  wir  y  bis  auf  1  genau  zu  bestimmen,  indem  wir 
zwei  ganze  Zahlen  mt  und  aufsuchen,   welche  y  zwischen 

sich  enthalten,  welche  also  so  beschaffen   sind,    dass  cmi<a  und 
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c'"1     > «,  dann  wird  y  =  »«,H  gesetzt    werden   können,  wo 

I ^  ± 

yt  >  1  ;  daher  wird  cw  =  cwi+t~  =c,n.f?/j  sein  und  somit  die  Glei- 
chung (2)  übergehen  in 

cmi  .  c  Vl  =  a.  woraus 

A 

r'fi  =  —  oder 
cm*      •  „ 

wenn  ^  =  </  gesetzt  wird :  hieraus  ergibt  sich  durch  Potenzirung 
mit  yx  : 

(f1  =  c  (3). 

Indem  wir  auf  gleiche  Weise  fortfahren,  erhalten  wir: 
1 

x  =  m  4-  g  

m,  H  — - 

1     w  2  4- etc., 

woraus  #  mit  einem  beliebigen  Grade  von  Genauigkeit  berechnet 
werden  kann.  Wir  wollen  uns  jedoch  biebei  um  so  weniger  auf- 
halten, als  die  Entwicklung  des  Exponenten  x  in  einen  Ketten- 
bruch meistens  äusserst  mühsam  uud  zeitraubend  und  daher  diese 
Methode  zur  Bestimmung  der  Logarithmen  praktisch  unausführbar 
ist,  wahrend  später  die  Berechnung  der  Logarithmen  mittelst  der 
logarithmischen  Reihe  keinerlei  Schwierigkeiten  mehr  bietet. 


A  1  g  e  b  r 

II.  Theil. 


Urelli,  Algebra.    'He  Auflage. 


Erster  Abschnitt 

Un  bestimmte  Analytik. 


*2"27.  Bei  der  Diskussion  der  Gleichungen  haben  wir  gese- 
hen, dass  so  oft  die  Anzahl  der  Unbekannten  grösser  ist,  als  die 
der  Gleichungen,  die  Aufgabe  unbestimmt  ist.  d.  h.  dass  sie  unend- 
lich viele  Auflösungen  zulässt  (Nro.  129).  Uebertrifft  die  Anzahl 
der  Unbekannten  die  der  gegebenen  Gleichungen  bloss  um  1 ,  hat 
man  also  m  Gleichungen  mit  m  -f-  1  Unbekannten  aufzulösen,  so 
wird  die  Aufgabe  zurückgeführt  auf  die  Lösung  einer  Glei- 
chung mit  zwei  Unbekannten,  also  auf  die  Lösung  der  Gleichung 

ax+by  =  & 

Man  kann  hier  für  eine  der  beiden  Unbekannten,  z.B.  für 
y,  ganz  beliebige  Werthe  einsetzen  und  findet  zu  jedem  dieser 
Werthe  von  y  einen  bestimmten  Werth  von  x.  In  dieser  Allge- 
meinheit gestellt  ,  kann  daher  die  Auflösung  der  Gleichung 
ax-\-by=c  kein  Gegenstand  einer  besondern  Untersuchung  sein. 
Sie  wird  es  erst ,  wenn  wir  den  zu  suchenden  Unbekannten 
noch  bestimmte  Bedingungen  auferlegen,  z.  B.  verlangen,  dass 
sie  ganze  Zahlen  oder  gar,  dass  sie  positive  ganze  Zah- 
len sein  sollen.  Offenbar  wird  durch  solche  Bedingungen  die 
Zahl  der  möglichen  Auflösungen  beschrankt,  indem  von  den  un- 
endlich vielen  möglichen  Auflösungen  eine  bestimmte  Klasse  aus- 
geschieden wird.  Die  Auflösung  solcher  Gleichungen  in  ganzen 
Zahlen  ist  nun  der  Gegenstand  der  unbestimmten  Analytik  und 
die  hierauf  bezüglichen  Probleme  werden  etwa  auch  diop han- 
tische Aufgaben  genannt  nach  dem  Alexandriner  Uiophant, 
der  sich  mit  der  Lösung  solcher  unbestimmter  Aufgaben  be- 
schäftigte. 

228«  Lehrsatz.  Wenn  in  der  Gleichung  ax-{-by—c  die  Coef- 
zienten  a  und  b  einen  gemeinschaftlichen  Faktor  haben,  der  in  c  nicht 
vorkommt,  so  lässt  die  Gleichung  gar  keine  ganzzahlige  Auflösung  zu- 

19* 
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Beweis.    Sei  m  ein  gemeinschaftlicher  Faktor  von  a  und  /v, 
der  aber  nicht  Faktur   ist  von   c,   so  wäre  etwa  a=  a'm  und 
b  —  h'm ;  daher  ginge  die  Glei'chung  über  in 
u'otx  1  S 'inij  =  c,  woraus 

a'x+b'u  =  — 
m 

Nun  ist  die  rechte  Seite  —  nach  Voraussetzung  ein  Bruch ; 
in 

dagegen  wird  die  linke  Seite  a'x-\-b'y  für  alle  «ranzen  Zahlen,  die 
man  an  die  Stelle  von  x  und  y  setzen  mag,  immer  eine  ganze 

Zahl,  kann  also  nie  =  —  sein.    Die  Auflösung  der  Gleichung  in 
m  ° 

ganzen  Zahlen  ist  daher  in  diesem  Fall  unmöglich. 

Beispiel:    Sei  lbx  +  21y  =  29, 
so  haben  die  Coeffizienten  15  und  21  den  Faktor  3  gemeinschaft- 
lich, der  in  29    nicht  vorkommt.    Indem  wir  durch  3  dividiren, 
kommt 

5*  +  7^=11. 

Was  für  ganze  Zahlen  man  auch  an  die  Stelle  von  x  und  y 
setzen  mag,  die  linke  Seite  hx-\-ly  wird   stets  ganz  und  daher 

nie  ==  29. 

t 

Mau  kann  es  somit  einer  Gleichung  von  vorn  herein  ansehen, 
wenn  sie  keine  ganzzahligen  Auflösungen  zulässt.  Erkennt  man 
einen  gemeinschaftlichen  Faktor  von  a  und  />,  so  darf  man  nur 
die  Gleichung  durch  diesen  dividiren;  bekommt  man  dann  rechts 
einen  Bruch,  so  ist  die  Aurlösung  in  ganzen  Zahlen  unmöglich. 

Wir  denken  uns  nun  die  Gleichung  von  ihren  gemeinschaft- 
lichen Divisoren  befreit;  dann  behaupten  wir: 

229.  L<khrs;itz.  Weyin  a  und  h  prim  z)i  einander  sind, 
so  lässt  die  Gleichung  <tx+by=c  stets  gunzzahlige  Auflösun- 
gen zu. 

Beweis.  Lösen  wir  unsere  Gleichung  nach  irgend  einer 
der  beiden  Unbekannten,  z.  B.  nach  x  auf,  so  bekommen  wir 

x  =  -  — .    Denken  wir  uns  nun  hier  für  y  successive  alle  u  li- 
tt * 

ter  a  liegenden  ganzen  Zahlen  0,  1,  2,  3  •  ...  bis  a —  1  substi- 

tuirt  und  jedesmal  die  Division  ausgeführt,  so  behaupten  wir,  dass 

jede  dieser  a  Divisionen  einen  andern  Rest  liefert.    Denn  wenn 

z.  B.  y  und  y"  zwei  solche  unter  a  liegende  ganze  Zahlen  bedeu- 
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ten,  so  bekommt  man  durch  deren  Substitution  an  die  Stelle  von 

?/  die  Ausdrücke  - — —  und  - — — .  Denken  wir  uns  die  Division 
J  a  a 

ausgeführt  und  bezeichnen  wir  mit  q4  und  q"  die  Quotienten,  mit  r' 
und  r"  die  ebenfalls  ganzzahligen  Reste,  so  haben  wir 

i.  c-=^l  „  q'+  iL 

a  a 
a  a 

Gesetzt  nun,  es  könnte  r"=r'  sein,  so  bekäme  man  durch 
Subtraktion : 

c-fy'  _  c~ W  =  q'—Q" 


a  a 


b(y"—y') 

oder  —  ~  f=  ?  —  ?  • 

a 

Allein  q*  und  q"  sind  ganze  Zahlen;  ihre  Differenz  q1 — q" 
müsste  also  ebenfalls  eine  ganze  Zahl,  somit  b{y" — y')  theilbar 
sein  durch  a.  Nun  ist  aber  a  priin  zu  dem  einen  Faktor  h\  da- 
her müsste  der  andere  Faktor  y" — y'  durch  a  theilbar  sein  d.  h. 
es  müsste  die  Differenz  zweier  «ranzen  Zahlen,  deren  jede  kleiner 
als  a,  durch  a  theilbar  sein,  was  unmöglich  ist.  Wenn  wir  also 
an  die  Stelle  von  y  successive  alle  ganzen  Zahlen  von  0  an  bis 
zu  a — 1  setzen  und  jedesmal  die  Division  ausführen,  so  bekommen 
wir  a  ganzzahlige  Reste,  die  sämmtlich  verschieden  und  sammt- 
lich  kleiner  als  a  sind;  diese  Reste  sind  demnach  nichts  anderes 
als  die  unter  a  liegenden  ganzen  Zahlen  0,  1,  2,  . . .  bis  a — 1; 
einer  dieser  Reste  und  nur  einer  ist  daher  =  0,  und  die  Zahl, 

deren  Substitution  in  —    *  diesen  Rest  Null   liefert,   macht  x  = 
a 

c — by  . 

zu  einer  ganzen  Zahl.    Die  Gleichung  lässt  demnach  wirk- 

a 

lieh  gauzzahlige  Auflösungen  zu. 

Beispiel  1.   Sei  7x-\-by  =  232,  so  hat  man 
232— by 

a    .i  232      ÄÄ  1 

y  —  0  gibt  nun  x  =  -y-  =  33+  — 
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'/  =  2  gibt 

y  =M  » 
y  =  4  „ 
0  =  8  „ 
v  =  6 


x  — 


X  = 


X  = 


23  10 

222 

 31  i 

  Ol  -f- 

5 

7 

27 

7 

232—15 

217 

=  31-f- 

0 

7  m 

~T~ 

T 

232—20 

212 

=  o(»-f- 

2 

7  ~ 

7 

7 

232—25 

207 

4 

< 

7 

=  294- 

7 

232—30 

202 

=  284- 

6 

7  " 

7 

Wir  haben  demnach  als  Reste  successive  bekommen:  1,  3, 
5,  0,  4,  und  6  d.  h.  die  sämmtlicben  unter  7  liegenden  ganzen 
Zahlen.  Die  Substitution  y  =  3  lieferte  den  Rest  Null,  machte 
also  x  zu  einer  ganzen  Zahl.  Somit  wäre  y  =  3  und  x  =  31  eine 
ganzzahlige  Auflösung  dieser  Gleichung. 

Beisp  iel  2.      llx+26y  =  118 
118— 2ßy 
XaS  11 

Wir  setzen  auch  hier  wieder  an  die  Stelle  von  y  successive 
alle  ganzen  Zahlen  0,  1,  2,  3  bis  10  und  werden  sehen,  dass  als 
Reste  wieder  alle  ganzen  Zahlen  unter  11  zum  Vorschein  kommen, 
wenn  wir  nur  die  Division  so  einrichten,  dass  wir  lauter  positive 
Reste  erhalten. 

t  n    ...  118-0       118      H  8 

1.   ^o,bt,=  -n         —  =  10+  - 

118-26      92       Ä  ,  4 

//  =  i  *  -n — u  =  8+  ff 

n  0  118—52       66       '  f0 

,  Q  118—78       40  7 

4.  y=3     „       =   = —   =34-  — 

11  11  T  11 

,  ;  118—104      14  3 

5.  y  =  4    ,.    x=  _n_=IT  =14-  n 

6  =  r>  _H8— 130^— 12      —224-10  ».10 
*    *     '     "    Ä?'        11  11"       11      ~  TT 

7  —6         r  _  11^  -156     -  38  6 

.  y  —     »  a?  —  —    iT —  4H"  i i 

118-182     —64        ,  2 

8.    y  =  7    „  -  =  3= — 64-.— 

*  11  11  T  11 
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118-208      —90  9 
9.    i/=8gibt  x  =   n       =  ~n  ="  "^Tl 

118—234      —116         ^  .  5 
TT 


10.        9    „    «...  =  -III.«  _ll+  _ 


118—260      —142  1 
11.  y«10  „    x*    -  n  =  —  ji  =  -  ld+  n" 

Die  Reste  sind  also:  8,  4,  0,  7,  3,  10,  6,  2,  9,  5  und  1; 
für  </=2  wurde  #-=6.  Wir  bemerken  überdiess,  dass  im  ersten 
Beispiel  jeder  folgende  Werth  des  x  um  f  im  zweiten  um  \\ 
kleiner  als  der  vorangehende  ist. 

230.    Lehrsatz;    Wenn  man  eine  ganzzahlige  Auflösung 
der  Gleichung  ax+(>y=c  kennt,   so  kann  man  beliebig  viele  an 
dere  finden. 

Sei  z.B.  x  —  ct  y  =  ß  eine  ganzzahlige  Auflösung,  so  müsste 
also  aa+bß  =  c  sein. 

Subtrahiren  wir  diese  von  der  gegebenen  Gleichung,  so  kommt 
a(x— a)+6(y— ß)==Q 

woraus  folgt 

x-aJ'^  oder 

Der  Werth  von  x  setzt  sich  also  zusammen  1.,  aus  der  gan- 
zen Zahl   «  und    2.,  aus  dem  bruchformigen  Theil  Es 

Hß—v) 

kann  daher  x  nur  dann  ganzzahlig  ausfallen,  wenn   g«M 

wird.  Nun  ist  aber  a  prira  zu  6;  damit  also  b(ß—y)  theilbar 
werde  durch  a,  muss  ß-y  durch  a   theilbar  sein  und  man  darf 

ß—y 

somit  für  y  nur  solche  ganze  Zahlen  setzen,  für  welche  — ~  = 

einer  beliebigen  ganzen  Zahl  n  wird  d.  h.  die  Bedingung  für  die 
(ianzzahligkeit  des  x  ist: 

ß—y  a 

'  — a  ==  n  oder 
a 

ß—y  —  an  oder 

y  =  ß — an ;  dann  wird 

Die  Ausdrücke  x^a+bn,  y  =  ß—an  liefern  beliebig  viele 
ganzzahlige  Auflösungen,  wenn  man  für  n  nur  ganze  Zahlen  ein- 
setzt. 


2(Jii  — 


Man  könnte  demnach  aus  x  die  sämmtlieben  canz- 

y  9=  ff — na  fe 

zahligen  Auflösungen  ableiten,   wenn  man    für  11    successive  alle 

positiven  und  nachher  noch  alle  negativen  ganzen  Zahlen  einsetzte. 

Statt  in  x  =  a+nb,  y  =  ß-  na  alle  negativen  ganzen  Zah- 
len einzusetzen,  könnte  man  auch  9  durch  —  w,  ersetzen  und  dann 
in  den  so  erhaltenen  Ausdrücken  x  =  a—nb,  y=ß+na  für  a? 
wieder  alle  positiven  ganzen  Zahlen  setzen. 

Man  kann  daher  diesen  3ten  Lehrsatz  auch  in  folgender 
YY  eise  bestimmter  fassen: 

Wenn  x  =  a,  y  =  ß  irgend  eine  ganzzahlige  Auf- 
lösung der  Gleichung  ax+by=*c,  so  sind  sämmtliche 
ganzzahlige  Auf lösungen  derselben  enthalten  in 

*  =  a+nb  )    i  x^a—nb 

L)        |  oder 
y  =  ß—na  I  y^=ß+na 

wo  man  für  n  derReihe  nach  alle  positiven  und  dann 
noch  alle  negativen  ganzen  Zahlen  einzusetzen  hat. 

Von  diesen  beiden  Formelgruppen  genügt  also  jede  für  sich 
allein,  wenn  man  n  sowol  positiv  als  negativ  nimmt,  während 
beide  benutzt  werden  müssten,  wenn  man  für  n  nur  die  positiven 
ganzen  Zahlen  einsetzen  wollte. 

Anmerkung.  Wenn  es  sich  bloss  darum  handeln  würde, 
die  Richtigkeit  des  eben  ausgesprochenen  Satzes  zu  erweisen,  ohne 

zu  zeigen,  wie  man  von  der  speziellen  Auflösung  X  =  a  zu  der 

y  =  ß 

allgemeinen  * ~^*fl  gelangt,  so  würden  wir  einfach  x  =  a-\-nb 

und  yx=zß — na  in  ax+by  Substituten,  wodurch  wir  erhielten: 
ax+hy  =  a(a+nb)+b(ß—na)  =  aa+anb+bß—bna  =  aa+bß,  was 
aber  nach  Voraussetzung  =  c. 

Zusatz:  Die  ganzzahligen  Auflösungen  der  Gleichung 
ax+by  a=*  c  zerfallen  in  2  Gruppen: 

Bei  der  einen  Gruppe  bilden  die  Werthe  von  x  eine  arith- 
metische Reihe,  deren  Differenz  =  dem  Coeffizienten  von  y,  die 
Werthe  von  y  dagegen  eine  Reihe,  deren  Differenz  gleich  dem 
Coeffizienten  von  x  mit  umgekehrtem  Zeichen;  — 

Bei  der  andern  Gruppe  aber  bilden  die  Werthe  von  x 
eine  arithmetische  Progression,  deren  Differenz  gleich  dem  Coeffi- 
zienten von  y  mit  entgegengesetztem  Zeichen,  die  Werthe  von  y 
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dagegen  eine  arithmetische  Progression,  deren  Differenz  gleich  dem 
Coefiizienten  von  x  ist. 

Denn  sammtüche  Auflösungen  gehen  hervor  aus  a;—  a-\-nh 
und  y  —  ß — na,  wenn  man  hier  dem  n  erst  alle  positiven,  und 
nachher  noch  alle  negativen  ganzzahligen  Werthe  gibt.  Nun  be- 
kommt man  aber:  • 

für  n=0       1  2j34|5 


fern  er 
für  n  sa 


n  =  0 

1 

x—  a 

cc±  6 

)T=> 

ß—a 

o 

—  1 

x=a  : 

a—b 

•  y=ß\  ß+a 

«486  \'a+3b  «4-46  «4  56 
tf— 2a  1^—30^-401^—  5a 


a— 26 


-3 


a— 36 


ß+Sa 


—4 
a — 4a 


S+4a 


—5 


a— 56 
/?+5a 


/*-r2a 

woraus  die  Behauptung  unmittelbar  klar  ist. 

231.  Autgabe:  Die  sämmtlichen  ganzzahligen 
A  u  f  l  8  s  u  n  g  e  n  der  G 1  e  i  c  h  u  n g  ax  +  by  =  c  z  u  f  i  n  d  e  n. 

Mit  Hülfe  der  Sätze  in  229  und  230  sind  wir  schon  ohne 
Weiteres  im  Stande,  die  sämmtlichen  ganzzahligen  Auflösungen 
unserer  Gleichung  zu  bestimmen.  Denn  wenn  wir  an  die  Stelle 
von  y  successive   alle  ganzen  Zahlen  von  0  bis  a — 1  setzen,  so 

muss  eine  derselben  x=  - — —  zu  einer  ganzen  Zahl  machen. 

Wir   haben   also  dann  einmal  eine  ganzzahlige  Auflösung.  Sei 

dieselbe  etwa  x  =  «  und  y  =     so  finden  sich  alle  übrigen,  wenn 

.  .  x  =  a+nJ  ) 

I  rar  // 


y  =,tf — M 
-2,  — 3,  — 4  etc.  setzen. 

Beispiele.     Sei  bx+Ay  —  2$ 
29—4y 
2 


successive  1,  2,  3,  4,  5  etc.,  dann  — 1, 


die  Gleichung,  so  ist 


x  = 


ffmß  gibt  a;  =  ?Ji  =  5+|. 

.    ,t  29—4  25 

*/  =  1  gibt  jt=  —  —  =  —  =  5. 

Somit  ist  y  =c  1,  #=5  eine  ganzzahlige  Auflösung;  sämmt- 

liche  Auflösungen  aber  liefert  uns  die  Formelgruppe  §n 

Man  erhält  für 


n  =  0 

1 

2 

3 

4 

5 

1  6 

7 

a?  =  5-{-4w  =  5 

9 

13 

17 

21 

25 

29 

,33 

yl^l— 5n=l 

-* 

-9 

—14 

—19 

-24 

—29 

-34 
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ferner  für 


n  =  — 1 

-2 

—3 

—  4 

—  5 

—  6 

—  7 

—  8 

*==  1 

—3 

—  7 

—11 

—15 

—19 

—23 

—27 

6 

11 

16 

21 

26 

31 

36 

41 

u.  s.  f.  Man  sieht  hier,  dass  von  den  unendlich  vielen  ganzzahligen 
Auflösungen,  welche  unsere  Gleichung  zulässt, '  nur  die  zwei,  wel- 
che dem  ii  =  0  und  //  =  — 1  entsprechen,  positiv  ausfallen,  näm- 
lich und  X  \  während  bei  allen  übrieren  der  eine  Werth 
y  =  1         y  =  6, 

positiv,  der  andere  negativ  ist. 

Beispiel  2.    ,  6x+7y  =51 

„  bl~7y 


A  51  3 

y  =  0  gibt  x  =  —  =8-f  - 
b  b 


y  =3 


51—7      44      „  2 

X  =   —  =  —  ae  7+  — 

6  6  « 

51—14  37  1 
X--6---6  -  6+T 


X  = 


51—21 


30 


=  5 


6  6 

Somit  07  =  5,  #  =  3  eine  ganzzahlige  Lösung.    Um  alle  übrigen 

zu  linden,  haben  wir  nur 

#  =  5-f-7n    ,      ,       x-  =  5 — In 

n     „    oder  dann         n  _ 
V=  3— 6n  i/  =  3+6  w 

zu  setzen  und  hierin  der  Reihe  dem  n  zuerst  alle  positiven  und 
nachher  alle  negativen  ganzzahligen  VVrerthe  zu  geben. 

232.  Diese  Auflösungsmethode  ist  sehr  einfach  und  em- 
pfehlenswerth  ,  wenn  die  Ooeffizienten  der  Unbekannten  kleine 
Zahlen  sind ;  wenn  dagegen  diese  Coeffizienten  grössere  Zahlen 
sind,  so  wird  das  Verfahren  dadurch  mühsam  werden,  dass  man 
unter  Umständen  eine  bedeutende  Anzahl  von  Substitutionen 
machen  muss,  um  zu  einer  ersten  ganzzahligen  Lösung  zu  gelan- 
gen. Wenn  z.  B.  der  kleinere  der  Coeffizienten  nur  41  wäre, 
so  könnten  möglicher  Weise  41  Substitutionen  erforderlich  wer- 
den, um  zu  (einer  ersten  ganzzahligen  Auflösung  zu  gelangen. 
Noch  weniger  empfiehlt  sich  ein  anderes,  auf  der  Theorie  der 
Kettenbrüche  beruhendes  Verfahren,  bei  welchem,  wenn  b  >  a ,  man 
a 

-y  in   einen  Kettenbruch  verwandelt ,  dann   die  Näherungswerthe 
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bestimmt  und  endlich  die  Differenz  der  beiden  letzten  bildet.  Ist 
—  der  vorletzte,  so  ist  —  der  letzte  Näherungswerth   und  man 


0 

hat  dann 


0  a 


P 


wenn—  geraden. 


=  ,  wenn  —  ungeraden  Ranges. 


1 

Qa 

IL.  L  — 

0       a  ~  Qa 
Im  ersten  Fall  hätte  mau 

Pa  —  Qb  =4-1, 
dahe  Poe  —  Qbc  =  c 

oder  a  .  (Pc)+b  .  ( — Qc)  =  c,  woraus  man  erkennt,  dass 

x  =  IJc 

y  =  -Qc 

eine  Auflösung  der  Gleichung  ist. 

Beispiel.    Sei  39x-r-56y=  137. 

Wir  suchen  den  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  zwischen 
56  und  39,  so  bekommen  wir  nach  Nro.  223.: 

2 
1 


Somit 


1 

2 

3 

2 

56 

39 

17 

5 

2 

17 

5 

2 

1 

56  . 
39=  1+ 


2  + 


3+ 


2J     5  fi 


Nuu  ist 


Die  Näher ungswerthe  sind;  1,  4, 

23         s  r»    1 

TT      T¥  —  71773-9 
woraus  39  .  23  —  56  .  16  =  1  und 

daher  39  .(23.  137) -f-  56  .(—16.  137)  =  137. 
Es  ist  daher  x  =  23  .  137 

y  =  — 16  .  137  eine  ganzzahlige  Auflösung  die- 
ser Gleichung. 

Für  Fälle,  wo  wegen  der  Grösse  der  Coeffizienten  das  in 
231  angegebene  Verfahren  nicht  anwendbar  ist,  muss  es  daher  sehr 
erwünscht  sein,  noch  ein  anderes,  rascher  zum  Ziele  führendes  Ver- 
fahren kennen  zu  lernen. 

233.  Aufgabe.  Unabhängig  von  den  beiden  er- 
wähnten Methoden  die  Gl  ei  ch  u  n  g  ax  +  by  =  c  in  gan- 
zen Zahlen  aufzulösen. 


—   300  — 


Wir  betrachten  zunächst  zwei  Spezialfälle. 
Sei  1.  einer  der  Coeffizienten  von  x  oder  y  die  Einheit,  sei 
z.B.  a=l,  so  darf  man  die  Gleichung 

x-\-by  =  c 

nur  nach  x  auflösen  und  bekommt  sofort  x=c — by.  Indem  man 
hier  an  die  Stelle  von  y  beliebige  ganze  Zahlen  einsetzt,  bekommt 
man  stets  ganzzahlige  Werthe  für  x. 

Sei  2.  einer  der  Coeffizienten  von  x  oder  y  in  dem  ganz 
bekannten  Gliede  c  enthalten,  wie  in  der  Gleichung 
ax-{-  by  =  ma 

so  hätte  man  x  =  ma~b^  =  m  -  ^ . 

a  a 

Da  nun  a  als  prim  zu  b  vorausgesetzt  wird,  so  kann  —  nur 

a 

dann  ganz  werden,  wenn  ?/  theilbar  ist  durch  a.  Man  darf  also 
nur  //gleich  irgend  einem  Vielfachen  von  a  setzen,  etwa  i/  =  at.  so 
wird  x=m — bt,  welche  beide  ganz  werden  für  jedes  beliebige  gauz- 
zahlige  /. 

Sind  aber  in  der  Gleichung 

ax-\-by  =  c  (1) 
a  und  b  beide  von  1  verschieden,  prim  unter  sich  und  keiner  in 
dem  absoluten  Gliede  c  enthalten,  so  wollen  wir,  wenn  a  der  grös- 
sere der  beiden  Coeffizienten,  n  durch  b  dividiren,  dann  b  durch 
den  erhaltenen  Rest  u.  s.  f.,  bis  wir  zu  einem  Rest  =  1  kommen. 
Wenn  dann  q,  fl,  q^  q^  die  Quotienten,  r,  rp  r2,  r:i  =  1  die 
zugehörigen  Reste  bedeuten,  so  hat  man 

a   =  bq     -|-  r 

b   =rqx   4-  r, 

r   =  r\q2  -f-r2 


Nun  lösen  wir  unsere  Gleichung  (1)  auf  nach  der  Unbekann- 
ten, welche  den  kleinern  Coeffizienten  enthält,  also  nach  y  und 
bekommen  : 

c — ax  , 

*/  =  —7 —  oder,  für  a  den  Werth  aus  (a)  eingesetzt: 


c — bqx — rx  c — rx 

Der  Werth  von  y  besteht  demnach  aus  zwei  Theilen :  einem 
ersten  Theil   — qx,  der  ganz  wird   für  jedes  ganzzahlige  x,  — 
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und  einem  zweiten  Theil  —  fX  ,  der  keineswegs  für  jede  ganze 

b 

Zahl,  welche  man  an  die  Stelle  von  x  setzt,  ganz  ausfällt.  Um 
also  für  y  eine  ganze  Zahl  zu  erhalten,  muss  man  unter  den  an 
die  Stelle  von  x  zu  setzenden  ganzen  Zahlen  eine  Auswahl  treffen ; 
es  dürfen  für  x  nur  solche  ganze  Zahlen  eingesetzt  werden,  für 
£  roß 

welche  — - —  gleich  irgend  einer  ganzen  Zahl  /  wird.  Wir  be- 
kommen also  für  die  Ganzzahligkeit  des  x  folgende  Bedingungs- 
gleichung : 

C  TX 

(2)  — - —  as  /  oder  c — rx  =  bt,  wodurch  y  =  —  qx  +  t. 

Die  Gleichung  (2)  lässt  sich  auch  so  schreiben: 

bt+rx=:c  (2), 

ist  also  eine  Gleichung  von  derselben  Form,  wie  (1),  nur  dass  der 

Coeffizient  r  von  x  kleiner  i&t  als  in  (1).    Wir  nehmen  nun  mit 

dieser  Gleichung  dasselbe  vor,   wie  oben  mit  (1)  d.  h.  wir  Iüsimi 

sie  nach  der  Unbekannten  auf,  die  den  kleinern  Coeffizienten  hat,  also 

nach  x  und  bekommen  unter  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (a) : 

c—  bt      c — rqtt-rtt                 c — r  xt 
x=    =  L  —  _  q  t  _j   • 

r  r  1 1  r 

Hieraus  erkennen  wir  wieder,   dass  x  nur   dann  eine  ganze 
Zahl  sein  kann,  wenn  wir  für  t  solche   ganze  Zahlen  einsetzen, 

q  y  f 

für  welche   ganz  ausfällt.    Wir  bekommen  daher  die  neue 

v 

Bedingungsgleichung : 

\p)  — - —  =  t ,  oder  c — rit=rll 
wodurch  x  =  — qtt-t-tt.' 

Diese  Gleichung  (:•*)  schreibt  sich  auch  so: 

(3)   rt |  4-ril== b 
Lösen  wir   diese  auf  nach  der  Unbekannten  ty  welche  den 
kleinern  Coeffizienten  enthält  und  ersetzen  dabei  r  durch  seinen 
Werth  in  (a),  so  kommt 

t  =  -  =   —  — 1  =  — q*tt  H  — 1 

und  es  ist  klar,   dass  t  nur  dann  ganz   wird,  wenn   man  für  /t 

£  y  £ 

solche  ganze  Zahlen  setzt,  welche   —  =  t.2  d.  h.  gleich  einer 
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beliebigen  ganzen  Zahl  machen.  Daher  die  neue  Bedingungs- 
gleichung : 

(4)  —    2  *■  =  t2  oder  r, /2-B2/j  =c,  wodurch  /= — iiU+tf 

r  i 

Lösen  wir  die  Gleichung  (4)  wieder  auf  nach  derjenigen 
Unbekannten,  welche  den  kleinern  Coeffizienten  hat,  also  nach  {«, 
so  kommt: 

c—rj_t2        c — r2g3/2 — 12  c — t2 

tt    .    ~         "  —    Q  itr,    -f-  — ;  . 

r2  r2  *3  2  r2 

Offenbar  wird  hier  t{   wieder  ganz  ,    wenn   -  ganz  atiß- 

fallt.    Daher  die  neue  Bedingung: 

(5)  - — -2  =  f3,  wodurch  /t  -sc  — q$t2  +  f,. 

Aus  Gleichung  (5)  aber  folgt: 

c —      =  r2r{  oder  r2/3  -\-(2  =  f 
d.h.  wir  haben  eine  Gleichung,   in  welcher  die  eine  Unbekannte 
den  Coeffizienten  1  hat  und  daraus  ergibt  sich  dann: 

t  ^  ==  C        T  2 1 3 , 

wo  die  Ganzzahligkeit  des  t2  an  keine  weitere  Bedingung  mehr 
geknüpft  ist,  als  au  die,  dass  man  für  t%  eine  beliebige  ganze 
Zahl  einsetze. 

Wir  haben  hier  nacheinander  gefunden : 

1 )  y  =  —  qx  4-  t 

2)  x=  —  ?,*+/, 

3)  t  =  —  q  .Ji  4-  t2 

4)  tx  =  — 9*h+h 

5)  t.2=  —  c  —  r2ty 

Jede  ganze  Zahl,  welche  an  die  Stelle  von  gesetzt  wird, 
macht  nun  t2  ganz;  diese  Werthe  von  l.2  und  /;{  machen  ferner 
nach  Gleichung  (4)  /j  zu  einer  ganzen  Zahl;  setzen  wir  ferner 
den  für  /,  und  /2  gefundenen  Werth  in  (.*>)  ein,  so  wird  /  ganz; 
/  und  tt  in  (2)  gesetzt,  machen  x  ganz  und  endlich  dieser  Werth 
von  x  mit  dem  zugehörigen  Werth  von  /  macht  y  ganz.  Wir 
müssten  nun ,  um  die  sämmtlichen  ganzzahligen  Auflösungen  un- 
serer Gleichung  ax  +  =  C  zu  bekommen,  für  f:i  successive  alle 
positiven  und  dann  noch  alle  negativen  ganzen  Zahlen  einsetzen 
und  die  zugehörigen  Werthe  von  x  und  y  jedesmal  berechnen. 
Statt  dessen  ist  es  viel  zweckmässiger,  x  und  y  gleich  von  vorn 
herein  in  Funktion  der  letzten  Unbestimmten  ti  zu  berechnen, 
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wodurch  man  Ausdrücke  erhält,  die  x  und  y  durch  /;{  allein  be- 
stimmen. Wir  wollen  das  an  einigen  Zahlenbeispielen  durchführen. 

Sei  19a?-M5#  =  23  (1) 

unsere  Gleichung,  so  folgt  daraus : 

23— 19a;  23— 4a? 

Offenbar  wird  y  nur  dann  ganz,  wenn 
23—4: 
15 

woraus  wieder  folgt 


9*4  Arp 

— — -  =  /  oder  4a; -f-  I5|  =  23,  (2) 
15 


23—15/  0  23—3/ 

Damit  .r  ganzzahlig  werde,  ist  erforderlich,  dass 
23—3/ 

(3)  — - —  =  /,  ,  wo  /,  ganz 

oder  3/ -j-4/,  =  23. 

Hieraus  folgt  wieder 

23— 4/4  23—/, 

und  damit  /  ganzzahlig  werde,  muss 
03  / 

(4)  — ^   =  t2  oder  2:>>  — /,  =  3/, 
oder  endlich  /,  =23  —  3/2 

sein,  wo  /.,  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet.  Wir  haben  daher 
folgende  Relationen : 

1)  y  =  —  x  +  t 

2)  x  =  —  3/+/, 

3)  t  =  —  /,  +  /, 

4)  /,  =23  —  3/  , 

und  wir  bekämen  die  sämmtlichen  ganzzahligen  Auflösungen  unso- 
rer  Gleichung,  wenn  wir  für  successive  erst  alle  positiven  und 
dann  noch  alle  negativen  ganzen  Zahlen  einsetzen  würden.  Für 
f.,  =  0  fände  man 

/,  =  23,  /  =  —  23.. 
X  =  —  3/+/,  =  69  4-23  =  92 
y    =  —  x  +  t  =  —  92  —  23  =  —  115. 
x  =  92 

Also  "  wäre  eine  erste  Auflösung ,  von  deren 

y  =  —  H5 

Richtigkeit  wir    uns  sofort   überzeugen    können ;    denn   es  wird 
Ida;  +15#  =  19.  92  +  15.  (—115)  =  1748  —  1725  =  23. 
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Statt  nun  für  jeden  Werth,  den  man  dem  /2  heilest,  durch 
Rückwärtssubstitution   die"  zugehörigen  Werthe  von  x  und  zu 
bestimmen,  ist  es  viel  zweckmässiger,  sogleich  x  und  y  durch  f 
allein  auszudrücken.    Man  findet  hier: 

1  =  — /, -h^2  =  —  (23  -  3/2)-f-/9  =  —  23  4-4/, 

x=—  3M-/,  =  —  3(—  23 -f- 4/,) +(23  —  3/2) 
oder  x  =  +  09  —  12/.,  -|-  23  —  3/2  =t=  92  —  15/,  ; 
endlich  y  =  —  *+$  =  —(92  -  15/,)  +  (-  23"+  4/0) 
oder  y  =  —  J  lf>  +  l9/2. 

Wir  finden  also  als  allgemeine  Auflösung  unserer  Glei 
chung:  #  =  92  —  15/2 

y  =  —  115-M9/,. 

Dieses  Resultat  stimmt  mit  dem  in  No.  230  und  231  gefun- 
denen vollkommen  überein;  denn  dort  hatten  wir,  dass  wenn 
X  =  cc 

=  p  eine  ganzzahlige  Auflösung  der  Gleichung  ax-hby  =  c 

sei,  die  sämmtlichen  ganzzahligen  Auflösungen  dann  gegeben  wer- 
den durch  eine  der  beiden  Formelgruppen: 

x  =  a  -\-  nb  x  =  a  —  nb 

U  =  p—na         y  =  ß  +  na. 
Unsere  Auflösung  x  =  92  —  15/, 

y  =  _H5 +  19/, 
stimmt  mit  der  letzten  Gruppe  überein. 

2te  Auflösung.  Statt  das  ganz  bekannte  Glied  23,  ge- 
rade wie  bei  der  allgemeinen  Auflösung,  unverändert  mitzunehmen, 
ist's  zweckmässiger  und  oft  noch  rascher  zum  Ziele  führend,  bei 
den  Divisionen  auch  das  Glied  c  mit  zu  berücksichtigen.  Wir 
nehmen  daher  die  obige  Gleichung  noch  einmal  vor: 
(1)    19a;  -h  lby  =  23. 

Hieraus  folgt: 

23—19*       '  8— 4a? 

*Ä      15       =1  • 
indem  wir  nämlich  mit  15  auch  in  23  dividiren. 

Dieser  Rest  ist  =  fc?) 

15  15  ' 

sodass  y  =  1 — x  +  4  .  y^~). 

Wir  erkennen  hieraus  sofort,  dass  die  Ganzzahligkeit  des  y 

an  keine  andere  Bedingung  geknüpft  ist,  als  an  die,  dass  ~~ 

15 

eine  ganze  Zahl  werde. 
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Wir  bekommen  daher  die  Gleichung- 

(2)  s  /  oder 

2  —  x  =  15/,  woraus  folgt 
x  =  2  —  15/ 

und  hier  wird  j;  ganz  für  jede  ganze  Zahl,  die  man  an  die  Stelle 
von  /  setzen  mag.    Wir  haben  demnach  gefunden : 

1)  y  =  1  —x  +  4t 

2)  .r  =  2  —  15/. 

Wenn  wir  noch  in  die  erste  Gleichung  den  Werth  von  x 
einsetzen,  so  kommt 

V  =  1  ~  (  2—150  +  4/  =  —  1  -f-  19/,  so  dass 
x  =  2  —  15/ 
9  -  —1  +  19/ 
die  allgemeine  Auflösung  unserer  Gleichung  ist. 

Die  dem  /  =  0  entsprechenden  Werthe  von  x  und  näm- 
lich x  =  2  und  y  =  —  1,  sind  also  hier  kleinere  Zahlen,  als  bei 
der  ersten  Auflösung,  üebrigens  liefert  die  eine,  wie  die  andere 
Form  sämmtliche  ganzzahlige  Auflösungen.    Wollte  man  z.  B.  aus 

x  —  2  —  15/       .  x  =  92 

•i   f  1 .    die  spezielle  Lösung 
1  -f-  19/         r  =  115 

ableiten,   so  durfte  man  nur  /  =  —  6  setzen.      Ueberhaupt  darf 

man  nur  irgend  ein  Paar  zusammengehöriger  Werthe  für  x  und  y 

nehmen,  so  findet  man  die  allgemeine  Auflösung,  wenn  man  von 

dem  Werthe  von  x  irgend  ein  Vielfaches  des  Coeffizienten  vtä  // 

subtrahirt,  zu  dem  Werth  des  y  aber  das  nämliche  Vielfache  des 

Ooeffizienten  von  x  addirt. 

Um  eine  Anzahl  von  Auflösungen  zu  bekommen,  geben  wir 

dem  /  successive  die  Werthe  0,  1,  2,  3  etc.  und  dann  noch  —  1, 

—  2,  -    3  etc. 


Für  /      m  1  0_|  1|      2|      3|      4[      5[  6| 

x  "==  2— 15/ ja;  =  2  [  — 13]  —  28  j  —43 1  — 58  [  — 63~j  —  78 1  —93 
</=— 1  +  19/  |.y=— 1  |  +18  |     37 1     56|     75|     94;    113|  132 

Für  /  =  —  1  -  2  j  —  3  —4  1—  5  -  Ü  —  7 
x=2— 15.l  17       32       47       62  :      77         yr2  107 

;y=— l-hl9a?      20   -  39  ! —58  I  --77  ;  — 96  !  — 115  !  — 134 

Die  obige  Gleichung  (1)  lässt  also  unter  den  unendlich  vie- 
len ganzzahligen  Auflösungen  nicht  eine  einzige  positive  d.  b. 

Orelli,  Algphra    9te  Auflage.  20 
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nicht  eine  solche  Auflösung  zu,  in  der  x  und  y  zugleich  positiv 
sind. 

Es  geht  hieraus  hervor,  dass  wenn  man  sich  auf  die  positi- 
ven ganzzahligen  Auflosungen  beschränken  wollte,  die  Zahl  der- 
selben unter  Umständen  eine  sehr  begrenzte  sein  kann.  Inwiefern 
sich  das  schon  aus  dem  blossen  Anblick  der  Gleichung  erkennen 
lässt,  zeigt  der  folgende  »Satz. 

'234.  Lehrsatz.  Die  Gleichung  ax+by=c  lässt  nur  eine 
begrenzte  Anzahl  von  Auflösungen  in  positiven  ganzen  Zahlen  zu. 
wenn  a  und  b  einerlei  Vorzeichen  hoben,  dagegen  unendlich  viele, 
sobald  a  und  b  entgegengesetzte  Vorzeichen  besitzen. 

Verstehen  wir  unter  a  und  b  bloss  die  absoluten  Werthe 
der  Coeflizienten  von  x  und  y,  so  sind  alle  möglichen  Fälle,  die 
sich  darbieten  können,  offenbar  in  folgenden  Gleichungen  enthalten: 

1)  ax  -{-by  =  c 

2)  ax  —  by  =  c 

3)  — ax  4-  by  =  c 

4)  — ax  —  by  =  c. 

Wollte  man  c  ebenfalls  negativ  nehmen ,  so  kämen  dadurc  h 
keine  neuen  Formen  mehr  zum  Vorschein.  Die  Gleichung  (4) 
lässt  nun  jedenfalls  gar  keine  Auflösung  in  positiven  ganzen  Zah- 
len zu;  denn  für  alle  positiven  Werthe,  die  man  an  die  Stelle 
von  x  und  y  setzen  mag,  wird  die  linke  Seite  eine  Summe  zweier 
negativen  Zahlen,  kann  daher  nie  gleich  der  positiven  rechten 
Seite  sein.  Die  Gleichung  (3)  ist  von  (2)  nicht  wesentlich  ver- 
schieden, da  in  jeder  derselben  der  eine  Coeffizdent  positiv,  der 
andere  negativ  ist.  Wir  können  uns  also  auf  die  Betrachtung  der 
beiden  ersten  Fälle  beschränken.    Aus  (1)  folgt  nun 

c  —  by 
x  =  '  . 

a 

Damit  x  positiv  ausfalle,  dürfen  an  die  Stelle  von  y  nur  sol- 
che positive  ganze  Zahlen  gesetzt  werden,  für  welche  %<c  oder 
höchstens  =  c  wird.  Unter  diesen  ist  die  Zahl  derer,  für  welche 
x  zugleich  noch  ganz  ausfallt,  noch  kleiner.  Die  Zahl  der  positi- 
ven ganzzahligen  Auflösungen  der  Gleichung  (1  )  ist  daher  jeden- 
falls begrenzt.   Betrachten  wir  dagegen  die  Gleichung  (2 ),  so  folgt 

c+  by 

daraus  x  =   -. 

a 

AVenn  wir  nun  hier  für  y  alle  positiven  ganzen  Zahlen  von 
0  bis  -|~  oc  einsetzen,  so  wird  stets  x  eine  positive  Zahl.   Von  der 
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ersten,  unter  a  liegenden  ganzen  Zahl,  welche  x  ganz  macht,  aus 
gerechnet,  macht  je  die  ate  x  nicht  nur  positiv,  sondern  auch 
ganz;  somit  ist  die  Zahl  der  Auflösungen  in  positiven  ganzen  Zah- 
len ebenfalls  noch  oo  gross.  Ganz  das  Gleiche  gilt  von  der  Glei- 
chung —  ax  -f-  hy  =  c. 

885.  Aufgabe.  Die  ganzzahligeu  Auflösungen 
von  2  Gleichungen  mit  3  Unbekannten  zu  finden. 

Seien  ax  -h  bx  -f-  cz  =  d  (1) 

a'x  +  b'y  -f-  r'z  =  d'  (2) 
unsere  Gleichungen.  Sollen  diese  gemeinschaftliche  ganzzahlige 
Auflösungen  zulassen,  so  ist  vor  Allem  aus  erforderlich,  dass  in 
jeder  derselben  die  Coeffizienten  von  j-,  y  und  z  keinen  gemein- 
schaftlichen Faktor  enthalten,  der  nicht  auch  im  ganz  bekannten 
Glied  vorkommt.    Denn  wenn  z.B.  a  =  am.  b  =  flm,  c  =  ym, 

indess  — -  gebrochen,   so  wurde  die  Gleichung  (1)  schon  für  sich 

allein  gar  keine  Auflösung  in  ganzen  Zahlen  zulassen.  Indem 
man  nämlich  (1)  durch  m  dividirt,  bekäme  man 

ax  -\-  ßy-\-yz  =  — . 

m 

W  as  für  ganze  Zahlen  man  nun  auch  an  die  Stelle  von  x, 
//  und  z  setzen  mag,  stets  wird  die  linke  Seite  eine  ganze  Zahl, 
die  rechte  Seite  aber  ist  gebrochen,  Gleichheit  zwischen  beiden 
daher  unmöglich. 

Diese  Bedingung  ist  also  absolut  nothwendig;  aber  sie 
ist  für  sich  allein  noch  keineswegs  hinreichend,  um  gemein- 
schaftliche ganzzahlige  Auflösungen  zuzulassen.  Es  müssen  viel- 
mehr auch  die  durch  Elimination  einer  Unbekannten  erhaltenen 
Gleichungen  noch  dieselbe  Eigenschaft  besitzen;  sonst  ist  die  Auf- 
lösung der  Gleichungen  (1)  und  (2)  in  ganzen  Zahlen  unmöglich. 
So  erfüllen  z.  B.  die  Gleichungen 

5a?  +  4y  —  3z  =  11 

4a?  -f-  7y  -f-  9s  =  26 
jene  erste  Bedingung  und  lassen  dennoch  keine  ganzzahlige  Auf- 
lösung zu.    Denn  wenn  wir  die  erste  mit  3  multipliziren  und  das 
Resultat  zur  zweiten  addiren,  so  erhalten  wir 

19#-hl9/y  =  59, 
welche  Gleichung  gar  keine  ganzzahlige  Auflösung  zulässt,  weil  die 
Coeffizienten  von  x  und  y  den  gemeinschaftlichen  Faktor  19  ha- 
ben, der  in  59  nicht  vorkommt. 

20* 
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Ebenso  unmöglich  wären  die  durch  Elimination  von  .r  oder 
y  erhaltenen  Combinationsgleichungen ;  die  eine  nämlich  ist 

)9y  +  51z       86  oder  fr±§*  =  ff, 
die  andere:      19a;—  57;  =  —  27  oder  x  —  %z  =  —  \ |, 
welche  beide  in  ganzen  Zahlen  unlösbar  sind. 

Wir  wollen  nun  das  für  die  Auflösung  unserer  Aufgabe  an- 
zuwendende Verfahren  an  speziellen  Beispielen  entwickeln. 
Seien  gegeben    1)  bx+ly —  4z  =  13 
2)  4x-f-  3#-h  5;  =  29, 
so  ergibt  sich  durch  Elimination  von  :  sofort 
(3)    4U-h47y  =  181. 
Hieraus  tolgt  zunächst 

181-47*/        .  17— 6y 

00  =       41        T         yH  41 


17 -6g 
41 


oder  a?  =  4  —  y  +  /:  wenn  /  = 

oder  41/  =  17  —  6y. 

Hieraus  folgt  weiter: 

17  41/  5 — bt 

»-  -V-=  *-«'  +  — 

oder  //  m  2  —  0/  -f-  5/',  wenn 

r  =  ~-jr-  "der      =  *  — ' 

oder  endlich  /  =  1  —  or. 

Wir  haben  demnach:      X  =  4  --  // -|- / 

y  *  2  -  01  -f-  6tf 

t  =  1  —  6/' 

und  wenn  den  Werth  von  /  in  die  Ausdrücke  für  y  und  für 
x  substituiren  und  gleichzeitig  im  letztern  y  durch  seinen  Werth 
ersetzen,  so  kommt  x  =  9-  47/' 
<y  =  —  4  -h  41/' 
als  allgemeine  Auflösung  der  Gleichung  (o).  Diese  Lösung  hat 
die  in  No.  230  gefundene  Form;  sie  ist  also  richtig,  sobald  nur 
x  ss  //  =  —  4  die  Gleichung  (3)  veritiziren.  Das  ist  aber  der 
Fall;  denn  es  wird  dann  4U+47>y=41.9— 47.1-369  — 188=181, 
also  gleich  der  rechten  Seite. 

Nun  fuhren  wir  diese  für  x  und  y  gefundenen  Werthe  in 
eine  der  beiden  Gleichungen  1  und  2,  z.  B.  in  die  2te  ein,  so  be- 
kommen wir  eine  Gleichung,  welche  nur  noch  z  und  /  enthält  und 
aus  welcher  daher  z  gefunden  werden  kann.  Wir  erhalten  nämlich : 
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4(9-  -47/')  +  3(— 4+410+5*  =  29 
oder  J6— 188*'— 12+123*'+5z  =  29 

24— 65f'+5;=29 
— G5^'+5-=  5  oder 

— iac+j  =  i  (4) 

woraus  folgt  :  -  =  1+1 3(. 

Die  sämmtlichen  gauzzahligen  Auflösungen  unserer  Gleichun- 
gen sind  demnach  enthalten  in 

x  =  9—47/' 

y  =  —4+41/' 

z  =  i+i  :V, 

wo  wir  für  t'  der  Keihe  nach  alle  positiven,  hernach  alle  negativen 
ganzen  Zahlen  zu  setzen  haben. 

Dem  l'sO  entspricht  die  Lösung  x  =  9 

2=  1 

Dem  t*  =  1        „         „       }i       x  =  — 38 

y«37 
;  =  14 

und  wenn  wir  fortfahren,  dem  /'  positive  ganzzahlige  Werthe  zu 
geben,  so  fallen  die  Werthe  von  x  sämmtlich  negativ,  die  von  y 
und  z  dagegen  positiv  aus.      Geben  wir  dem  /'  die  Gerthe  —  1, 

 2,  — 3  etc.,   so  werden  die  Werthe  von  x  positiv,  die  von  y 

und  z  dagegen  negativ.  Unsere  Gleichungen  haben  also  gar  keine 
Auflösungen  in  positiven  ganzen  Zahlen. 

Anmerkung.  In  diesem  Beispiel  nahm  die  durch  Substi- 
tution der  Auflösungen  der  Gleichung  (#)  in  eine  der  ursprüng- 
lichen Gleichungen  erhaltene  Gleichung  (4)  die  einfache  Form  an, 
dass  die  Unbekannte  z  gleich  den  Coeffizienten  1  hatte  und  daher 
unmittelbar  durch  dieselbe  Unbestimmte  V  ganzzahlig  ausgedrückt 
werden  konnte,  wie  x  und  y  es  bereits  waren.  Das  wird  im  All- 
gemeinen nicht  eintreffen;  man  hat  alsdann  die  Gleichung  (4)  d.h. 
die  Gleichung  mit  z  und  V  gerade  wie  die  Gleichung  (3)  zu  be- 
handeln und  '  muss  dann  schliesslich  nur  noch  x  und  y  in  Funk- 
tion derselben  Unbestimmten  ausdrücken,  durch  welche  %  selber 
dargestellt  ist. 

Wir  nehmen  als  zweites  Beispiel  folgende  Aufgabe: 
Eine  Zahl  zu  finden,  welche  durch  1  1,  1  7  und  23 
getheilt,  suecessive  die  Reste  4,  9  und  10  liisst. 
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Bezeichnen  wir  mit  N  die  zu  .suchende  Zahl,  so   wird  von 
ihr  verlangt: 

i    i        v  4 

i.  da«  lT=*+n 
2-       Ti  =  »  +  T< 

■V  10 
23=S+23' 
wo  x>  y  und  s  ganze  Zahlen  bezeichnen,  oder  dass 

I.  X=Ux-h4 
.    2.  .V=17y-f-9 

3.    JV=  23*4-10 
Hieraus  ergeben  sich  die  Gleichungen : 

I I.  /-I-4  =  17^4-9 
und                           lla;+4  =  23s+10 

welch  letzte  auch  durch:  1 7//-f-9=23s-t-10  ersetzt  werden  könnte. 
Bringen  wir  sie  auf  die  gewöhnliche  Form,  so  kommt : 

1.  llx— 17y=5 

2.  IIa; — 23s  =  6. 

Wir  haben  also  zwei  Gleichungen  mit  den  3  Unbekannten 
x,  y  und  z,  lmr  dass  die  Sache  hier  in  sofern  einfacher  als  im 
vorige  Fall  ist,  weil  jede  der  beiden  Gleichungen  nur  zwei  Unbe- 
kannte enthält,  man  also  nicht  erst  eine  der  drei  Unbekannten 
zu  eliminiren  braucht.    Aus  (1)  folgt: 

5-hl7#         '  54-% 

wen?  =  ~l  0fier  llt=b+6y  (3). 

Aus  (3)  folgt  y  =  —  =  /4-  —     =  /4-M  | 

o  o  \  6  / 

oder  5  f,,  wenn 

/— 1     •  „ 
^  =         oder  6* ,  =  /  —  1  (4) 

woraus  sich  ergibt:  /=l-f6/r 

Wir  haben  also  :  x—y-\-l 

y  =  t  -f-5/, 

/  =  l-f-6/, 

und  wenn  wir  rückwärts  substituiren,  so  kommt 
x  =  2  4-17/, 
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welche  Lösung  —  wie  man  sich  überzeugt  —  wirklich  die  Glei- 
chung (1)  verifizirt. 

Nun  setzen  wir  diesen  Werth  von  x  in  die  Gleichung  (2), 
so  kommt 

ll(2+170-23s=6 
oder  224-187*- 23z=6 

1871—  23**— 16  (4). 
Durch  Auflösung  dieser  Gleichung  findet  man 

wenn     l£±£i«  =/2  oder  16  4-3^  =  23/2  (a) 


23 

23j„— 16     _       -  f  2/2- 
llieraus  tolgt:  /,  =   -g  =  <t2 — D   3 


oder  / ,  =  —  5+  7/,  +- 1  v  wobei 

ta  =  H?£Z?  oder  Zt,  =  2«a  -  1  (ß) 

woraus  /  2  ~     ^      —  a  2 

oder  /  >  =  t3  wo 

oder  /,=-H-2/4  (y) 

Wir  haben  also        2=  8/ ,4-^2 

—  54-7(24-r^ 

/3=— 14-2/4 

Durch  Rückwärtssubstitution  bekommen  wir  der  Reihe  nach: 
f2=— 14-3J4 
f1==—  134-23*4 
t5=  —  1U54-187*4. 
Es  wäre  somit         /,== —  134-23/4 
s=~1054-187*4 
die  allgemeine  Auflösung  der  Gleichung  (4),  wie  man  sich  wieder 
leicht  überzeugt. 

Wir  haben  jetzt  nur  noch  y  und  r  in  Funktion  von  t%  aus- 
zudrücken, indem  wir  in  den  oben  für  x  und  y  gefundenen  W  er- 
then  tx  noch  durch  — 134-23/4  ersetzen,  wodurch 

a;=24-17^  ==24-17(—134--23^4)= -2194-39 1/4 
i/=l4-llr1-l-f-H(-134-23f4)=-  1424-253/4 
und  da  wir  /4   nicht  mehr  von  t:i  ,  t2   und   /,  zu  unterscheiden 
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n-'tlii-  lieben ,  .so  bezeichnen  wir  diese  Unbestimmte  einfach  durch 
/  und  haben  dann 

//=— 14-2+253/ 
105-f-187/. 

Nun  hat  unsere  Zahl  .V  die  3  Formen  :  110*4,  tTy+^Hirf 
23*+10  und  wenn  daher  die  Lösung  richtig,  so  müssen  nach  Sub- 
stitution der  für  x,  y  und  :.  &&^m  YVerthe  alle  diese  3  For- 
men übereinstimmen.    Mau  findet  nun: 

1)  \=ux+  4  =  ll(— 219+391*)+  4^—2405+48011 

2)  JV=17y+  9=17(— 142+253/)+  9  =  -  24O5+430W 

3)  ^=23H-10-23r-K)54-187/)+10=— 24(^54-4301/. 
Unsere  Zahl  oder  vielmehr  alle  Zahlen  mit  den  verlangten 

Eigenschaften  sind demnach enthalten  in  der  Form:  — 2405+43< » 1 1 
wo  4301  durch  II.  17  und  23  theilbar  ist,  der  erste  Theil  aber 
die  verlangten  Reste  liefert. 

Wir  bekommen  demnach  die  ganze  Reihe  der  gesuchten 
Zahlen,  wenn  wir  in  dem  für  N  gefundenen  Ausdruck  -  2405  + 
4301/  successive  /=(),  1,  2,  3  etc.  und  dann  noch  —1,  —2,  —3 
etc.  setzen. 

t=0  gibt  A  =  — 2405 
/  =  1  gibt  V=  — 2405+4301  =  1890 
'=2  gibt  A=— 2405  +  8602=6197 
t=3  gibt  A  =  -24054-1 2903  =  10498  etc., 
wo  189n  die  kleinste  positive  Zahl  ist,  welche  den  gestellten  Be- 
dingungen Geniige  leistet. 

236.  Aufgabe.  Die  -anzza  hligen  Auflösungen 
von  m  Gleichungen  mit  m  +  1  Unbekannte,  zu  finden. 

Den  Fall  von  zwei  Gleichungen  mit  3  Unbekannten  haben 
wir  eben  behandelt.  Nehmen  wir  zunächst  3  Gleichungen  mit  den 
4  Unbekannten  ,/;,  y}  z  und  u,  so  schlagen  wir  folgenden  Gang  ein  : 
Wir  eliminiren  eine  der  Unbekannten,  z.  B.  zwischen  der 
ersten  und  jeder  der  beiden  andern  Gleichungen  und  kommen  so 
zu  2  Gleichungen  mit  3  Unbekannten;  Zwischen  diesen  2  Glei- 
chungen eliminiren  wir  eine  zweite  Unbekannte  z  und  erhalten  so 
eine  Gleichung  mit  den  2  Unbekannten  x  und  y. 

Nun  benutzen  wir  statt  des  Systems  der  3  ursprünglichen 
Gleichungen : 

1)  eine  Gleich  nag  des  ersten  Systems,  die  wir  durch 
flißi  y->  zi  u)  =  0  bezeichnen  wollen; 
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2)  eine  Gleichung  des  2ten  Systems,  die  wir  durch 

f,(x,  y,  z)  =  0  bezeichnen  wollen; 
\S)  die  letzte. Gleichung  zwischen  x  und  y,  die  wir  durch 

[^(x,  y)  =  0  bezeichnen  »wollen. 

Durch  Auflösung  dieser  letzten  bekommen  wir  x  und  //  aus- 
gedrückt in  Funktion  einer  Unbestimmten  /. 

Indem  wir  deren  Wertlie  einführen  in  die  Gleichung 
f,(x,  %  z)  =  Ö 

bekommen  wir  eine  Gleichung  zwischen  (  und  z  allein,  aus  wel- 
cher diese  zwei  Unbekannten  in  Funktion  einer  neuen  Unbe- 
stimmten /,  berechnet  werden  können;  den  Werth  von  t  führen 
wir  auch  in  die  frühem  Werthe  von  x  und  y  ein  und  haben  dann 
die  3  Unbekannten  g,  y  um!  i  >iimmtüch  durch  die  Unbestimmte 
/,  ausgedrückt. 

Wenn  wir  endlich  die  Werthe  von  r,  y  und  z  in  die  Glei- 
chung /(x,  y,  z,  u)  =0  bringen,  so  erhalten  wir  sofort  eine  Glei- 
clii.ng  zwischen  m  wA  tt  ,  aus  welcher  u  und  /,  durch  eine  neue 
Unbestimmte  ausgedrückt  werden  können:  schliesslich  hat  man 
nur  noch  die  3  übrigen  Unbekannten  % ,  y  und  z  ebenfalls  durch 
die  letzte  Unbestimmte  t.>  auszudrücken. 

Ganz  den  gleichen  Gang  schlagen  wir  ein,  wenn  wir  vier 
( Jleichungen  mit  ö.  6  Gleichungen  mit  G.  allgemein  m  Gleichungen 
mit  vi  +  1  Unbekannten  aufzulösen  haben. 

Bezeichnen  wir  die  w-f-1  Unbekannten  mit  x{^x^x:l  xm 

und  $mjL\ ,  so  können  wir  wieder  zuerst  .t,„4-i  zwischen  der  ersten 
der  in  Gleichungen  und  jeder  der  (tu  —  l  )  übrigen  eliminiren,  wodurch 
wir  m — 1  ( Jleichungen  mit  den  m  Unbekannten  .i,,  x.v  a?3  bis  xm 
erhalten.  Zwischen  der  ersten  dieser  m — 1  ( Bleichlingen  und  jeder 
der  in — i  übrigen  eliminiren  wir  eine  zweite  Unbekannte  ./',„,  so 
bekommen  wir  ein  neues  System  von  (m  —  2)  Gleichungen  mit 
in  1  Unbekannten.  Indem  wir  zwischen  der  ersten  von  diesen 
und   jeder  der  m  übrigen  Gleichungen  eine  3te  Unbekannte 

xm-i  eliminiren,  kommen  wir  auf  m  — ö  Gleichungen  nut  m  —  2 
Unbekannten.  Auf  deich«-  Weise  lortfahrend  gelangen  wir  zu 
2  Gleichungen  mit  3  und  hierauf  endlich  zu  einer  Gleichung  mit 
2  Unbekannten  x{  und  x 

Staü  der  ursprünglichen  ///Gleichungen  mit  r/H-1  Unbekann- 
ten benutzen  wir  nun  von  jedem  der  m  Systeme  je  eine  Gleichung 
und  verwenden  auf  diese  Weise  m  Gleichungen,  deren  erste  alle 
/n-\-l  Unbekannten,  die  2te  ///,  die  3te  m — 1,  die  4te  m — 2  etc.. 


—   314  — 


die  (m— l)te  3,   die  letzte  oder  rote  nur  noch  2  Unbekannte  x{ 
und  x2  enthalt.    Aus  dieser  letzten  tiuden  wir  sofort  xt  und  x<> 
ausgedrückt  in  Funktion  einer  Unbestimmten  /-,    indem   wir  diese 
Werth*  in  die  vorletzte  Gleichung-  einführen,    bekommen  wir  eine 
Gleichung  zwischen  x:i  und  f,  durch  deren  Auflösung  xt  und  /  in 
Punktion  einer  neuen  Unbestimmten  /,   ausgedrückt    werden  und 
indem  wir  den  Werth  von  %  auch  in  die  Werthe  von  x{  und  x  ,  einfüh- 
ren, bekommen  wir  a;,,  x.,  und  xA  in  Funktion  von/,  ausgedrückt. 
Diese  Werthe  Von  Sj  y  a?2  und  ^  setzen  wir  in  die  vorangehende  Glei- 
i  liung,  so  bekommen  wir  eine  Gleichung  zwischen  x^  und  r1?  durch  de- 
ren Auflösung  xA  und  /,  in  Funktion  einerneuen  Unbestimmten 
ausdrückbar  sind.    Ebenso  drücken  wir  dann  auch  ./;,.  *  und  x\ 
durch  fj  aus.    Diese  4  Werthe  von        jc2,  ./.,    und   x4  bringen 
wir  in  die  vorangehende  Gleichung,  bekommen  dadurch  eine  Glei- 
chung zwischen  x^  und   /.,,   deren  Werthe   wir  durch  Auflösung 
dieser  Gleichung  in  Funktion   einer   neuen  Unbestimmten  aus- 
drücken.   Ebenso  berechnen  wir   durch  Substitution   des  Werthes 
von  t2  in  a?l?  x2,  #3  und  a;4  auch  diese  in  Funktion  von  und 
fahren  so  tort,  bis  sämmtliche  Unbekannte  durch  die  nämliche  Un- 
bestimmte ausgedrückt  sind,  an  deren  Stelle  man  dann  nur  succes- 
sive   alle    positiven    und    negativen   ganzen    Zahlen  einzusetzen 
brauchte,  um.  sämmtliche  ganzzahlige  Auflösungen  unserer  m  Glei- 
chungen mit  m-r-1  Unbekannten  zu  erhalten. 

Wir  wollen  als  Beispiel  noch   3  Gleichungen   mit   4  Unbe- 
kannten lösen. 

Aufgabe:  Welche  Zahlen  lassen,  durch  5,  6,  7  und  8  ge- 
theilt, der  Reihe  nach  die  Reste  3,  1,  0  und  5? 

Bezeichnet  man  mit  N  die  zu  suchende  Zahl,  so  muss  sie 
1.,  durch  5  getheilt   einen  gewissen  ganzen  Quotienten  x  und 
einen  Rest  3, 

i\,  durch  G  getheilt  einen  ganzzahligen  Quotienten  y  und  einen 
Rest  1, 

3.,  durch  7  getheilt  einen  Quotienten  z  und  den  Rest  0, 
4.,  durch  8  getheilt   einen  Quotienten  v  und  den  Rest  5  geben. 
Man  hat  daher, 

1.  A=5#-*-3 

2.  .V=6y-f-l 

3.  IV  =  lz 

4.  AT=8m+ö 

und  bekommt  daher  folgende  3  Gleichungen: 
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1.  5a;-f-3=fy/-hl 

2.  5a;  4- 3= 7s 

wo  statt  rler  zweiten  auch:  6i/4-l=  <"s,  statt  der  .iten:  6//4-1  =k8iM-6 

oder  7s  =  8m-|-5   gesetzt  werden  könnte. 

Wir  haben  hier  wieder  den  einfachem  Fall,   dass  nicht  alle 

1   Unhekannten  in  jeder  Gleichung  vorkommen;   wir  haben  daher 

gar  keine  Eliminationen  nöthig,  um  zu   einer  Gleichung  mit  zwei 

Unbekannten  zu  gelangen.    Nehmen  wir  gerade  die  erste 

(1)    :>',/;-H$  =  6t/+l 

6  m— 2          tj— 2 
so  folgt  daraus:  x*=-^ —  =  <H  ^~  ==#~H* 

/  =  ^-g—  °der  y — 2  =  5/ 

oder  y=  2-1-5/. 
Dotch  Auflösung  von  (1)  haben  wir  also  gefunden 
y  =  2+bt 
.r  =  2  +  6/. 

Nun  setzen   wir  entweder  a;  =  24-b7  in  die  Gleichung  (2) 
oder  dann  y«*2-h5j  in  die  die  Gleichung  (2)    ersetzende  Gleichung 
tiy-\-l  —  lz.    Durch  die  erste  Substitution  ergibt  sich: 
5(2-+-6/)-r-3  =  7s 
104-30/4-3  =  7s 
30/-f-l  3= 7a?  oder 
7  s— 30/  =  13  (4) 
zu  welcher  Gleichung  wir  auch  gelangt  waren,  wenn  wir  die  Glei- 
chung %-K  =  7s  für  y  den  Werth  2-|-5/  gesetzt  hätten. 
Aus  dieser  Gleichung  (4)  ergibt  sich 

oder         i  —  1  -f-4/4-2/ , ,  wenn 

3-4-/  •  i 

V-  as?  /,  oder  3-W=7/,  gesetzt  wird. 

Hieraus  aber  folgt  /= — 34-7/,,  und  wenn  wenn  wir  diesen 
einführen  in  den  Werth  von  s,  so  kommt 

z  - 1  _j_4(  _  34-7/ ,  )4-2/ 1  =  1 — 1 24-28/ , 4-2/ , 
oder  s  =  —  1 1  +30/ , .    Somit  ist 

*Ä    114-30/,        Auflösung  der  Gleichung  (4). 
und     /  —  —  34-  7/, 

Aus  Auflösung  der  Gleichung  (1)  fanden  wir  aber  ys=2  f5/ 
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und  $»2+6/  und  wenn  wir  hier  auch  noch  /  durch  /,  ersetzen, 
sm  ergibt  sich:  #  =—16-1-12/, 

!/  =  — 13-1-35/,  und  wir  haben  jetzt  x.  y 
und  z  durch  die  eine  Unbestimmte  /,  ausgedrückt.  Setzen  wir 
nun  diese  Werthe  in  die  3te  Gleichung  5a+3=8//+o  oder  in 
eine  der  sie  ersetzenden  Gleichungen  6/y+l  =  Sn+ö  oder  7s  =  8w+5, 
so  bekommen  wir  als  linke  Seite  einer  jeden  —  77+210/,,  so  dass 
wir  also  aus  der  3ten  Gleichung  die  folgende  bekommen : 
—  77+210^=8^-1-5  oder 
210/,—  8n=82  (5) 

folgt:  „«7*?^  *_l^fl+^l 


woraus 


oder 


sobald 


—  10+2»^  +  ^  — Offenbar  wird  ,/  ganz, 


-  einer  ganzen  Zahl  t.,  gesetzt  wird.    Wir  bekom- 
men daher  die  Bedingungsgleichung 

— 1— u 

 =  f-  oder 

4 

—  1+/,  =  4/2,  woraus  dann 

/,  =  l+4/2  sich  ergibt.     1  )icscs  eingeführt 
in  den  Werth  von  u  gibt: 

U =—  1 0+26/ ,  +/  s  =—1 0+26(1+4/ ,, )+/ , 
oder  K=l6+106f2. 

Wir  haben  also  als  Auflösung  der  Gleichung  (5),  die  wir 
auch  durch  Entfernung  des  gemeinschaftlichen  Faktors  2  in  der 
einfachem  Form 

105/,—  4?/=41  (5) 
schreiben  können,  gefunden: 

/,=  t+4t2 
U  =16+1 08^ 

deren  Richtigkeit  man  sofort  erkennt.  Führen  wir  den  Werth 
(i  ==l+4/j  auch  in  die  oben  gefundenen  Werthe  von  x,  \j  und  % 
ein,  so  erhalten  wir  als  Auflösung  unserer  8  Gleichungen  mit  4 
Unbekannten : 

x-=26+168/2 
,/.=  22+1  40/~ 
s=rl9+120/2 
?/  =  16+l(i5/2. 

Xun  hatten  wir  für  V  die  4  Formen:  6^+1,  Tz  und 
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8m-{-5,  von  welchen  jede  die  gesuchte  Zahl  liefern  muss,  sobald 
wir  die  darin  vorkommende  Unbekannte  durch  ihren  hier  gefun- 
denen Werth  ersetzen.    Wir  finden  s<> 

1 .  .Y=5a?+3  =  5(26+1 68f2  )+3  =-= 1 33*844 >/ , 

2.  iY=6.y-r-l=6(22-r-140/o)-r-1^133-t-840^ 
:s.  .V=7c:  =  7(19+120/,)  =l:>»3-f84()/ , 
4.    A=8a/4-5  =  8(lGH-105/2)-r-f)  =133+840/2 

Die  gesuchten  Zahlen  sind  daher  alle  in  Form  133+81"/, 
enthalten,  aus  der  sie  hervorgehen,  wenn  man  für  l,  ganz  belie- 
bige positive  oder  negative  ganze  Zahlen  setzt. 

für  t2  =     0  |      1  |       2  |      3  |      4  bekäme 
man  ff«  133  |  973  \lSlS\  2653  |  4333 
u.  s.  f.   welche,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  alle  die  verlangten 
Eigenschaften  besitzen. 

•2:>7.  Aufgabe.  Eine  Gleichung  mit  mehr  als 
zwei  Unbekannten  in  ganzen  Zahlen  aufzulösen. 

Wir  wollen  hier  nur  noch  den  Fall  einer  Gleichung  mit  3 
Unbekannten  betrachten. 

Sei  ax-t-by-t-cz  =  (l  unsere  Gleichung,  so  ist  vor  Allem  aus 
erforderlich,  dass  die  Coeffizienten  a,  b  und  c  keinen  gemein- 
schaftlichen Faktor  enthalten,  der  nicht  in  d  vorkommt;  sonst 
würde  aus  früher  angegebenen  Gründen  die  Auflösung  der  Glei- 
chung in  ganzen  Zahlen  unmöglich. 

Haben  sie  aber  einen  Faktor,  der  auch  in  d  vorkommt,  so 
entfernen  wir  diesen  erst  durch  Division ;  dann  sind  folgende  Fälle 
zu  unterscheiden : 

1.  Unter  den  3  Coeffizienten  a,  b  und  c  sind  wenigstens 
zwei,  welche  prim  unter  sich  sind  (entweder  a  und  b  oder  a  und 
c  oder  b  und  *;),  wie  z.B.  in  12;c+lli/+l  5s  =  141,  wo  12  und 
1 1  unter  sich  prim  sind,  —  oder 

2.  Es  haben  je  2  der  3  Coeffizienten  einen  gemeinschaft- 
lichen Faktor,  so  dass  also  keine  zwei  derselben  unter  sich  prim 
sind,  wie  z.B.  12u  +  l o//+20s  =  181, 

wo  12  und  15  den  Faktor  3, 

12  und  20  den  Faktor  4, 
15  und  20    „        n      5  gemein  haben. 
1.  Fall.    Seien  2  der  3  Coeffizienten,  etwa  a  und  h,  prim 
unter  sich,  so  können  wir  die  Gleichung  zunächst  so  schreiben  : 
ax+by  =  d — cz  oder  d — CZ  —  f  gesetzt : 
ax+by  =  f  (I). 
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Xacli  Satz  --'l':'  tnnse  diese  GU-ichung  gauzzahlige  Auflösun- 
gen  zulassen  und  wenn  wir  dieselbe  nach  einer  der  angegebenen 
Methoden  lösen  ,  so  bekommen  wir  x  und  y  ganzzahlig  in  Funk- 
tion einer  Unbestimmten  /  und  der  Grösse  f=d — es  ausgedrückt, 
so  dass  wir  dann  auch  dem  z  ganz  beliebige  ganzzahlige  Werthe 
beilegen  können. 

Beispiel.  Sei  V2x-hlly+lbz  =  141  (1)  unsere  Gleichung, 
so  folgt  daraus 

12j-4-ll«/=-=  141— 152  oder 
12j;-f-lly  =  f  (1«) 
wenn  /  =  1 41 — 15z.    Aus  (la)  folgt: 

/"— 12*  .  f—x 

wu  */  ganzzahlig  wird,  wenn  —-^  &anz  ist-     Malier  setzen  wir 

~-  =  t  oder  / — x  =  11/, 
woraus  folgt  x=f—\\t\  daher  dann  — j -f-/  =  — = 

— f-\-V2t.  Wir  haben  somit  als  Auflösung  unserer  Gleichung  (l,a): 
x=/— 11/ 

</  *= — /4-12f  oder  für  /*  den  Werth  141 — 15s  eingeführt,  bekom- 
men wir  als  ganzzahlige  Auflösung  der  Gleichung  (1): 

x  =  141  —  152—11/  j 

/y  =  —  141-H52-H2*!  ^ 
wo   nun  für  /  und  z   beliebige  ganze  Zahlen  gesetzt  werden  kön- 
nen.    Dass  die  Gleichung  (1)  wirklich  durch   die  unter  ß  aufge- 
führten Werthe  verifizirt  wird,  ist  leicht  zu  prüfen.    Setzen  wir  sie 
ein,  s<»  bekommen  wir: 

12a;4-ni/4-15s=12(141— 15c— ll/)4-ll(— 14l4-l52-f-12/)-f-152 
=  12.141— 12.1 52—12.11/— 11. 141-f-l  l.l 5c-|-l  1.12/-f-l 5o 
as  12  ...141— Ii ,  141— 12, 15*4-11. 15*-  12.11/4-11. 12h-15s 

141  —lös" 
=  141—152+152  =  141 
und  das  ist  gerade  die  rechte  Seite  unserer  Gleichung. 

2.  F  all-:  Wir  wollen  nun  annehmen,  es  seien  von  den  3 
(  oi't'iizionten  «,  b  und  c  auch  nicht  zwei  unter  sich  prim,  so  wer- 
den z.B.  a  und  b  einen  gemeinschaftlichen  Faktor  //  enthalten. 
Wenn  dann  a  —  a'h,  b  =  b%  so  verwandelt  sich  unsere  Gleichung 
in  a'Aw+b'hy  =  d — cz  oder 

a'x+h'y  =  (l~^-z  (2) 
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Offenbar    können  x  und  y  nur  dann   ganzzahlig  ausfallen, 

d — cz  . 

— r —  em< 
// 

gungsgleichung: 


wenn  — - —  eine  ganze  Zahl  ist.    Wir   haben  daher  die  Bedin- 


gt— cz  , 
— r —  =  t  oder 
// 

cz+ht  =  d 

so  dass  wir  die  2  Gleichungen  bekommen: 
a>'x+Vy  =*t  (2) 
c%+ht  «d  (3) 

Mau  kann  nun  die  Gleichung  (2)  auflösen  und  tindet  dann 
x  und  y  ausgedruckt  in  Funktion  von  t  und  einer  unbestimmten 
Grösse  n.  Ebenso  kann  man  die  Gleichung  (3)  in  ganzen  Zahlen 
auflösen ;  denn  da  a,  h  und  c  prim  unter  sich  sind,  so  muss  der 
grösste  gemeinschaftliche  Divisor  h  zwischen  a  und  b  nothwendig 
prim  zu  c  sein.  In  der  Gleichung  (3)  sind  daher  die  Coeffizien- 
ten  c  und  h  der  beiden  Unbekannten  z  und  l  prim  unter  sich ; 
folglich  lässt  die  Gleichung  (ß)  ganzzahlige  Auflösungen  zu.  Wir 
können  daher  die  Werthe  von  z  und  /  in  Funktion  einer  neuen 
Unbestimmten  /,  ausdrücken  und  indem  wir  dann  den  Werth  \  <>n 
t  auch  in  die  Ausdrücke  für  x  und  y  einführen,  bekommen  wir 
x,  y  und  z  ausgedrückt  in  Funktion  von  tt  und  w. 

Beispiel.    Sei  gegeben  die  Gleichung 

12aj+l%+2lOa  =  181 

so  folgt  daraus :  1 2x+ 1 5 y  =  181  — 20z 

.     .      t        181— 20z 

oder  4j;-f-5?y  =  . 

o 

Damit  diese  Gleichung  ganzzahlige  Auflösungen  zulasse,  ist  erfor- 
derlich, dass 

181—  20z  .       ,    .  v  ii  u  t 
 -  =/,  wo  /  irgend  eine  ganze  Zahl  bedeutet^ 

oder  dass 

3/+20ä  =  181 
Wir  haben  daher  die  2  Gleichungen: 

(1)  4a?+5y  =  / 

(2)  3H-20s  =  181 

a        n  j      •  / — %  t — y  t — y 

Aus  ([)  linden  wir:  x  =  ■  = — y-\ — -2 ~  l{  wo  i 
=  //  oder  f-  -  </  5s=  4/t  oder  //  •■=  / —  I  u. 
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Es  ist  daher  dann  x  =  — (/ — 4;/)  +«= — f+5w  und  wir  ha- 
ben demnach  als  Auflösung  der  (ileiehung  (1): 
x  =  — t-t-bn 
y  =  t — 4  ?i, 

von  deren  Richtigkeit  man  sich  sofort  überzeugt. 

Nun  lösen  wir  die  Gleichung  (2)  auf.    Man  hat 

181—  20s         •       n  l-2s 
1=  =  60— 63H  ^ — =  bO-üs+f, 

1  —  2z 

wo    tt  =  - —   oder  3f,+2s  =  1. 
Hieraus  folgt  wieder 

*—  'i  i 
wo  /2  =    — ~ —  oder 

2/.,+/4  =  1.    Daraus  ergibt  sich 
=  1  —  2t. ,  ;  somit 
I  =  60— 6«+/, 
%  =  —  /,+/,, 
und  /i  =  1 — 2/2 

Durch  Substitution  des  Werthes  von  l{  in  den  für  z  und  /  finden 
wir  z  =  — l+3/2 

t  =  ö7 — 2(>/., 

Von  der  Richtigkeit  dieser  Lösung  überzeugt  man  sich  wieder  leicht, 
denn  es  ist 

St -f  20z  =  3(67— 20/2)+20(  — 1+3/,) 

=  201—  6Qtz—  2<)  +  60t9  =  2ni—20—  181. 

Führen   wir    schliesslich   noch   den  Werth   von  /  ein  in  die 
früher  gefundenen  Wer; he  von  X  und  y,  80  kommt 

j;=-  /+5w=— (67— 20/2)+5w==-  67+20/.H  f», 
und        y  =  t— 4m=67— 20/2— 4//. 

Die  säinmtlichcn  ganzzahligen  Auflösungen  der  Gleichung 
12a;+15y+20s==181 
sind  demnach  enthalten  in 

x— — 67+  20/2+  bn  j 

*  =  —  1+  3/">  I 
wo  man  für  //  und  t  >  alle  ganzen  Zahlen  setzen  darf    Für  t2=ü 
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nnd  m=0  bekäme  man  die  Losung:  x= — 67.  y=-\-Cu,  c=— 1, 
welche  die  Gleichung  wirklich  veritizirt.  und  von  der  Richtigkeit 
der  allgemeinen  Auflösung  (a)  überzeugt  man  sich  ebenfalls  leicht 
durch  Substitution  dieser  Werthe  in  die  linke  Seite  unserer  Gleichung. 


Zweiler  Abschnitt. 

C  o  in  b  i  n  5i  t  i  o  ii  sl  e  Ii  r  e« 

238.  Unter  Complexionen  oder  Combinati  onen 
im  weitern  Sinn  verstehen  wir  jede  Verbindung  zweier  oder 
mehrerer  Grössen,  wobei  die  Art  der  Verbindung  (ob  durch  Addi- 
tion, Multiplikation  etc.  oder  auch  durch  blosses  Nebeneinander- 
stellen) nicht  in  Betracht  kommt.  Wenn  m  die  Zahl  der  vorhan- 
denen Elemente,  so  sind  zunächst  zwei  Arten  von  Verbindungen 
denkbar: 

1.  solche,  bei  welchen  in  jeder  einzelnen  Verbindung  sammtliche 
m  Elemente  vorkommen,  die  sich  daher  nur  durch  die  A  u  f- 
ein  an  der  folge  oder  die  Anordnung  der  Elemente  un- 
terscheiden-, sie  heissen  Permutationen; 

2.  solche,  bei  welchen  immer  nur  eine  bestimmte  Anzahl  der 
m  Elemente  in  jeder  einzelnen  Verbindung  vorkommen,  z.  B. 
je  zwei,  je  drei,  etc.    Diese  letzten  zerfallen  dann  in 

a.  Variationen, 

b.  Combi nati onen  im  engern  Sinn. 

Verbindet  man  nämlich  je  2  Elemente  so  mit  einander,  dass 
jede  einzelne  Verbindung  sich  von  allen  übrigen  entweder  durch 
die  in  ihr  vorkommenden  Elemente  oder  dann  wenigstens  durch  die 
Anordnung  dieser  Elemente  unterscheidet,  so  nennt  man  diese  Ver- 
bindungen Variationen  der  2ten  Klasse.  Verbindet  man 
in  gleicher  Weise  je  3,  4,  5  ...  .  bis  r  von  den  m  Elementen,  so 
erhalt  man  Variationen  der  3ten.  4ten,  5ten  bis  rten  Klasse.  Man 
versteht  demnach  unter  Variationen  von  m  Elementen  zur  rten 
Klasse  die  Verbindungen,  welche  man  erhält,  wenn  man  je  r  von 
diesen  m  Elementen  auf  alle  möglichen  Arten  an  einander  reiht. 

Comb  inationen  von/ii  Elementen  zur  2ten  Klasse 
sind  dagegen  die  Verbindungen   aus  je  zwei  der  m  Elemente  in 

Orelli,  Algebra.  *2te  Auflage.  21 


—   322  — 


der  Art,  dass  jede  einzelne  Verbindung'  von  allen  übrigen  sich 
durch  die  in  ihr  vorkommenden  1  demente  selber  unterscheidet. 
Ebenso  versteht  man  allgemein  unter  Oombinationen  von  m  Ele- 
menten zur  rfceil  Klasse  die  Verbindungen,  welche  sich  ergeben, 
wenn  man  je  r  von  diesen  m  Elementen  so  an  einander  reiht, 
dass  sich  jede  einzelne  Verbindung  von  allen  übrigen  durch  die 
in  ihr  vorkommenden  Elemente,  selber  unterscheidet,  so  dass  also  aucli 
nicht  zwei  solcher  Verbindungen  aus  denselben  Elementen  beste- 
hen können.  Denkt  man  sic  h  die  Elemente  durch  Multiplikation 
verbunden,  so  sind  die  Oombinationen  der  ?ten  Klasse  nichts  an- 
deres, als  die  sämmtlichen  verschiedenen  Produkte,  welche 
man  aus  je  r  von  m  Faktoren  bilden  kann.  Da  die  Variationen 
einer  Klasse  sich  von  einander  unterscheiden  entweder  durch  die 
Elemente  selber  oder  dann  auch  bloss  durch  ihre  Anordnung,  so 
kommen  unter  den  Variationen  einer  Klasse  auch  gleiche  Pro- 
dukte vor,  während  die  Permutationen  irgend  einer  Klasse  lauter 
gleiche,  nur  durch  die  Aufeinanderfolge  ihrer  Faktoren  sich  un- 
terscheidende Produkte  enthalten.  In  allen  diesen  Verbindungen 
werden  die  Elemente  selber  als  die  erste  Klasse  der  Verbin- 
dungen betrachtet. 

239.    Aufgabe.    Die  Variationen  von  ^  Elementen 
zur  2ten,  3ten,  4ten  .  .  .  .  rten  Klasse  zu  bilden  und 
vihre  Zahl  zu  bestimmen. 

Seien  a,  6,  er/,  e  .  .  .  ?.  A*  die  m  gegebenen  Elemente,  so 
verfahren  wir,  um  die  Variationen  der  2ten  Klasse  zu  bilden,  in 
folgender  Weise: 

Wir  verbindeu  das  erste  Element  a  successive  mit  jedem  der 
m — 1  übrigen  Elemente  und  erhalten  so  die  Verbindungen:  ab, 
ac,  atL  ae  .  .  .  .  ak. 

Nun  nehmen  wir  das  zweite  Kleinem  b  und  verbinden  es 
wieder  mit  jedem  der  (/// — 1)  übrigen  Elemente,  wodurch  die  Ver- 
bindungen ba,  f>c,  bd  .  .  .  .  bk  entstehen.  Indem  wir  in  gleicher 
Weise  jedes  der  m  Elemente  mit  allen  m — 1  übrigen  verbinden, 
erhalten  wir  folgende  Verbindungen: 

1.  ab,  f/c,  ad,  ae  .  .  .  .  ak 

2.  ba,  hc,  bd,  be  .  .  .  .  bk 

3.  ca,  cb,  cd,  ce  .  .  .  .  ck 


in.    ka,  kbt  kc,  fed, 


.  ki 


—    323  — 


Wir  haben  also  in  Reiben  und  in  jeder  m — 1  Verbind ungen ; 
folglich  ist  die  Gesammtzahl  aller  dieser  Verbindungen  —  ou  m — 1). 
Das  sind  aber  offenbar  alle  nur  möglichen  Verbindungen,  die  man 
mit  je  zwei  der  m  Elemente  machen  kann.  Betrachten  wir  näm- 
lich irgend  eine  Verbindung  aus  zwei  der  m  Kiemente,  z.  B.  hg, 
so  muss  diese  unter  den  obigen  Verbindungen  vorkommen )  denn 
wir  haben  ja  der  Reihe  nach  jedes  der  m  Elemente,  also  aucli 
das  Element  //,  genommen  und  es  successive  mit  jedem  der  m — 1 
übrigen  Elemente,  also  auch  mit  </,  verbunden,  wodurch  wir  die 
Verbindung  hg  erhielten;  es  kommt  folglich  das  Produkt  hg  je- 
denfalls unter  den  obigen  m(ni  -1)  Produkten  vor.  Da  man  nun 
das  Gleiche  von  jeder  Verbindung  aus  irgend  zwei  der  ///Elemente 
zeigen  kann,  so  ist  man  sicher,  auf  diesem  Wege  die  sammtlichen 
Variationen  der  m  Elemente  zur  zweiten  Klasse  erhalten  zu  ha- 
ben    Bezeichnet  also  Ym  die  Anzahl  dieser  Variationen  zur  2ten 

Klasse,  so  hat  man:  Vm— m{m — 1J. 

Um  die  Variationen  der  dritten  Klasse  zu  bilden,  gehen  wir 
aus  von  den  Variationen  der  zweiten  Klasse.  Nehmen  wir  die 
erste  Variation  ab  der  2ten  Klasse  und  verbinden  sie  successive 
mit  jedem  der  m — 2  nicht  in  ihr  vorkommenden  Elemente  c,  d, 
e  .  .  .  fc,  so  erhalten  wir  die  m  —  2  Verbindungen  abc,  abd, 
abc  ....  abk  der  3ten  Klasse.  Nun  nehmen  wir  die  zweite  Va- 
riation ac  der  2ten  Klasse  und  verbinden  sie  ebenfalls  mit  jedem 
der  /// — 2  nicht  in  ihr  vorkommenden  Elemente,  so  bekommen 
wir  aus  dieser  zweiten  Variation  der  2ten  Klasse  wieder  m — 2 
neue  Variationen  der  3ten  Klasse.  Indem  wir  auf  gleiche  Weise 
jede  Variation  der  zweiten  Klasse  mit  jedem  der  m  —  2  nicht  in 
ihr  vorkommenden  Elemente  verbinden,  liefert  jede  Variation  2ter 
Klasse  m  —  2  neue  Variationen  der  dritten  Klasse;  es  ist  folg- 
lich die  Anzahl  der  Variationen  der  3ten  Klasse  (jft — 2) mal  so 
gross,  als    die   Anzahl  der  Variationen  der    2ten   Klasse,  somit 

F„,=  Vm  .  (w  —  2)  =  m(m-  1)  (m — 2).  Dassbei  diesem  Verfahren 
keine  Variation  der  3ten  Klasse  übergangen  wurde,  ist  wie- 
der sehr  leicht  einzusehen.  Betrachten  wir  nämlich  beliebige 
von  den  m  Elementen,  z.  B.  A\  /  und  r/,  so  kommt  ihr  Produkt 
jedenfalls  unter  den  obigen  Verbindungen  vor;  denn  man  hat  ja 
der  Reihe  nach  jede  Variation  der  2ten  Klasse,  also  auch  kf,  mit 
jedem   nicht  in  ihr  vorkommenden  Element,   also  auch  mit  //, 

21* 
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verbunden,  wodurch  die  Variation  kfd  entstand.  Man  ist  daher 
sicher,  auf  diesem  Wege  sämmtl  i  che  Variationen  der  3ten  Klasse 
erhalten  zu  haben. 

Um  allgemein  die  Variationen  der  rten  Klasse  zu  bilden, 
gehen  wir  aus  von  den  Variationen  der  (r — l)ten  Klasse.  Den- 
ken wir  uns  die  erste  Variation  der  (r — 1)ten  Klasse,  so  kom- 
men in  derselben  r — 1  Elemente  vor;  da  wir  aber  im  Ganzen  m 
Elemente  haben,  so  gibt  es  noch  m — (f — l)  =  m — r-f-1  Elemente, 
die  nicht  in  jener  ersten  Variation  enthalten  sind.  Indem  wir 
nun  diese  erste  Variation  der  (r — l)ten  Klasse  der  Reihe  nacli 
mit  jedem  der  m — r-H  nicht  in  ihr  vorkommenden  Elemente 
verbinden,  entstehen  aus  dieser  ersten  Variation  der  (r — l)ten 
Klasse  gerade  m — r-f-1  neue  Variationen  der  rten  Klasse.  Wenn 
wir  nun  das  Gleiche  mit  jeder  Variation  der  (r — l)ten  Klasx 
vornehmeii  d.h.  jede  derselben  mit  allen  m — rf-1  nicht  in  ihr 
vorkommenden  Elementen  verbinden,  so  liefert  jede  Variation 
der  (r — l)ten  Klasse  m — r-f-1  neue  Variationen  der  rten  Klasse 
und  es  ist  somit  die  Variationszahl  der  rten  Klasse  gerade  (m — r-f-1 ) 

r  r — I; 

mal  so  gross,  als  die  der  (r  —  l)ten  Klasse  oder  Vm  =  J'w  .  (»I — r-f-1). 
Um  somit  aus  der  Anzahl  der  Variationen  irgend 
einer  Klasse  die  Variationszahl  ^  er  nächstfolgenden 
abzuleiten,  darf  man  jene  nur  in  ultiplizi  reu  mit  der 
Anzahl  der  in  einer  solchen  Variation  nicht  vor- 
kommenden E 1  em  ente.  So  wäre  z.B.  die  Variationszahl  deroten 
Klasse  gleich  der  Variationszahl  der  4ten  Klasse,  multiplizirt  mit 
der  Zahl  m — 4  der  in  einer  solchen  Variation  nicht  vorkommenden 

Elemente,  also  Ym—  Ym(Wr*- 4)=w(w — l)(w/ — i)  m — 3){m — 4). 

Nun  sind   nach  Nro.  238  die  Elemente   selber  die  erste 
Variationsklasse  ;  man  hat  daher 
I 

Vm=.m(m — 1) 
S 

Vm—*u(m  — l)(w/  2) 

4  .  ] 

Pn—mCm—l  )(m— 2)(?w— 3) 


(u;    rm=m(m  -  l)[m — 2)  ....  (m —  r+*l). 
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Aus  der  Formel  (a)  erhält  man  die  Variationszahl  irgend 
einer  Klasse,  wenn  man  für  r  die  Rangzahl  dieser  Klasse  setzt. 
Indem  man  also  r=l,  2,  3,  4,  5  etc.  setzt,  bekommt  man  succes- 
sive  die  Variationszahl  der  lsten,  2ten,  3ten,  4ten,  5ten  Klasse 
u.  s.  f.  Um  die  Variationszahl  der  vorletzten  oder  (m—  l)ten  Klasse 
zu  bekommen,  müsste  man  also  r=m — 1  setzen,  wodurch  der 
letzte  Faktor  m— r-f-1  =/n— (m  —  l)-f-l  =  m—  m-f-l-i-1  =  2  würde. 
Man  hat  daher 

Fm=m(m— l)(m— 2)  ....3.2. 
Setzt  man   endlich   r=m,  wodurch  w — r-{-l=m — m-r-l  =  l 
wird,  so  erhält  man  die  Variationszahl  der  letzten  Klasse: 

m 

rw=m(m—  l)(w— 2)  ....3.2.1. 
Es  kommt  also  zur  Variationszahl  der  vorletzten  Klasse  nur 

m      m— 1 

noch  der  Faktor  1  hinzu,  der  nicht  multiplizirt;  daher  ist 

Pin — 

Das  ergibt  sich  auch,  wenn  wir  unmittelbar  die  Variationen  der 
letzten  Klasse  aus  denen  der  vorletzten  Klasse  ableiten.  In  einer 
Variation  der  (m — l)ten  Klasse  kommen  nämlich  m — 1  Elemente 
vor;  wenn  wir  daher  jede  Variation  der  (m — l)ten  Klasse  mit 
dem  einen  nicht  in  ihr  enthaltenen  Element  verbinden,  so  ent- 
steht aus  jeder  Variation  der  (///-— l)ten  Klasse  eine  einzige  neue 
Variation  der  wten  Klasse;  es  ist  folglich  die  Anzahl  der  Varia- 
tionen der  witen  Klasse  gerade  so  gross  als  die  der  (m — l)ten 
Klasse. 

240.  Aufgabe:  Die  Permutationen  von  m  Elemen- 
ten zu  bilden  und  ihre  Zahl  zu  bestimmen. 

Er  st  e  Aufl  ösung.  Da  in  den  Variationen  der  letzten 
oder  mtexi  Klasse  sämmtliche  m  Elemente  vorkommen,  so  unter- 
scheiden sich  die  einzelnen  Verbindungen  nur  noch  durch  die 
Aufeinanderfolge  der  Elemente  d.h.  die  Variationen  der  mten 
Klasse  sind  gerade  die  Permutationen  von  m  Elementen 
(Nro.  238).    Bezeichnen  wir  daher  ihre  Zahl  mit  Pm,  so  ist 

m 

Pm=  Vm=m(ni— l)(m— 2  ....3.2.1 
=  1  .  2  .  3  .  4  .  .  .  .  m. 
Zweite  Auflösung:  Hat  man  bloss  zwei  Elemente  a  und 
6,  so  geben  diese  offenbar  nur  die  zwei  Permutationen  ab  und  ba. 
Sind  aber  3  Elemente  a,  b  und  c,  so  setzen  wir,  um  ihre  säramt- 
lichen  Permutationen  zu  bilden  1.  nach  dem  ersten  Element  a 
die  zwei  Permutationen  6c  und  cb  der  beiden  andern,  —  2.  nach 
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d®m  2ten  Element  h  die  zwei  Perinutationen  ac  und  cm  von  a 
und  t:,  —  3.  endlich  nach  dem  oten  Element  c  die  zwei  Permu- 
tationen  ab  und  ba  der  beiden  andern  Elemente.  Wir  bekom- 
men so: 

abc       bac  cab 
acb       bca  cba. 
Es  ist  daher  die  Anzahl  der  Permutationen   der  3ten  Klasse 
gerade  3  mal  so  gross,  als  die  der  2ten  Klasse,  also  =  1  .  2  .  3. 

Ilaben  wir  4  Elemente  a,  b,  c  und  d,  so  setzen  wir  wieder 
muh  jedem  dieser  4  Elemente  der  Reihe  nach  die  sammtlichen 
Perinutationen  der  3  übrigen  Elemente  und  bekommen  so: 


a  b  cd 

bavd 

cabd 

dabc 

ab  de 

bade 

cadb 

dacb 

aebd 

bcad 

cbad 

dbac 

aedb 

beda 

ebda 

dbca 

adbc 

bdac 

cd  ab 

dcab 

adeb 

bdca 

cdba 

deba. 

Wir  haben  hier  vier  Gruppen  und  in  jeder  Gruppe  so  viele 
Verbindungen,  als  oft  3  Elemente  sich  permutiren  lassen  ;  es  ist 
somit  die  Permntationszahl  von  4  Elementen  gerade  4  mal  so  gross 
als  die  von  3  Elementen,  also  l\  =  P3  .  4  =  1    2  .  3  .  4. 

Um  allgemein  die  Permutationen  der  wten  Klasse  zu  bilden 
und  ihre  Zahl  zu  linden,  schreiben  wir  nach  jedem  der  ///  Ele- 
mente die  sämmtlichen  Permutationen  der?« — 1  übrigen  Elemente; 
wir  bekommen  so  wieder  m  Gruppen,  in  jeder  so  viele  Verbin- 
dungen, als  oft  m — 1  Elemente  sich  permutiren  lassen,  woraus 
folgt,  dass  die  Anzahl  der  Permutationen  von  m  Elementen  gerade 
wmal  so  gross  ist,;  als  die  von  m  —1  Elementen  oder  P  =  P  ,„ 

mm-!  "V 

wenn  Pm  die  Permutationszahl  der  (m— l)ten  Klasse  bedeutet. 

Piir  ///•=- 1  ist  offenbar  Pm==P|=BSL  Setzen  wir  nun  in  der 
Gleichung  Pm  =  Pm_x.m  für  m  successive  2,  3,  4}  5  ....  r,  so 
kommt 

/',  -1.2 
P?i     1  .  2  .  3 
P  =  1.2.3.4 
P}  =  1 .  2  . : ;  .4.5 


Pr  =  1 .  2  .  :>  .  1  . . . .  r. 
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241.  Aufgabe.  Die  Anzahl  der  C  onib  ina  t  io  nen 
der  r-ten  Klasse  bei  m  Elementen  zu  bestimmen. 

Um  zunächst  die  Combinationszahl  der  iten  Klasse  zu  be- 
stimmen, denken  wir  uns  die  Variationen  2ter  Klasse  bei  m  Ele- 
menten gebildet,  so  hat  es  unter  diesen  je  zwei  und  zwei,  welche 
aus  denselben  Elementen  bestehen  und  sich  also  nur  durch  die 
Reihenfolge  der  Elemente  unterscheiden.  Solche  aus  den  nämli  chen 
Elementen  bestehende  Variationen,  wie  ab  und  ba,  ac  und  ca  etc. 
bilden  zwar  zwei  verschiedene  Variationen,  aber  nur  eine  Com- 
bination ;  es  ist  somit  die  Anzahl  der  Combinationen  zweiter 
Klasse  nur  halb  so  gross,  als  die  der  Variationen  zweiter  Klasse 

3 

i         ^      *  *       1,        vm     fn(m — 1) 
und  man  hat  daher:  Vm  =  — -  =  — - — ~ —  • 

jr2         1  - 

Um  die  Combinationen  der  3ten  Klasse  zu  findeu,  denken 
wir  uns  wieder  die  Variationen  3ter  Klasse  gebildet,  deren  Zahl  = 
m(m — l)(w — 2).  Betrachten  wir  irgend  eine  derselben,  etwa  aftc, 
so  kommt  diese  in  so  vielen  verschiedenen  Formen  vor,  als  oft  die 
3  Elemente  a,  b  und  c  sich  permutiren  lassen,  nämlich  in  den  6 
verschiedenen  Formen :  abc,  acb,  bacy  ben,  cab  uud  cba.  Allein 
alle  diese  aus  den  gleichen  Elementen  bestehenden  Variationen 
bilden  nur  eine  Combination,  und  es  ist  daher  die  Anzahl  der 
Combinationen  3ter  Klasse  so  viel  mal  kleiner,  als  die  der  Varia- 
tionen, als  oft  3  Elemente  sich  permutiren  lassen  d.  h.  sie  ist  = 
der  Variationszahl  der  3ten  Klasse,  dividirt  durch  die  Permuta- 
tionszahl derselben  Klasse  oder 

*       Vm  _  m(ro-l)(m— 2) 
1.2.3  * 

Um  allgemein  die  Anzahl  der  Combinationen  der  rten  Klasse 
hei  m  Elementen  zu  linden,  betrachten  wir  die  Variationen  der 
rten  Klasse.  Jede  Variation  der  rten  Klasse  kommt  dabei  in  so 
vielen  verschiedenen  Formen  vor,  als  oft  r  Elemente  mit  einander 
permutirt  werden  können.  Da  aber  alle  diese  aus  den  nämli- 
chen Elementen  bestehenden  und  nur  durch  die  Anordnimg  der 
Elemente  sich  unterscheidenden  Variationen  nur  eine  einzige 
Combination  bilden,  so  wird  die  Anzahl  der  Combinationen  >ter 
Klasse  gleich  sein  der  Anzahl  der  Variationen  der  rten  Klasse, 
dividirt  durch  die  Anzahl  der  Permutationen  der  nämlichen  Klasse 
r 

r         Vm      mfw— 2). .  .(*»— r+1) 
oder  Cm  =  /T  =  lT^TZt 
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Diese  Formel  gibt  uns  die  Combinationszahlen  aller  Klagen, 
wenn  wir  pur  r  Miooo>sive  änrcb  h  2,  3,  4...  m— 1  und  m  er- 
setzen.   Wir  bekommen  nämlich 
l 

"  1 

m(m — 1) 
1  .  2 


l.  für  r  =  1  :  6m  =  —  =  m 


Cm  — 


i     _  l)(m-'2> 


r  =  i  :  r,„  = 


1  .  2  .  3 
m(m  —  1  )(m — 2j(m— 3 ) 
1.2.3.4 


«     i  *  ■  9T1      «»( w— 1  '.(w— 2 ,  ...3.2 

ro— 1.?  r==m— J  :  Cm  =  -        A — /  — -  =m 

1.2  .  3...(w — 1) 

*  2)... 3. 2 .  i 

1  .  2  .  .3  . . .  m 

Anmerkung.     Da   die  Combinationszahl    Cm    nur  eine 

v  li     -1                           — l)6tff — 2  . . .  (m — r-4.  l ) 
ganze  Zahl  sem  kann,  so  muss  — J  £  : — S  '  I  ' 

1  .  2  .  3  .  4  .  . .  r 

eine  ganze  Zahl  und  somit  m(m — l)(m — 2)...(m — r-{- 1)  theilbar 
sein  durch  1  .  S .  3  .  . .  r  d.  h.  das  Produkt  von  r  auf  einander  fol- 
genden ganzen  Zahlen  ist  immer  theilbar  durch  das  Produkt  der 
f.  ersten  ganzen  Zahlen.  So  muss  z.B.  50.51  .  52. 53  .  54  theilbar 
sein  durch  1  .2.3.1.5. 


Dritter  Abschnitt. 

Binomischer  und  polynomischer  S;ifz  mit  einigen 
Anwendungen. 


242.  Wir  wollen  in  diesem  Abschnitte  die  wte  Potenz 
eines  Binoms  x-ha  zu  entwickeln  suchen  für  den  Fall,  dass  m 
eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet.  Es  ist  alsdann  (x-ha)'"  ein 
Produkt  ans  m  Faktoren,  jeder  =  x-\-a  und  wir  bekommen  daher 
[X-ho)m  für  speziolle  Werthe  von  m  durch  successive  Multipli- 
kationen, 
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Wir  finden  so: 

(.1  f-a) 1  =  x+a 

(x-t-a)'1  ==  x*+2xa-ba2 

(x-f-a)3  =  xtA-Zx'tiytxa^+u* 

(aM-a)4  =  »%4#ä+6a^a2+  Uv  --H/4 
ii.  R.  f.  Man  erkennt  hier  sofort  das  Gesetz  der  Exponenten  von 
X  und  a.  Das  erste  Glied  der  Entwicklung-  enthält  immer  x  auf 
derjenigen  Potenz,  zu  welcher  das  Binom  erhoben  werden  soll; 
dann  nimmt  der  Exponent  vn  x  von  Glied  zu  Glied  um  eine 
Einheit  ab,  bis  er  im  letzten  Gliede  =  n  ist;  umgekehrt  nimmt 
der  Exponent  von  a,  der  im  ersten  Gliede  =  0,  von  Glied  zu  Glied 
am  eine  Einheit  zu.  bis  er  im  letzten  Gliede  =  dem  Exponenten 
m  des  Binoms  ist.  Nicht  so  leicht  lässt  sich  das  Bildungsgesetz 
der  durch  Zusammenziehung  gleichartiger  Glieder  entstandenen 
Coeftizienten  heran siinden ,  weil  man  diesen  Zahlencoeffizienten 
nicht  ansieht,  wie  sie  entstanden.  Um  auch  das  Bildungsgesetz 
der  ( \>effizienten  zu  entdecken  bilden  wir  zunächst  ein  Produkt 
aus  m  binomischen  Faktoren,  deren  erste  Glieder  =  x,  indess  die 
zweiten  Glieder  verschieden  sind:  dann  geht  aus  diesem  Produkt 
die  Potenz  (j:-f-a)'n  hervor,  wenn  wir  alle  zweiten  Glieder  der  bi- 
nomischen Faktoren  =  a  werden  lassen. 

"243.  Lohrsatz:  Bin  Produkt  aus  m  binomischen  Fakto- 
ren, deren  erste  Glieder  gleich  x,  deren  zweite  Glieder  alter  ver- 
schieden sind,  ist  gleich  einem  aus  w/-f-l  Gliedern  bestehenden, 
nach  fallenden  Potenzen  von  x  geordneten  Polynom,  dessen  erstes 
Glied  den  Coefßzienten  1  hat,  indess  der  Coeffizient  eines  jeden 
folgenden  Gliedes  gleich  ist  der  Summe  der  Comb  in  ati orten  der 
m  zweiten  Glieder  zur  so  vielten  Klasse,  als  diesem  Gliede  noch 
Glieder  vorausgehe^. 

Es  wäre  demnach 
(x+a)(a+b){x+c)(x+d) . .  . 
a^-f-S^^H^  wo  Sk>  52,  Sv..Sr...S,n 

der  Reihe  nach  die  Summe  der  Combinationen  der  m  zweiten 
Glieder  zur  lsten,  2ten,  3ten,  4ten  ...  rten  bis  mten  Klasse  bedeuten. 

Um  das  zu  beweisen,  bilden  wir  successive  die  Produkte  der 
2,  8,  4  ei  sten  Faktoren  u.  s.  f.  Hiebei  wollen  wir,  um  Raum  zu 
gewinnen,  die  Glieder  eines  mehrtheiligen  Coeffizienten  nicht  n  e- 
ben,  snudern  unter  einander  setzen  und  durch  einen  vertikalen 
Strich  vom  gemeinschaftlichen  Faktor  trennen,  also  z.  B. 
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(a  \  h  |-c 


=  a  x  setzen. 


Wir  finden  dann  durch  Auslulirun«*  der 


Multiplikation  : 

1)  (x-\-a)(x-hb)  =x2-\-a\ü;-\-ab 

+Jj 

2)  (a;-ha)(a:4-ftXa;-r-c)=  x*+a 

-0 

3)  Ca?+aX^+A)(or+c)(a;+r/) 


x-hnbc 


f  x2-\-ab 
-\-ac 
+bc 

+c  +6c 

4)  (a;+fl)(a;+^)fx+c)(a;+f/Xa;+e)=:a;5+r7 

+c 
+d 
+e 


x2+  abex+abed 
+abd 
+  ac<{ 
+  bed 


x*+ab\x*+abcx'l+(ibcd 


+ac 
+bc 
+ad, 
+bd 
+cd 
+ae 
+be 

+C6i 

+de\ 


+abd 
+acd 
+bcd 
+abe 
+ace 
+bce 
+ade 
+bde 
+cdt> 


+abce 
+ab<le 
+acde 
+bcde 


X-\-ab 


Betrachten  wir  einmal  die  Zusammensetzung  des  Produktes 
der  4  ersten  Faktoren,  also  des  Produktes  (x+n)(x+b)(x+c)(x+d)y 
so  ist  der  Coeffizient  a+b+c+d  des  zweiten  Gliedes  die  Summe 
der  4  zweiten  dieser  binomischen  Faktoren  oder,  was  dasselbe  ist, 
die  Summe  ihrer  Combinationen  zur  Isten  Klasse;  der  Coeffizient 
des  3ten  Gliedes:  ab+ac+bc+od+bd+cd  ist  die  Summe  sämmtli- 
cher  Combinationen  der  1  zweiten  Glieder  zur  zweiten  Klasse;  — 
abr,  abdy  äed  und  bed  sind  sammtliche  Combinationen  der  :Uen 
Klasse,  welche  man  mit  den  4  zweiten  Gliedern  a,  b,  r  und  d  bil- 
den kann;  daher  der  Coeffizient  abc+abd+ued+bed  des  vierten 
Gliedes  die  Summe  ihrer  Combinationen  zur  .".ton  Klasse;  endlich 
der  Coeffizient  abcd  ist  das  Produkt  der  4  zweiten  Glieder  oder 
die  Summe  ihrer  Combinationen  zur  4ten  Klasse.  Die  Behaup- 
tung unseres  Satzes  findet    sich  also  einmal  für  ein  Produkt  von 
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d  Faktoren  bestätigt;  ebenso  zeigt  die  Gleichung  (1),  S*sa  er  auch 
für  zwei,  die  Gleichung  (2),  dass  er  für  drei  und  die  Gleichung 
(4),  dass  er  auch  für  5  Faktoren  gilt.    Um  aber  die  Gültigkeit 
dieses  Gesetzes  für  eine  beliebige  Anzahl  von  Faktoren  nachzu- 
weisen, zeigen  wir  nur,  dass  wenn  es  tür  irgend  eine  Anzahl  z.  B. 
tür  m  Faktoren  gilt,  es  auch  noch  für  m-\-\  Faktoren  bestehen  muss. 
Nehmen   wir  daher  einmal  an.  es  m  das  Produkt  der  m  binomi- 
schen Faktoren  x'-f-ff,  x-\-b,  x+c,  X-t-d  etc.  bis  x+k  gleich 
(  1    &+S ,  xm~\  \-S  ,AM  *+SiXm^-\-  .  .  .  S1Sm-r+  •  •  •  S*-0+Sm  i 
wo  Sv  S2,  V,  .  .  .  SM   die  bereits  erwähnte   Bedeutung  haben. 
Setzen  wir  noch  einen  neuen  Faktor  x  +  l  hinzu,  so  gibt  die  Aus- 
führung der  Multiplikation: 
(xm+Slxm-*+S.1xm--+SzXm-*+  . . .  Sm-&"+Sm-\X+Sm)(x+t) 

(  M  /./;'»  +-ls\x">-iUS->x'n--+  +lS,n-2x2+lSm-iX+/S11 

(3)  i"'+,-r-(.SI4-/U",  P(^.>-f-/^1  •x-w-,-HS3+/S2)a?m-,+  . .  .  ■ 

( '.Sm_,+ZSm_2)a?2+(Sm+iSll,-i)a?+iSm 
wö  durch  Multiplikation  des  Polynoms  (1)  mit  a;  die  erste,  durch 
Multiplikation  mit  /  die  zweite  Reihe  unter  (2),  durch  Addition 
beider  aber  das  Totalprodukt  (3)  herauskommt.  Dieses  Polynom 
(3),  welches  wir  als  Produkt  der  m-H  binomischen  Faktoren  er- 
halten haben,  besteht  zunächst  aus  m+2  Gliedern,  und  ist  nach 
fallenden  Potenzen  von  x  geordnet •  es  fragt  sich  also  nur  noch,  ob  auch 
die  Coefiizienten  nach  dem  oben  ausgesprochenen  Gesetze  gebildet 
seien.  Der  Coeffizient  des  ersten  Gliedes  ist  =  1 ;  es  war  ferner 
5,  die  Summe  aller  zweiten  Glieder  der  m  frühern  binomischen 
Faktoren  und  /  ist  das  zweite  Glied  des  neu  hinzugetretenen 
(w-pl  ten  Faktors  x-\-l;  somit  der  Coeffizient  S {+l  des  zweiten 
Gliedes  diu  Summe  der  2ten  Glieder  sämmtlicher  w+1  binomischen 
Paktoren  oder  die  Summe  ihrer  Combinationen  zur  lsten  Klasse. 
Der  Coeffizient  des  3ten  Gliedes  ist  =  S^ßv  Nun  war  52 
die  Summe  der  Coinluuationeii  zweiter  Klasse  der  m  zweiten  Glie- 
der unserer  zuerst  gegebenen  m  binomischen  Faktoren,  Sl  aber 
die  Summe  dieser  m  zweiten  Glieder ;  als«»  wird  lSi  =/</!' -pc-M-h-.fr) 
—  la-\-lb-\-lc-\-bl-\-...lk  die  Summe  derjenigen  Combinationen  zweiter 
Klasse  sein,  welche  durch  den  Zutritt  des  Klementes  /  neu  ent- 
stehen; somit  S2-i-lSi  die  Summe  aller  Combinationen  der 
zweiten  Glieder  zur  *_!ten  Klasse.  Der  Coeffizient  des  4ten  Glie- 
des ist  ==  ,S;l-f-/.S'.i.  Sein  erster  Theil  S2  war  die  Summe  der 
Combinationen  3ter  Klasse  der  m  frühem  zweiten  Glieder  a,  6,  c 
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bis  S2  aber  die  Summe  ihrer  Combinationen  zur  2ten  Klasse. 
lnäton  wir  diese  mit  /  multipliziren,  bekommen  wir  in  dem  Pro- 
dukt /52die  Summe  derjenigen  Combinationen  3ter  Klasse,  welche 
wegen  des  neu  hinzugekommeneu  Elementes  /  neu  entstehen ;  es 
wird  folglich  der  Coeinzient  S:i-hlS2  die  Summe  sämmtlicher  Com- 
binationen der  m-H  zweiten  Glieder  zur  3ten  Klasse  sein  u.  s.  f. 
Nehmen  wir  den  Coeftizienten  des  drittletzten  oder  des  wten  Glie- 
des, so  ist  derselbe  =  Sm-t-HSm_2.  Nun  war  £,„_,  die  Summe  der 
Combinationen  der  m  frühem  Elemente  zur  (m — l)ten  Klasse,  Sm_2 
aber  die  Summe  ihrer  Combinationen  zur  (tn — 2)ten  Klasse.  Das 
Produkt  ISü^i  enthält  daher  diejenigen  Combinationen  der  (m—  l)ten 
Klasse,  welche  durch  den  Zutritt  des  Elementes  /neu  entstanden 
und  es  ist  somit  Sm_,-f  /£,„_.»  die  Summe  aller  Combinationen  der 
m+l  zweiten  Glieder  zur  (?w—l)ten  Klasse.  Der  Coefüzient  des 
(w-H)ten  Gliedes  heisst  Sm+lSm-t  und  enthält  also  1.,  die  eine 
Combination  S:il  der  m  frühern  Elemente  zur  mten  Klasse  und  2., 
in  dem  Produkt  /£„,_,  die  sämmtlichen  Combinationen  wter  Klasse, 
welche  wegen  des  Elementes  /  neu  entstanden;  die  Summe  beider 
—  Sm-r-/Sm__j  —  ist  somit  die  Summe  sämmtlicher  Combinationen 
der  zweiten  Glieder  unserer  w-f-1  binomischen  Faktoren  zur  wten 
oder  vorletzten  Klasse;  das  letzte  Glied  lSm  ist  endlich  das  Pro- 
dukt aller  m-\-l  zweiten  Glieder  oder  die  Summe  ihrer  Combina- 
tion zur  (m+l)ten  Klasse.  Es  ist  somit  das  Produkt  der  m+t 
binomischen  Faktoren  (Polynom  3)  nach  demselben  Gesetz  ge- 
bildet, wie  das  Produkt  der  m  binomischen  Faktoren  (Polynom  1) 
und  wenn  daher  jenes  Bildungsgesetz  für  irgend  eine  Anzahl  von 
Faktoren  gilt,  so  muss  es  auch  noch  für  die  um  1  vermehrte  An- 
zahl binomischer  Faktoren  gelten. 

Nun  haben  wir  aber  dieses  Gesetz  durch  unmittelbare  Mul- 
tiplikation erkannt  bei  2,  3,  4  und  5  Faktoren;  also  muss  es 
auch  noch  gelten  für  6,  daher  auch  für  7  u.  s.  f.  Es  ist  somit 
wirklich 

*0   (*+a)($+b){^c)(ä+d)  ....  (,/;+*)-= 

wobei         s^a+b+c+d-l-  .  .  .  .  A- 

S2=ab-l-ac-\-a<l-{-  

S,     aUc-\-nbil  \-nbe  f-  .... 
S4  =abni-\-<tlivt>-\-  .... 


-  aheil  .  .  .  f 
Sm^abcde  .  .  .  ik. 
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244.  Hieraus  können  wir  nun  unmittelbar  den  Binomial- 
satz  ableiten  Denn  iiilu-en  wir  die  Voraussetzung  ein.  dass  die 
zweiten  Glieder  unserer  Binome  alle  =a  werden,  so  verwandelt  sieb 
die  linke  Seite  der  Gleichung  (4)  in  (x-hn/11. 

Auf  der  rechten  Seite  aber  wird 

5,  —  a+a+a-t-a-h  .  .  .  .  =  ma 

O  O         1         o         o   1)     •>      1  •    f\        1  • 

Jjä oM-Ä  •  +  .  •».'  .  a=       — ~ — -a- ;  dieCombinationen  der 

zweiten  Klasse  verwandeln  sieb  nämlich  in  2te  Potenzen  von  a 
und  zwar  kommt  der  Summand  a2  so  oftmal  vor,  als  es  Combi- 

nationen  von  m  Elementen  zur  2 ten  Klasse  gibt,  also  m^m    ^  mt3L 

S3  war  die  Summe   der  Combinationen  3ter  Klasse;  diese 
werden  alle  =  a3;  ihre  Summe  S$  somit  =  a3-r-a3-r-«3-f-  .  .  . 
wobei  <r'  wieder   so  oftmal  vorkommt,  als  es  Combinationen  der 

Tri  i    •  m  .i.    J   i   -') 

.iten  Klasse  hoi  ///  Elementen  gibt  d.h.  \y'—  -mal.  Ks 


.  m{m—l)(m—2) 
ist  sonnt  &3  =  — —         :  -a3 


Der  Coeffizient  Sr  des  (?•+!  )ten  Gliedes  war  die  Summe  der 
Combinationen  der  m  zweiten  Glieder  zur  rten  Klasse.  Wenn  nun 
die  zweiten  Glieder  alle  =  r/,  so  werwandelt  sieb  jede  Combina- 
tion  der  rten  Klasse  in  nr ;  daher  Sr  =  a,-hfir-t-ar-\-ar-{-  ....  so 
oltmal  genommen,  als  es  bei  w  Elementen  Combinationen  der  rten 
Klasse  gibt;  es  ist  somit 

0      m(m    \)(m    2)  .  .  .  .  (m  —  r-f-1  > 
l  .  2  .  ö  .  .  .  r 

Der  Coeffizient  £m_j  des  vorletzten  oder  mten  Gliedes  war 
die  Summe  der  Combinationen  der  m  zweiten  Glieder  zur  (m — l)ten 
Klasse;  diese  werden  alle  ^r/"'-1;  daher  Sm_,  =Kam-{+-am-l-h  .... 
^mam  1 ,  indem  die  Anzahl  der  Combinationen  der  (m—  1  ten 
Klasse  bei  m  Elementen  =  m  ist.  Das  letzte  Glied  Sm  war  das 
Produkt  der  m  zweiten  Glieder  und  wird  daher  =  am  \  es  geht 
somit  die  Gleichung  (4)  über  in 

+  m(m-1}  ^^V.. .  .-hm««-**«". 

245.  Die  mte  Potenz  eines  Binoms  hat  demnach  stets  m-\-l 
Glieder,  die  2te  Potenz  3,  die  3te  4,  die  vierte  5  etc.  und  die 
Coeftizienteu  sind: 


—   334  — 


m(m  —  l)  »(('«—!)  '«—2)         »Hm — l)....(»w — r+1)  . 

1,  »,,----,  j   2  ^   ,.2.3......  ' '  "."** 

.  ,    ,          w(w — 1)   m(wi--l)(m — 2) 
Nun  sind  aber  mr  — ^ — >   i~ 2~~3  

m(m — 1 ) . . .  (m — r+1 )  ,  ,  n  . 

 -   m  und    1  gerade   die  (  oinbma- 

1.2.3..  .  .  r 

tionszahlen  von  m  Elementen  zur  ersten,  2ten,  3ten,  ....  rten 
....  (m — ljten  und  mten  Klasse.  Es  ist  somit)  vom  2ten 
Gliede  an  gerechnet,  derCo  effizient  eines  j  ed  en  Glie- 
des gleich  der  Anzahl  der  Combi  nationen  v  on  m  Ele- 
menten zur  sovielten  Klasse,  als  diesem  Gliede  schon 
Glieder  vorangehen.  So  ist  der  Coeffizient  des  8teu  Gliedes 
=  der  Anzahl   der  Comhinationen   von  m  Elementen   zur  7ten 

Klasse,  also  =  —  j— - —  ^  ;   der  Exponent  von 

a  ist  ebenfalls  gleich  der  Anzahl  der  dem  Gliede  vorangehen- 
den Glieder ,  indess  der  Exponent  von  x  gleich  ist  dem  um 
die  nämliche  Zahl  verminderten  Exponenten  des  Binoms;  das  8te 
Glied  heisst  demnach : 

m(m—l)  ....  (m—  fr)  . 
1  .  2  .  3  .  .  .  .  7       a  X  * 
Nun  bezeichnet  man  die  Combinationszahl  von  m  Elementen 
zur  rten  Klasse  d.  h.  den  Quotienten  des  Produktes  der  r  von  m 
aus  abnehmenden  ganzen  Zahlen  durch  das  Produkt  der   r  ersten 

ganzen  Zahlen  auch  durch  f     j,  was  gelesen  wird:    m  über  r,  so 
dass  also     \T  \  =  m(«-lX«*-2)^  •  . 
dann  kann  man  die  Binomialreihe  auch  etwas  kürzer  so  schreiben  : 
(a?+o)»  =  xm+(  J  )ax«>~  '+(  g  )a  V""^  J  )a:!x'"-;,+  (*)«#^ 

f  

oder,  da  ( J )  =  ( JJ__,  )  =  m  and  ( JJ )  =  1 

(C)  (x-\-a)'"=xm+maxm+( ™  p^'r+l  3  +»*«'"- 'x+a™ 

246.    Bezeichnen  wir  das  (r+1  ite  Glied  mit  T,+t,  so  ha- 
ben wir 

r!  _m(m-l)(m~2)  .  .  ,  (m—r+l) 
lr+,~  1.2.3....r  aX  ' 
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Wir  nennen  dieses'Glied  auch  das  allgemeine  Glied,  weil 
wir  aus  demselben  successive  das  2te.  3te,  Ite  etc.  bis  letzte  Glied 
ableiten  können,  wenn  wir  für  r  der  Reihe  nach  setzen  1,  2,  % 

4  ...  bis  Iii.  In  der  That:  Setzt  man  r=l,  so  kommt  r2=  jax'"~l. 

Um  das  3te  Glied  zu  bekommen,   setzt  man  r  =  2-,  dann  ist 

m— r-f-l=m— 2+1  =w—  1  ;  daher  7^  =  aVn~-. 

Setzt  man,  um  aus  77+    das  letzte  Glied  abzuleiten,  r—m, 
so  ist  m — r-f-1  -  />/  —  /// 4- 1  =  1  und  man  hat  daher 
wlJW-iym-2).,.3.2.1 
Wl  "~  ~        1 .  2  .  3  . .  .  m  ü 


oder,  da  "*(™        '  '  '  *  '  2  —=*  1  1111(1  xm~m  =  ^  =  l> 
1  .  2  .  3  .  . .  m 

Um  daher  aus  dem  allgemeinen  Gliede  irgend  ein  Glied 
abzuleiten,  darf  man  nur  r  gleich  setzen  der  Anzahl  der  voran- 
gehenden Glieder.  Nur  das  erste  Glied  lasst  sich  nicht  ohne 
weiter  aus  77+ 1  ableiten  ;  denn  wir  müssten  r  =  der  Anzahl  der 
dem  ersten  vorangehenden  Glieder  d.  h.  =  0  setzen  und  bekämen 
daher  sowohl  im  Zähler,  als  im  Nenner  ein  Produkt  von  Null  auf 
einander  folgenden  Faktoren. 

Wenn  wir  nun  die  Uebereinkuntt  treffen,  dass  wir  in  der 
Folge  unter  einem  Produkt  von  Null  auf  einander  folgenden  Fak- 
toren nichts  anderes  als  die  E  i  n  Ii  ei  t  verstellen,  also  1  .2.3  .  . .  r 
=  1  setzen  für  den  Fall,  dass  0,  so  bekommen  wir  aus  dem 
allgemeinen  Glied  auch  das  erste,  sobald  wir  nur  r=0  setzen ; 
denn  wir  erhalten  dann:  77+ ,  —  f\  —  J a°xm~°=xm.  Es  lassen 
sich  somit  ohne  Ausnahme  die  sämmtlichen  Glieder  der  Entwick- 
lung von  (a?-H/)m  aus  dem  allgemeinen  Gliede  ableiten,  sobald  man 
nur  festsetzt,  dass  ein  Produkt  von  Null  aufeinander  folgenden  Fak- 
toren =  1  sein  soll. 

Wir  ziehen  nun  aus  dem  binomischen  Satz  mehrere  C Kon- 
sequenzen ! 

247.  Die  Co  effizienten  derjenigen  Glieder,  die 
gleich  weit  vom  ersten  und  letzten  Gliede  abstehen, 
sind  einander  gleich. 

In  jedem  speziellen  Fall  linden  wir  diese  Behauptung  be- 
stätigt; denn  wenn  wir  der  Reihe  nach  ro  =  5,  <>,  7  etc.  setzen, 
so  kommt 
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(x+a)*  =  x5+Zax*+10a2x*+l()a*x2-\-?>aAx+a* 
(x+a)^  =  x^+Qax:>  +  lba2x^+'20a'^x?t+lbais  ^fcfotr*1 
(x+ay  =  a?1+7aa?6+21a2a:5+35ffsx4+35«  4a?3+21a5a?2+7fffi.r+ff  ? 
wobei  man  sofort  erkennt,  dass  wenn,  wie  früher  bei  den  Progres- 
sionen, Ar  das  ;te  Glied  vom  Anfang  und  Er  das  rte  Glied  vom 
Ende  bezeichnet,  A2  und  2?2,  A3  und         A4  und  £4  etc.  wirk- 
lich gleiche  Coeftizienten  haben.    Um   aber  die  Gültigkeit  dessen 
für  jede  beliebige  Potenz  nachzuweisen,  leiten  wir  aus  dem  allge- 
meinen Glied  irgend  zwei  Glieder  ab,  die  gleich  weit  von  den  bei- 
den äussersten  abstehen  z.  B.  A  .  und  JB.,  so  erhalten  wir  zunächst 
Aiy  wenn  wir  im  allgemeinen  Gliede  r  =  4  setzen,  wodurch 
_  m(m-l)(m— 2)(m-3) 
5~  1.2.3.4.  a  37  * 

Tin  aber  £.  zu  bekommen,  bedenken  wir.  dass  «üe  Entwick- 
lung im  Ganzen  w-H  Glieder  enthalt.  Wenn  wir  also  irgend  ein 
Glied,  wie  Eh  in'fi  Auge  fassen,  so  kommen  ausser  ihm  noch  m 
Glieder  vor;  von  diesen  folgen  1  Glieder,  ihm  nach,  die  übrigen 
m — 4  werden  ihm  also  vorangehen.  Wir  dürfen  daher  im  allge- 
meinen Gliede   nur  r  =  //i  — 4  setzen,  wodurch 

m — r-fl  =m — (m — 4)-f-l  —  m — w-f4-(-l  =  5,  daher 

F  _  m(m-l)(^2)....G.o 

£5=  — : — - — 3  t  — — -  ar  *a?\ 

5  1.2.3  (m — 4) 

Dass  nun  der  Coefnzient  dieses  Gliedes  wirklich  gleich  dem 
von  i45,  erkennt  man  leicht,  wenn  man  beide  auf  denselben  Neu- 
ner bringt,  indem  man  entweder  im  Coeftizienten  von  I .  Zähler 
und  Nenner  noch  mit  5.6.7....  (m — 4)  multiplizirt,  wodurch 

„    .    m(m  —  l)(m— 2)(m— 3)  .5.67...  (m—i) 

derselbe  m   ■ — ■  —  .  = 

J  . 2  .  3  .  4 . 5 . 6  .  . .  (m .  -4j 

mim — l)(m— 2) . . .  6  .  5  .        ...     ,     .  -  _  . . 

— :  : — s — :  7  .  .;■  übergeht,  oder  indem  man  Zahler  und  Nen- 

1  .  J  .  o  .  4  . .  .  (m- —  V ) 

ner  des  Coeffizienten  von        durch  das  Produkt  5.6.7...  (m — 4) 

dividirt,  wodurch  dieser  in  '>)  sich  verwandelt. 

1  .  J  .  o  .  4 

Statt  in  jedem  speziellen  Fall  die  Gleichheit  der  Goefhzien 
ten  durch  Reduktion  auf  denselben  Nenner  nachzuweisen,  ist  es  zweck- 
massiger, gleich  das  allgemeine  Glied  so  zu  transformireu,  dass 
wenn  man  aus  demselben  zwei  Glieder  ableitet,  die  gleichweit 
von  den  beiden  äussersten  abstehen,  die  Gleichheit  ihrer  Coefrizieu- 
ten  sofort  in  die  Augen  springt. 

Zu  dem  Ende  multipliziren  wir  Zähler  und  Nenner  von 
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mit  dem  Produkt  aller  unter  m—  r-f-1   liegenden  ganzen  Zahlen, 
also  mit  (m — r)(m — r — 1)  ...3.2.  1,  wodurch  wir  im  Zähler  das 
Produkt  aller  ganzen  Zahlen  von  m  bis  1  erhalten,  so  kommt: 
m(m-l)(m-'2)...3.2.1 
/r+l       1.2.3...r.l.2.3...(w    r)  ö  x  ' 
Um  hieraus  z.  B.   das  7te  Glied  vom  Anfang  und  das  Tte 
Glied   vom  Ende  abzuleiten,  ersetzen   wir  beidemal  r  durch  die 
Zahl  der  dem  zu    bestimmenden  Gliede  vorangehenden  Glie- 
der, also  im  ersten  Fall  durch  6,  im  letzten  durch  m — 6  und  be- 
kommen so: 

1.2.3....  m 


1 .    U  = 


1.2.3...6.1.2.3...(w— 6) 
1.2.3  m 


7      1  .  2.3...  (m — H ) .  1  .  2 .  H  ... 
Die  Zähler  dieser  CoetVizienten  sind  von  vorn  herein  gleich; 
die  Nenner  bestehen    aus  denselben   Faktoren,  nur  in  veränder- 
ter Keihenfolge ;  die  Coeffizienten  sind  also  wirklich  gleich. 
Zusatz.    Wir  haben  oben  gefunden,  dass 

m{ in —  1  ){ih — 2 1| in — )u(m— 1). ...  6  .5 
f.  2  .  3  .  4         "~  1  .2  .  3....(m— 4) 

oder  (?)=  (w— 4) 

Nun  sind  (  ^  |  und  |       ^  |  die  Combinationszahlen   von  m 

Elementen  zur  4ten  und  zur  (//*— l)tcn  Klasse;  wir  können  daher 
auch  sagen:  die  Combiuationszahl  von  m  Elementen  zur  4teu 
Klasse  ist  gleich  der  Combinationszahl  von  m  Elementen  zur 
(m— 4)ten  Klasse  oder  allgemein:  die  Anzahl  der  Com  bin  a- 
tionen  von  m  Elementen  zur  rten  Klasse  gleich  der 
Anzahl  ihrer  Co  mbina  (  io  n  e  n  zur  (m — r)ten  Klasse. 

24-8.  Man  kann  aus  den  Coef fizien ten  der  mten 
J>otenz  eines  Binoms  die  der  näc  hst  höhern  Potenz 
ableiten,  indem  man  je  zwei  b  e  nach  ba  r  t  e  a  d  d  i  rt;  so 
ist  der  Coeffizient  des  4ten  mehr  dem  ( Koeffizienten  des  5ten  Glie- 
des in  der  mten  Potenz  =  dem  Coetlizienten  des  öten  Gliedes  der 
(m-r-l)ten  Potenz  oder: 

I  3  I+U   *  I    4   )     Ebenso  wäre 


UrelH,  Algebra.   2te  Auflage.  22 
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und  allgemein  :(*)  +  (        )  =  ( )■ 
In  der  That :  Es  ist 

ltn\     tn(m — 1  >(m — 2) 


1.2.3 

m{m— l)(m— 2)(pi— 3) 
1.2.3.4 

Indem   wir  Zähler   und  Nenner  des  ersten  Bruches  mit  4 
multipliziren  und  die  Resultate  addiren,  bekommen  wir 
^m^.i-im\  —  4iW(>;t — 1  ^m — 2)+m(m  ~  1){w — 2)(ro— 3) 


H-I'l-  1.2.3.4 


_  (4+m— 3)/j?(m— l)(m  -2)  (m-fcl)in(fft  — 1  2) 
"~  1.2. 3.4  ^  1.2.3.4 

was  =  \    4  )' 

Um  ferner  zu  zeigen,  dass  (  ™  )  -f(  r™  j  j  ==  (         j ,  haben 

Im  \      m(m — l)(m — 2)  . .  .  (m — r-f-1) 

wr :       Vr /*   1.2.3.4.  ..r  ~ 

m(m — 1).  . .  .  (m—  r-f-l)(m — r) 


(r+l) 


1.2.3.4...  r(r+l) 
Multipliziren  wir  Zähler  und  Nenner  des  ersten  mit  (r-f-1), 
und  sondern   dann  im  Zähler   die    gemeinschaftlichen  Faktoren 
m(m — 1)...  (m  —  r-f-1)  ab,  so  bekommen  wir: 

m(m — 1)  ....  (m — r-f-1  )[r-hl-f-m — r\ 


(:■')■'■  (,:,)- 


1.2.3....  r(r-f-l) 
_  (m-r-l)w(m— l)(m— 2) .  .  .  {„,  -r+l)     {m-\-l  \ 
1.2.3...  r(r-hl )  ~  \  r-H  / 

welche  Gleichung  wir  in  doppelter  Weise  lesen  können: 

a.  Mit  Rücksicht  auf  die  Pinomialreihe  zeigt  sie,  dass  der 
Coeffizient  des  (r-r-l)ten  Gliedes  der  mten  P<>- 
tenz  mit  dem  Coeffizien ten  des  (r-f-2)ten  Gliedes 
zusammen  den  0  oef  fizien  ten  des  (r-f-2Hen  Glic- 
d e s  d  e  r  ( m  -f- 1 ) t  e n  P  o t  e n  z  a  usmach t, 
b.  dass  wenn  man  zur  C  omb  i  u  ation  s  za  hl  der  rten 
Klasse  bei  m  Elementen  die  Combinationszahl 
der  folgenden  Klasse  addirt,  man  als  Summe 
gerade  die  Combinationszahl  vom  (m-f-1)  Elemen- 
ten zur  (r-f-1)  ten  Klasse  erhält. 

Das  folgende  Schema  zeigt,  wie  man,  von  den  Coeffizienten 
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der  2ten  Potenz  ausgehend,  diejenige  n  der  hohem  Potenzen  succes- 
sive  finden  kann. 

1  2  1 

13        3  1 
1       4        6       4  1 
1        5        IQ      ^7o       5  1 
1        6        15        *J0        1§        6  1 

i  7     21  "iT  i 

1  8  28  56  70  56  28  "IT  lu.s.f. 
wo  der  durch  Addition  entstandene  Coefnzient  der  folgenden  Po- 
tenz je  unter  die  zwei  (■oet'iizienton  der  vorangehenden  Potenz 
geschrieben  ist,  aus  welchen  er  abgeleitet  wurde. 

"240.  Die  Entwicklung  von  (x — a)m  muss  sich  offenbar 
aus  der  von  (x+a)m  ergeben,  wenn  man  nur  überall  a  durch  — a 
ersetzt,  was  zur  Folge  hat,  dass  alle  Glieder,  welche  a  in  unge- 
raden Potenzen  enthalten,  negativ  werden.     Man  bekommt  daher 


(x— a)m=x" 


w(m 


1 


1  .  2 


*-2  wH»«-l)(m^2) 
1.2.3 


wo  wieder  das 


m(m—  i)(m— 2)(m— 3)  . 
+  —  x\2    ; >  V4  1  a  V-*  -  + . . .  ±am 

wo  das  letzte  Glied  am  positiv  oder  negativ  genommen  werden 
muss,  je  nachdem  m  gerade  oder  ungerade  ist.  Ebenso  wird  das 
(r-l-l)te  Glied  sein ; 

m(m— l)(m—  2) ....  (m~r+l)  p  f/J_ 

 1.2.3....r  

obere  oder  untere  Vorzeichen  zu  nehmen  ist.  je  nachdem  r  gerade 
oder  ungerade.    Nun  kann  man  statt  — a  auch  setzen: 
(— 1) .  a\  also  (~a)r={  —  \.y  .ar,  welches  Produkt  von  selbst  po- 
sitiv ausfällt,   wenn  r  gerade    und  negativ,  wenn  r  ungerade  ist. 
»Statt  daher  das  allgemeine  Glied  in  der  Form 

m(m  -  l)(m— 2; . . .  (m— r+1)  r  ...         a  ,  v  , 

^   ; — ö~t;  ara;        zu  schreiben  und  beizutü- 

gen,  wann  das  obere  oder  das  untere  Vorzeichen  genommen  wer- 
den soll,  ist's  zweckmässiger,  es  in  der  Form 

.  /    i\r  ni(m—l  )(m— 2)  ....  (m— r-\-l)     m  „ 
+(— 1)'  .   Y  2  3    Z";a>o;,,,-r  zu  schreiben,  die 

für  jedes  spezielle  r  von  selbst  das  richtige  Vorzeichen  liefert. 
Ebenso  wird  man  das  letzte  Glied  ic?"  zweckmässig  durch 
( —  1)'"  .'/,'"  ersetzen.    Somit  bekommen  wir: 

22* 
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-K-pr.^"-1)  -  •  •  (W-r+1  W-r+  +(-1)»'«"' . 

v      '         1.2.3  r 

250.  Die  einzelnen  Glieder  der  Entwicklungen  von  (x+a)m 
und  (x — a)m  reduziren  sich  auf  ihre  Coeffizienten,  sobald  man 
x=l  und  a=l  setzt.    Man  findet  so: 

i.,(i+ir=i+«+  »^^-y»-2) 

2.,  d-ir =i-,w+(  r )-( w;  h~+H>» 

d.h.  die  Summe  der  Coeffizienten  in  der  Entwicklung 
von  (x+a)"1  ist  gleich  der  mten  Potenz  von  2,  die 
Summe  der  Coeffizienten  von  (x  —  x)m  aber  ist  gleich 
Null. 

So  ist  die  Summe  der  Coeffizienten  von  (x-\-aV  =2'  =  128, 
die  von  (x — a)1  =  Null.    In  der  That  ist 

H-7_j_21-f-35-h35-r-21 -1-7-1-1  =  128  und  1—74-21—354-35—21 
-|-7 — 1=0.  Es  entspricht  hier  nämlich  jedem  positiven  Coeffi- 
zienten ein  gleich  grosser  negativer,  wie  überhaupt  bei  jeder  un- 
geraden Potenz  eines  Binoms.  Bei  geraden  Potenzen  aber  ent- 
spricht nicht  je  einem  positiven  Coeffizienten  ein  gleich  grosser 
negativer;  gleichwol  ist  die  Summe  der  positiven  Coeffizienten 
gleich  der  Summe  der  negativen,  wie  z.  B.  in 

(x— o)G  =#6— 6ao;54-15a2:r4— 20«V4-15a4a;2— 6a*aM-a6 
wo  die  Summe  der  positiven  =  14-154-154-1=32 
„     „       „       „   negativen  =  — 6 — 20—6  = — 32. 

251.  Man  kann  auch  aus  irgend  einem  Gliede 
der  Entwicklung  von  (x+u )m  das  nächstfolgende  ab- 
leiten, indem  man  dasselbe  mit  dein  Exponenten  von 
X  mul  tiplizi  rt,  das  Produkt  durch  die  Kangzahl  divi- 
dirt,  endlich  den  Exponenten  von  x  um  1  vermindert, 
den  von  a  um  1  erhöht.  So  würde  man  aus  dem  ersten 
Gliede  von  (uH-a)7  d.  h.  aus  x'  das  zweite  ableiten,  indem  man 
es  mit  7  multiplizirt,  durch  1  dividirt,  den  Exponenten  von  x  um 
1  vermindert,  den  von  a  um  1  vermehrt,  wodurch  man  7ax(i  er- 
hält. Wenn  wir  dieses  wieder  mit  6  multipliziren ,  durch  die 
Kangzahl  2  dividiren,  den  Exponenten  von  x  um  1  erniedrigen,  den 
von  a  um  1  erhöhen,  so  bekommen  wir  das  3te  Glied  =  2^Jla2flC5 
ss2ia%3  u.s.  f. 
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Um  das  allgemein  nachzuweisen,  leiten  wir  aus  dem  all- 
gemeinen Glied  T,+  {  irgend  zwei  aufeinander  folgende,  z.  B.  das 
nte  und(w+l)te  Glied  ab;  das  erste  findet  sich,  wenn  wir  r=n—l , 
das  zweite,  wenn  wir  r=n  setzen.    Dadurch  kommt: 

_      m(m— t)(m — 2)  ....  (m— n-f-2)  „_  i  m-H-1 

.     Tn  =   1.2.3....(»-1)  ü 

m(m—  1)  ....  Qu— n+2)(m— n+1)  n 
r"+"  Ä  1.2.3.  ...(n-l).n        " a  *  ' 

Vergleichen  wir  nun  jT,l+l  mit  F»,  so  enthält  der  Zähler  von 
Tn+K  den  Faktor  m — H+l,  der  Nenner  aber  den  Faktor  n  mehr 
als  TV,  überdiess  ist  in  Tn+\  der  Exponent  von  a  um  1  grösser, 
der  von  x  um  1  kleiner,  als  in  T*.  Da  nun  m — n-f-1  gerade 
der  Exponent  von  %  in  jf,,  ,  so  erkennt  man,  dass  man  wirklich 
das  Glied  Tn  nur  mit  dem  Exponenten  m — /i-f-l  des  x  multipli- 
ziren,  durch  die  Kangzahl  n  dividiren,  dann  noch  den  Exponenten 
von  a  um  1  erhöhen,  den  von  x  um  1  vermindern  müsste,  um 
das  Glied  Tn+i  zu  erhalten. 

252.  Die  Coeffizienten  der  Entwicklung  von 
(a?+a)w  nehmen  in  der  ersten  Hälfte  der  Entwick. 
lung  von  Glied  zu  Glied  zu,  in  der  zweiten  Hälfte 
aber  von  Glied  zu  Glied  ab. 

Aus  Nro.  251  erkennen  wir,  dass  der  Coeffizient  von  Tn+{ 

771  1 

aus  dem  von  Tn  erhalten  wird  durch  Multiplikation  mit  ; 

der  erste  ist  die  Combinationszahl  der  nten ,  der  letzte  die  der 
(n — l)ten  Klasse,  so  dass  also 

Das  Gleiche  ergibt  sich  uns  durch  Vergleicliung  der  Combi  - 
natiouszahlen  von  m  Elementen  zur  2ten,  3ten,  4ten  Klasse  u.  s.  f. 
Man  erkennt  nämlich  sofort,  dass 

c  --.fei 

in         m  2 

c  =cra.^=-2 

//i         m  3 

C   =C    •   -7—  u.s.  f. 
m        m  4 

„  .  r  r-1         771 — r+1 

allgemein:  r  =  £      •  — - 

»1       m  T 
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Ks  erscheint  somit  der  (\>ef'lizieuts  Cm  des  (r-f-1)  ten  Gliedes 

;  -  l 

als  das  Produkt  aus  dem  Coeftizienten  Cm  des  vorangebenden  Glie- 
des in  m    r^~*  .    Dieses  Produkt  wird  also  grösser  oder  kleiner 
r 

r—  1 

als  der  Multiplikand  Cm  oder  gleich  demselben,  je  nachdem 
m — r-f-l 

 >1  oder  <1  oder  =  1. 

r 

r      r— 1             m — r-f-1 
Es  ist  demnach  Cm  >  Cm   ,  wenn   >1  oder 

m — r-H>r  oder  w-f-l>2r  oder  *^i^>r.     Nun  ist  aber  die 

r        r— 1 

halbe  Anzahl    der    Glieder.      Die   Relation:  Cm  >  Cm,  weun 

—~-->r  oder  r<^^-1,  heisst  daher  in  Worten:  Der  Coeffi- 
z  z 

zient  eines  Gliedes  ist  grösser  als  der  des  vorange- 
henden, wenn  die  Z  a  h  1  d  e  r  vorangehenden  Glieder 
kleiner  ist  als  die  halbe  Anzahl  aller  Glieder,  was 
stets  in  der  erst  en  Hü  lfte  de  r  E  n  twi  c  klun  g  derFall  ist. 

Wenn  dagegen  —    -  t-  <  1  oder  m — r-f-1  <r  oder 
r 

wi-f-1  f      r~ 1 

we-f-l<2r  und  — —  < r,  so  ist  (T    <  Cm     d.h.  wenn  die  Zahl 
2 

der  vorangehe n d e n  Glieder  grösser  ist  als  die  halbe 
Anzahl  aller  Glieder,  so  ist  der  Coeffi zient  des  fol- 
genden Gliedes  kleiner  als  der  des  vorangehenden, 
was  immer  in  der  zweiten  Hälfte  der  Entwicklung 
st  attfind  et. 

— ?'~f- 1 

Ist  endlich  —  =  1  oder  m — r-f-1  =  r  oder  w-f-1  =2/' 

r 

oder  r='"^-,  so  ist  Cm  .   Cm      d.  h.  wenn  die    Zahl  der 

vorangehenden  Glieder  gerade  gleit- Ii  ist  der  halben 
Anzahl  aller  Glieder,  so  ist  de  r  Coef  fizient  des  näch- 
sten G  liedes  gleich  dem  des  vorangehenden. 

Anmerkung.    Nur  wenn  die  Anzahl  w-f-1  aller  Glieder 

eine  gerade,  ist  m~j^-  eine  ganze  Zahl  und  nur  dann  gibt  es  ein 
Glied,  dessen  Coei'lizienl  gerade  gl«  ich  ist  dem  des  vorangehenden. 

Ist  dagegen  m~{-l  eine  ungerade  Zahl,   so  kann  r  nie  =  y/'~+"l 

2 
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«ein  und  es  gibt  dann  kein  Glied,  dessen  Coeftizient  dem  des  vor- 
angebenden gleich  sein  könnte;  gleicbwol  nebmen  die  Coefhzien- 

ten  zu.  so  lange  r<  --fc  ,  werden  aber  kleiner,  sobald  r>  -5-  ; 

Jd  ™ 

es  gibt  somit  dann   ein  Mittelglied,  dessen  Coeffizient  die  aller 

übrigen  Glieder  übertrifft. 

AVir  sind  nun  im  Stande,  jede  ganze  Potenz  irgend  eines  Binoms 

zu  bilden.    Wenn  wir  z.B.  (7a26-f-3a62)5  entwickeln  wollten,  so 

hat  Uli  wir  zunächst: 

(nr-b+'dab'1)*  =(7ti2fr)5+5  .  (7a26)4  .  3a62+10  .  (7a26)3  .  (3a62)2 

+10  .  (laH?  .  (3a62)3+5  .  la-b  .  (3<i62)4+(3a62)5- 

Nun  ist  aber 

1.  (lab):>  =16807a,0&5 

2.  5.(7a26)4.  Sab-  ==  5.2401a^4.:V/6-=36<a5ö,J6fi 

3.  10.(7a26)2.(3a6i)2=10.343a663.9a264=30870f?86* 

4.  lO.(7r;^)2.(2fl6-/)3==10.49a4//J.27aa66==1^230a168 

5.  5.  7,r-6  .  (3a62)4^  5.  7<t*i  .*la468  =  2«3öa(i69 

G.  (3tf//2j'^     243q561"        =  243q5610  

daher  (7a2b+3ab2)^  =  1  (»807a 1  0 6 +360 1 5« 9 6 6 -f30870a8  6 7 

+13230«768+2835aG&tJ+243a:'&n> 

Polynomischer  Sat  z  oder  Entwicklung  der  ?«teu 
Potenz  eines  Polynoms. 
'-253.    Nach  der  Entwicklung  von  Nro.  244,  Gleichung  (5), 
hat  man  auch : 

.  m(m—\)  m-V>  ■  m(m — 1)(m~ 2)  «1-3*3 

(1)  {a+b)m=am+mam-lb+  '«     b  +  1   2  3 

ni(m-l)(w-2)(in-3)   w,.4  4 
1.2.3.4 

d.  h.  die  wte  Potenz  eines  beliebigen  Binoms  ist  gleich  der  roten 
Potenz  des  ersten  Gliedes  mehr  dem  Wachen  Produkt  aus  der 
(m —  l)ten    Potenz  des   ersten   Gliedes   in    die  erste  Potenz  des 

zweiten;  mehr  dem  ^  fachen  Produkt  aus    der   (m — 2)ten 

Potenz  des  ersten  Gliedes  in  das  Quadrat  des  2ten,  mehr  dem 

m(tn  - hep  Produkt  aus  der  fm_3)ten  Potenz  des  er- 

1.2.3  1 
sten  Gliedes  in  die  3te  Potenz    des  zweiten  u.  s.  f.  bis  zur  mten 
Potenz  des  zweiten  Gliedes. 

Hiernach  können  wir  auch  die  mte  Potetiz   eines  Trinoms 
ableiten,  indem  wir  für  einen  Augenblick  die  Summe  der  beiden 


ersten  Glieder  als  ein  Glied,  das  dritte  aber  als  zweites  Glied 
auffassen.    Wir  bekommen  so  zunächst : 

[(a+ft)+c]"'=(«+6)"'+Wi(a+6)"'  -1C+^T-1) 

und  wenn  wir  hier  (a+b)"1  durch  seinen  Werth  aus  der  Gleichung 
r\)  ersetzen,  so  bekommen  #ir: 

(a+b+c)m=am+mam-H+r^  . . ;  6"'+m(«+6)»"-'c 

woraus  wir  erkennen,  dass  zur  witen  Potenz  der  Summe  beider 
ersten  Glieder  noch  hinzukommt  das  wfache  Produkt  aus  der 
(m — l)ten  Potenz  der  Summe  der  beiden    ersten  Glieder  in  die 

erste  Potenz  des  dritten,  dann  das  m(m    * )  facne  Produkt  aus  der 

1  .  2t 

im — 2)ten  Potenz  der  Summe  beider  ersten  Glieder  in  das  Qua- 
drat des  dritten  u.  s.  f.  bis  zur  witen  Potenz  des  3ten  Gliedes. 

Um  die  wte  Potenz  eines  4gliedrigen  Polvnoms  abzuleiten, 
fassen  wir  wieder  zunächst  die  Summe  der  3  ersten  Glieder  als 
ein  Glied,  das  4te  als  zweites  Glied  auf  und  erhalten  demnach: 

[fa+thhe  +(iyn=(a+b+c)m^n(a+b+c)m 

+  ^-1)(r/+^hr)^2rf2.h.  .  dn^ 

wo  wir  nur  (a-r-ß-f-c)'"  wieder  durch  seinen  Werth  aus  Gleichung 
i'l)  zu  ersetzen  brauchten.  Es  kommt  also  zur  taten  Potenz  der 
Summe  der  3  ersten  Glieder  noch  hinzu  das  m fache  Produkt  aus 
der  (m — l)ten  Potenz  der  Summe  der  3  ersten  Glieder  in  das  4te, 

dann  das  ln^*1       fache  Produkt  aus  der  (m — 2)ten  Potenz  der 
1  .  z 

Summe  der  3  ersten  Glieder  in  die  2te  Potenz  des  4ten  u.  s.  f. 
bis  zur  mten  Potenz  des  4ten  Gliedes. 

354«  Entwicklung  des  allgemeinen  Gliedes  von 
(a  +  b  +  c  +  (l+.  ..)m. 

Wir  setzen  zunächst  ft-hc-WH  ..=#;  dann  ist  (a+b+c-\-d-h..)m 
=  (o-f-a?)w=  (x-\-a)m.  Bezeichnen  wir  dessen  allgemeines  Glied 
mit  Xy  so  ist 


_  M-m-l)(w-2)...(m-r+l )  . r^  mler 
1.2. 3..  .r 

nach  Nro.  247  auch: 

X  =  -  i-2-3--™  -flV"-r  fl) 

1.2  3...r.l.2.3...(wi-r) 

\,u.  xw- W(fi+c-M+.. r ' '  =  (6 -t-y)m-r  =  (</  +  fi)'"-' i  wenn 

c -W/h  etc.  =    gesetzt  wird. 

Ks  enthält  {y+b)m~  '  min  w  — r-H  Glieder  und  wenn  wir 
als  allgemeines  Glied  davon  dasjenige  nehmen,  welches  ar'  enthalt 
und  es  mit  Y  bezeichnen,  so  kann  man  dieses  allgemeine  Glied 
entsprechend  der  Gleichung  (1)  auch  so  schreiben: 

r==  LiLi*  (™-$   br'um 

1 . 2 .  3 . . .  r' .  1 . 2 . 3 . . .  (m— r— r')  * 
Setzen  wir  nun  in  (1)  an  die  Stelle  von  xm~r  dessen  allge- 
meines Glied  F,  so  erhalten  wir: 

Y  1.2.3  in  .  1 .  2  .  3  . . .  [m—r)  ftr. 

A  ~~  1.2.3...r.l.2.3...(m— r).1.2.3...?'.1.2.3...(»n-r-r')  J 

odefc  wenn  wir  Zähler  und  Nenner  durch  1.2.3...  (m — r)  divi- 

diren  : 

1.2.3.4  .  .  .  .  m  rlr,  .„_,._,'  /o 

=  l...3...r.l.2.8...rM.2.3...(.-^  ^ 
und  dieser  Ausdruck  repräsentirt  alle  diejenigen  Glieder  der  wten 
Potenz  von  (a+b+C+d  .  .  .)'",  welche  a'  und  h1"  enthalten.    Es  ist 
nun  hiebei 

ym  <-,'=z^_hdt  ty>r-r—r*  =z[c+zy»—->,^:(z+cy»  r~  r<,  wenn 
s  =  r/-K..  .  Die  Entwicklung  von  (*+ c)"1-''"'"  wird  m— r— r'-f-l 
Glieder  enthalten  und  wenn  wir  mit  /  deren  allgemeines  Glied 
bezeichnen,  das  etwa  r"  Glieder  vor  sich  haben  mag,  so  wird 

L       1.2.3...r".l.2.3...(ro-r— r'— r") 

Ersetzen    wir  nun   im  Ausdruck  (2)  y"'-'-'     durch  sein 

allgemeines  Glied  2,  so  kommt     X  = 

 1   2  .  3  .  .  .  .  m  ■  1  ■  2  .  3  . . . .  p/t— r— Q  ar&r'cf'V"-' 

1.2.3...r.l.2.3../-M.2.3..im   r  -r').  1 .2.3..r".1.2.3...(m -r-r'-r") 

oder  nach  Entfernung  der  gemeinschaftlichen  Faktoren  in  Zähler 

und  Nenner: 

Y  1 ; 2 ; 3  •  •  :  •  w    ar6rWt-r-r'-r" 

1.2.3..r.l.2.H..r/.1.2.3..r//.1.2.3..(w_r-  r'_r")  1 
Hätte  das  Polynom  nur  4  Glieder,  so  wäre  :  =  (/  und  indem  man 
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zur  Abkürzung  m~  r-  /' — r"  =  r"'  setzt,  bekäme  man  als  allge- 
meines Glied  von  (a-{-b-t-c+d)m : 

Y._  1  .2  .3  .  .  .  m    i  tll  u. 

1.2.3...r.l.2.3...r'.1.2.3...r".  1.2.:;  aOC  a 

wo  dann  r'"  =  m—r—  r'—  r"  oder  r+r4-\-r"+r4"  =  m  sein  muss. 

Versteht  mau,  wie  früher,  unter  einem  Produkt  von  Null 
aufeinanderfolgenden  ganzen  Zahlen  die  Einheit,  so  können  wir 
aus  dem  Ausdruck  X  sämmtliche  Glieder  von  (rH-6-f-c-M)"1  ablei- 
ten, wenn  wir  nur  für  r,  r',  r"  und  successive  alle  positiven 
ganzen  Zahlen  einsetzen,  welche  der  Bedingung  genügen,  dass 
HVHV'+r™  =  m. 

Um  das  erste  Glied  zu  bekommen,  würde  man  r  =  m  und 
daher  r'  =  r"  =^  r'"  =  0  setzen,  wodurch  die  Produkte  1.2.3  .  .r', 
1  .  2  .  3  . . .  r"  und  1.2.3...  r'"  alle  —  1  werden,  und  bekäme  so: 

X=  1  V  T  ,  «'"iW=fl"'. 

1  .  2  .  o . . .  ///  .  1  .  1  .  ] 
Um  ferner  diejenigen  Glieder   zu  bekommen,  welche  am~ 'l 
enthalten,   darf  man   nur  /•=//< — 1   und   somit  r'-f-r"-f-r'"  =  1 
setzen.    Man  wird  dabei  so  viele  Glieder  erhalten,  als  auf  wie 
viele  Arten  der  Bedingung  r'-f-/  =  1  Genüge  geleistet  wer- 

den kann  ;  das  wird  erreicht : 

1.  durch  r=m— 1,  r'  =  l  und  r"  =?•'"  =  (),  wodurch 

A=— —  — —   am~  lblc"d°  =  mam~l  b: 

1.2.3.  ..(m — l).  1.1  7 

2.  durch  r  =  m— l,r"  =  l  und  ri«f'//»0,  wodurch 

endlich  durch  1,  r"'=l  und  r'  =  r"=0,  wodurch 

1.2.3..  ..(m — 1)  .1.1.1    a      oca-ma  d. 
Suchen  wir  ferner  die  Glieder,  welche  am~2    enthalten ,  so 
dürfen  wir  nur  r  =  m — 2  und  daher  ,  '-|-r'M-r"'  =  2  setzen,  wel- 
che Bedingung  auf  G  Arten  erfüllt  werden  kann: 


1. 

durch 

/•'  ==  2  und  r"  =  r'"  =  0 

2. 

j> 

r"  =  2  und  r'   =  r^«  0 

3. 

J) 

r"'  =  2  und  r'   =  r"  =  0 

4. 

r'    =  1,  r"  =  1  und  /"'  =  0 

5. 

r'    =       =  1  und  /"  =  0 

6. 

r"  =  r"'  =  1  und  ? '  =  0 

Wir 

bekommen  so  successive 

KOL 
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•  1.2.3....(m— 2)1/2.1.1  1.2 

1.2.3..,.  IN  „,_  ->,,.  .,  ,n       '"()«. — 1)   a — ,  , 

2-  3. ■(w-2j.u.li  8    '6  c"rf  =  "TT-"  c 

•  A       1.2.3...(m— D.I. 1.1.-'  1.2 

Summe  der  mten  Potenzen  de  r  Glieder  einer  arithmeti- 
schen  Progression  und  Snmmation  der  Kugelhaufen» 
Wir  stellen  uns  zunächst  die  Aufgabe,  die  Summe  der 
mten  Potenzen  der  Glieder  einer  arithmetischen  Progression  zu 
finden.  Seien  a.,,  at  ...bis  ar  die  r  ersten  Glieder,  (idie  Dif- 
ferenz, so  ist  a2  =  fl,-W/,  fl3  =  a  ,-{-d  etc. . .  +  l  =  a,-t-d.  Indem 
wir  jede  dieser  r  Gleichungen  mit  m-H  potenziren,  erhalten  wir: 

«,-»+'  =0,'"+'  +(w+i  ,„,-«<+  (^/%  '"-'(r-+ 

1.2. 3  d  +  --- 

+  -  i    2.3      «3       «  + 

+f/r+i=a3"'+  V+m+1  (^±±f-a,m-ld> 
(m+1  )m(m—l)  „-j,j, 

+  — TTTä —  "*        +  '  •  • 


(m+l).»(w-  1)     ,„_.,  ,3 

+     1.2.3      *      "  +  •  • 
Wenn  wir  nun  alle  diese  r  Gleichungen  adJircn  und  zu- 
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gleich  die  gemeinschaftlichen  Glieder  auf  beiden  Seiten  weggelas- 
sen,  so  kommt:  ar+\ — a,  = 

W()W  l)(m— 2)        f  m~2       WJ-2  m-2] 

 172~3  rf3  Lai    +as    +...*  J+... 

ßezeichuen  wir  nun  mit  S,,  53  . .  .  bis  5m  die  Summe 
Her  ersten ,  der  zweiten  ,  3ten  bis  wten  Potenzen  der  r  ersten 
Glieder  a{,  a2,  03...  ar  unserer  arithmetischen  Progression,  so  ist 

aus  welcher  Sm  berechnet  werden  kann,  wenn  man  5,„_,  ,5m_2 
etc.  kennt.  Man  findet 

(2)  5  -a,+l~g'  mjc  »<(»<— 

=^2Ö!=?W  _ctc 

2.3.4  »«-3      e  ' 

Wenden  wir  das  an   auf  die  Keine  der  natürlichen  Zahlen 
J,  2,  3...  bis  n,  so  dürfen  wir  in  (2,  nur  r/,  =1,  af.      =  n-r-l, 
d  =  1  und  r  =  n  setzen,  dann  kommt : 
w+1 


r3K  «  _Jn-H)   —1     m  m(m— 1) 

1  ;    m"      m+i~       2  *m->  2T5*"J  ~ 

m(m_1)(m  2) 

2.3.4         -  3  6tCV 

Hieraus  finden  wir  nun 
1 .  für  rw ==  1  : 

_  (n+l)^l  l 

2"  ¥  *' 

also  die  Summe  der  ersten  Potenzen  ausgedrückt  durch  die  Summe 
der  nullten  Potenzen.  Nun 

S0  =  l°-f-2 '4-30-1-.. ,  Ho  =  H-1-J-1+  . . .  =  M  ;  daher 

5  =                    1  __  (»+1)2— 1— n  _  w2-|-2w4-l— 1— n 

1  2  T  M  2  ~  2  

c      "2-H*  n(w+l) 

—     2~  ==  — 2 —  5  8  wir  a    1  von  "'uner  scüon  wissen. 

2.  für  m  =  2  kommt 

_OH-i)3— i  i 

4>2  3  £j  —  50  oder,  für  5,  und  S0  die  Werthe 

eingesetzt : 
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3  2         3  "  6 

•2/ri  +  G,^-|-G;i-|-2— 2— 3m2— 3/e— 2h  2n3H-3n2-f-w 


6  6 

:  2  G  G 

n(»+lX2Ä+l) 

Um  die  Summe  der  3ten  Potenzen  zu  finden,  setzen  wir 
i/i  oe  3  und  bekommen 

«      (n+1)4— 1       3           Ä       1    o      xr     .  , 
•\.  =        ^  —  —  S2  —  St  —  b0.    Nun  ist  aber 

^2=  ß~  — 1  -5 —  und  SQsss|f  •  daher 

_    (n+lj4— 1      3     2**+3#1LHi  1 

I         Y  •  -    ~e  f7ifl 

e      :>(^4H-lH3  +  <')H2-t-4M+l)—  a-fin«— 9#<a— 3h— 6n2— 6n— 3n 

o  •>  —    "  ■  —  

J  12 

^  -       ~T—  4  =  ~ T~ 

•S;J  =  f— — ky  -|  =  .S,2  d.  b.  die  Summe  der  3ten  Potenzen  ist  das 

Quadrat  von  der  Summe  der  ersten  Potenzen  der  n  ersten  natür- 
lichen Zahlen. 

250.  Berechnung  der  Kugelhaufen.  Man  bedient 
sich  nun  der  obigen  Formeln,  um  die  Anzahl  der  Kugeln  zu  be- 
stimmen, welche  in  Zeughäusern  gewöhnlich  zu  rechteckigen,  qua- 
dratischen oder  dreieckigen  Haufen  aufgeschichtet  sind. 

a.  In  einem  rechteckigen  Kugel  häufen  bildet  die 
Grundfläche  d.  h.  die  unterste  Schichte  ein  Rechteck.  Die  Kugeln 
der  2ten  Schichte  kommen  in  die  durch  die  erste  Schichte  gebil- 
deten Zwischenräume  zu  liegen.  Wenn  z.  Li.  die  längere  Seite  der 
Basis  9,  die  kürzere  6  Kugeln  enthielte,  so  würde  die  2te  Schichte 
auf  der  Langem  Seite  8,  auf  der  kürzern  b  Kugeln  enthalten.  Auf 
diese  zweite  Schichte  wird  eine  dritte  gelegt  mit  7  Kugeln  auf 
der  längern  und  4  auf  der  kürzern  Seite  auf  diese  folgt  eine  4te 
Schichte  mit  6  Kugeln  auf  der  längern  und  3  auf  der  kürzeru 
Seite,  hierauf  eine  5te  Schichte  mit  5  Kugeln  auf  der  längern  und 
2  auf  der  kürzern  Seite;  endlieh  hierauf  noch  eine  Gte  Schichte 
mit  -A  Kugeln  auf  der  längern  und  einer  auf  der  kürzeru  Seite. 
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Wir  haben  also  gerade  so  viele  Schichten  als  Kugeln  auf  der 
kiirzern  Seite  sich  finden.  Ist  daher  m  die  Anzahl  der  Kugeln 
auf  der  längern.  n  die  der  Kugeln  auf  der  kiirzern  Seite,  so  be- 
steht der  Haufen  aus  n  Schichten,  in  der  ersten  hat  es  n  Reihen 
mit  je  m  Kugeln,  in  der  zweiten  n — 1  Reihen  mit  je  m — 1  Ku- 
geln, in  der  3ten  n — 2  Reihen  mit  je  m — 2  Kugeln  u.  s.  f.,  in  der 
obersten  endlich  eine  Reihe  mit  m — (n — 1)— m — n-\-\  Kugeln. 

Setzen  wir  daher  m — n  =  r.  so  ist  die  Anzahl  der  Engeln 
der  obersten,  aus  nur  einer  Reihe  bestehenden  Schichte  = 
r-f-1  ;  die  zweite  Schichte  ,von  oben  enthält  dann  2  Reihen,  jede 
mit  r-r-2  Kugeln,  die  äte  Reihen  mit  je  r-f-3  Kugeln  u.  s.  f., 
endlich  die  unterste  enthält  //Reihen  mit  je  r-f-n  Kugeln.  Bezeich- 
net daher  Sr  die  Anzahl  aller  Kugeln  dieses  rechteckigen  Hau- 
fens, so  ist 

S,=(Y-f-l  )-f-2(H-2)+;i! r4-3  H-. . . n(r-\-tt ) 
Sv=r+2H-3i  ^-lH-..7rH-l2+22+32+4-H-.. .  ft2 
^^1^3+4+..  .^i^2^3M^-.,n^ 

oder 

c       r(»2-Ht)  ,  n(w-r-l)(2w-r-l) 
&r  —  7z  r 


2  6 
c      3r(»24-tt)+»(n-f-l)(2n-|-l)  . 

öf  =  —   oder 

b 

sr  m  6 

ß.  Ist  die  Grundfläche  des  Kugelhaufens  quadratisch, 
so  enthält,  die  oberste  Schichte  nur  eine  Kugel.  Man  hat  daher 
in  der  vorigen  Formel  nur  r  =  0  zu  setzen,  um  die  Zahl  der  in 
einem  solchen  Haufen  vorkommenden  Kugeln  zu  erhalten,  die  = 

 g  wird.  Dasselbe  ergibt  sich  übrigens  auch  unmittel- 
bar aus  folgender  Betrachtung:  Der  quadratische  Kugelhaufen  hat 
zur  Grundfläche  eine  quadratförmige  Kugelschichte;  die  darauf 
ruhenden  Schichten  sind  ebenfalls  Quadrate,  deren  jedes  auf  einer 
Seite  eine  Kugel  weniger  enthält,  als  die  unter  ihm  liegende 
Schichte,  bis  endlich  die  oberste  Schichte  nur  noch  eine  Kugel 
hat.  Wenn  daher  n  die  Anzahl  der  Kugeln  auf  einer  Seite  der 
Grundfläche,  so  ist  m2  die  Anzahl  der  Kugeln  der  untersten, 
(n — 1)-  die  der  zweiten,  (n — 2)2  die  der  dritten  Schichte  u.  s.  f. 
Bezeichnet  daher  S({  die  Gesammtzahl  aller  im  quadratischen  Ku- 
gelhaufen befindlichen  Kugeln,  so  ist 


.  »(>H-1)(2h+1) 

=   6  

/.  Um  bei  einer  dreiseitigen  Kugel  py  ramidc,  de- 
ren Grundfläche  ein  gleichseitiges  Dreieck  ist,  die  Anzahl  aller 
Kugeln  zu  finden,  überlegen  wir,  dass  bei  der  untersten  Schichte 
die  Mittelpunkte  der  äusersten  Kugeln  ein  gleichseitiges  Drei- 
eck bilden,  dass  dann  in  die  leeren  Räume  der  untersten  Schichte 
wieder  Cugelri  gelebt  werden,  die  als  zweite  Schichte  ein  neues 
gleichseitiges  Dreieck  bilden,  von  dessen  Seiten  jede  eine  Kugel  weni- 
ger enthält,  als  die  der  untersten  Schichte,  und  dass  dann  so  fort- 
gefahren wird,  bis  endlich  nur  noch  eine  Kugel  gelegt  werden 
kann,  welche  die  oberste  Schichte  bildet. 

Die  oberste  Schichte  enthält  daher  1  Kugel 

2te  »  „         „  3  Kugeln 

die  3tc  enthält  eine  neue  Keihe  mit  3  Kugeln,  also  6  „ 
»  ti       n       >,         n       „   4       „        n  10  „ 

«  5te      »       M       n         >,      »    5        „        Vi  iß  » 
»   6te      n       7>       n         »       „6       „        „  21  „ 
>i   7t®      «        »        „         „       „    7        „        „  28       u.  s.  f 
Sei  endlich  n   die  Anzahl  der  Kugeln  auf  einer  Seite  der 
untersten  Schichte,  so  enthält  diese  Schichte   n  Keinen,    von  wel- 
chen die  erste  1,  die  zweite  2,  die  3te  3,  die  4te  4,  .  .  .  die  wte 
H  Kugeln  fasst.    Es  ist  somit  die  Anzahl  aller   in   der  untersten 
Schichte  enthaltenen  Kugeln  =•  1+2+3+4+  .  .  w,  welche  Summe 

,           c      w(w-f-l)     n2-\-n  .  .  • 

aber  =  ö  f  =  - —  =  __  ist.  Setzt  man  nun  m  diesem  Aus- 
druck für  )i  successive  1,  2,  3,  1  etc..  so  erhält  man  offenbar  die 
Zahl  der  in  den  einzelnen  Schichten  enthaltenen  Kugeln,  von  der 
obersten  ausgehend.  Bezeichnet  man  also  mit  S(i  die  Anzahl 
Bämmtlicher  in  dieser  dreiseitigen  Pyramide  enthaltenen  Kugeln, 
so  ist 

12+1    2M-2    3M-3.    4*+4  ,  5*+5  ,      nß+n  t 

l*+2*+3*+42+ . . .  n2     1+2+3+4+ . . .  +w 

8d  "   2  2  

S  —  5*             n(n+l)(2w+l)  n(w+l) 
rf      2  +  2             2.6  2.2 
o  _  k(?H-1)(2w+1)+3h(/h-1  ,     n(n+l  (2/i+4) 
ad  -         ^  ' 

«        M(W+  1)(m+2) 
«3</  =  • 


—   352  — 


Beispiele:  Enthielte  bei  einer  dreiseitigen  Kugelpyramide 
eine  Seite  der  Grundfläche  42  Kugeln,  so  wäre  ?i  =  42  und  daher 
die  Zahl  aller  Kugeln  : 

=  »(n+l)QH-2)  =  42.-ia.4t  =  7       u  =  ^ 
6  6 
Würde  aber    bei   einer  Kugel  Pyramide    mit  quadratischer 
Grundfläche  eine  Seite  der  Grundfläche  42  Kugeln  enthalten.  BO 
\v;ire  die  Anzahl  aller  Kugeln 

=  n(n+l)(2,H-l)  _  4^43 .  *5  _  ^ 

v  6  b 

Wenn  endlich  gefragt  wird  :  Wie  gross  ist  die  Anzahl  der 
Kugeln  eines  rechteckigen  Kugel  häufen  s.  wenn  die  längere  Seite 
der  Basis  45,  die  kürzere  aber  $0  Kugeln  zählt  ?  so  benutzen  wir 
die  Formel: 

_  ;*(n-H)(3r+2fi-H) 
\—  6  , 

worin  i  die  um  eine  Einheit  verminderte  Anzahl  Kugeln  der  ober- 
sten Reihe,  n  dagegen  die  Anzahl  der  Schichten  bezeich- 
net, die  auch  gleich  ist  der  Anzahl  der  Kugeln  auf  der  kleinem 
Seite  der  Basis.  Nun  ist  aber,  wie  wir  gesehen  haben,  r=m — n, 
also  hier  ?=45 — 30  =  15;  somit 

3U.31.(3.15  +  2.30-»-l)  30.31.(45+60-1-1) 


6 


|Ä    =  16430. 


Vierter  Abschnitt. 

Von  den  imaginären  und  den  complexen  Zahlen. 

257.  Bei  Ausziehung  gerader  Wurzeln  aus  negativen  Zah- 
len sind  wir  früherauf  die  sogenannten  imaginären  d.h.  atri 
Zahlen  gestossen,  die  sieh  weder  genau,  noch  näherungsweise  dureli 
die  positive  oder  die  negative  Einheit  ausdrücken  lassen.  So  ist 
yj — -Iii  weder  -f-7,  noch  — 7,  noch  eine  dem  absoluten  Werthe 
nach  von  -}-7  oder  — 7  verschiedene  Zahl.  Es  ist*  pxut  V — 49 
=  V497(— 1 )  =  _-h  7>/— 1  i  ebenso  5  =  -fc/S  ■  yl~h  >/_ ß2  ff. 
iLav — 1.    Eine  solche  imaginäre  Zahl  erscheint  demnach  als  das 
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Produkt  der  Grösse  y/ — 1  mit  einer  positiven  oder  negativen,  kom- 
niensurabeln  oder  inkommensurabeln  Zahl,  entsteht  somit  aus  ^— 1 
auf  dieselbe  Weise,  wie  die  reellen  Zahlen  aus  der  positiven 
Einheit.  Man  tasst  daher  ^ — 1  als  neue  Einheit  auf,  nennt 
sie  die  imaginäre  Einheit  und  bezeichnet  sie  nach  allgemein 
üblichem  Gebrauch  durch  t. 

Allgemeiner  als  diese  imaginären  Zahlen  sind  diejenigen 
imaginären  Symbole,  auf  welche  wir  bei  Auflösung  der  quadrati- 
schen Gleichungen  kamen  und  welche  die  Form  haben:  a±ßi  , 
wo  a  und  ß  reelle  Zahlen  bedeuten.  Diese  Symbole  bestehen' 
aus  einem  reellen  und  einem  ganz  imaginären  Theil  und  werden 
desshalb  complexe  Zahlen  genannt.  Die  complexe  Zahl  ist 
die  allgemeinste  Zahlform:  aus  ihr  geht  die  reelle  und  die  imagi- 
näre Zahl  durch  blosse  Spezialisirung  hervor.  Setzt  man  nämlich 
ß=iO  in  a+ßi,  so  erhält  man  die  reelle  Zahl  a\  wird  dagegen 
or=0  gesetzt,  so  bekommt  man  die  rein  imaginäre  Zahl  ßi. 

258.  Es  ist  ohne  Weiteres  klar,  dass  zwei  complexe  Zah- 
len a+ßt  und  a'+ß'i  nicht  einander  gleich  sein  können,  ausser 
wenn  ihre  reellen  und  ihre  imaginären  Theile  einzeln  einander 
gleich  sind,  dass  also  die  Gleichung 

a-\-ßi=a'+ß'i 
zerfällt  in  die  beiden  Gleichungen: 

«=«',  ß=ß'. 

Deöa  aus  a+ßi=ct'+ß'i  folgt: 

et— a'+{ß— ß')i=0 

Da  nun  der  reelle  Theil  a—a4  niemals  von  dem  imaginäre 
ß')*  aufgehoben  werden  kann,  so  muss  a — «'=0  und  ß — ß'=Q 
d.  h.  es  muss  «  =  a'  und  ß=ß'  sein. 

Damit  ist  auch  zugleich  gezeigt,  dass  eine  complexe  Zahl 
nur  dann  =  0  sein  kann,  wenn  der  reelle  Bestandteil  und  der 
Coeffizient  von  i  einzeln  =  0  sind,  dass  also  die  Gleichheit 
a-\-ßi=<)  erfordert:  a=0  und  /?=0. 

Complexe  Zahlen,  welche,  wie  a+ßi  und  a — ßi,  in  den  reel- 
len Theilen  übereinstimmen  und  edcL  nur  durch  das  Vorzeichen 
des  imaginären  Thciles  unterscheiden,  werden  conjugirte  com- 
plexe Zahlen  genannt,  und  der  absolute  Werth  der  Quadratwur- 
zel aus  der  Summe  der  Quadrate  des  reellen  Theiles  und  des 
reellen  Faktors  vom  imaginären  Theil  heisst  Modulus  der  cora- 
plexen  Zahl.    So  wäre  also  der 

Orelli,  Algebra.  2te  Auflage.  03 
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Modul  von  3+4f  =  >/32+42  =  V9+1G  =  >/25  =  5 
Modul  von  7—8/  =  V49+64  =  ^ITF 

Modul  von  a±/fr*  =  y/ä'^hf1* 
Der  Modulus  einer  reellen  Zahl  ist  somit  nichts  anderes  als 
ihr  absoluter  Werth. 

259.    Potenzen  de  r  imaginären  Einheit. 

Es  ist  r+  ^zi^^+yiri 

yj — 1)2=  -1,  unmittelbar  nach  der  Bedeutung  der 
Wurzelgrüsse. 

(+V-=u4=[(+V=i)T=  C-i?=+i- 

Alle  hühern  Potenzen  der  imaginären  Einheit  lassen  sich  auf 
diese  4  ersten  zurückführen.  Denn  in  Bezug  auf  den  Divisor  4 
kr.nnen  wir  die  ganzen  Zahlen  in  4  Klassen  bringen':  J.,  solche, 
welche  durch  4  theilbar  sind,  —  2.,  solche,  welche,  durch  4  ge- 
theilt,  den  Rest  1,  8.,  solche,  welche,  durch  4  getheilt,  den  Rest 
2,  und  endlich  solche,  welche,  durch  4  getheilt,  den  Rest  3  lie- 
fern. Sie  sind  somit  alle  enthalten  in  den  Formen:  4m,  4n-f-l, 
4n_l_2,  4n-r-3,  wo  n  irgend  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet 
Man  hat  daher 

1.  (+V-i)4"=  [(+V-i)4]n=+i 

2.  (+v^i)4*H-,=(+v_zir->/-i  = 

3.  (+V-1)4"+2  =(+ V— O4"- (>/— 1)2={+D.(— 1)=^  1 

4.  ( + v-]  )'",+:!=  ( + V- Q  (V-D3=(+i).  (-  V- 1  )= 

oder 

1.  (        )/,n  =  U      3.  ( +         ] -  + 

2.  (+        1)*«+*  =  —1      4.  (-h  y-i  f**Km  —  V— 1 

d.  h.  alle  geraden  Potenzen  von  -f^ — 1  sind  reell  und  zwar  = 
-f-1,  wenn  der  Exponent  ein  Vielfaches  von  4,  und  = — 1,  wenn 
der  Exponent  eine  gerade,  aber  nicht  durch  4  theilbare  Zahl 
ist;  alle  ungeraden  Potenzen  von  +yj — 1  sind  imaginär  und  zwar 
==_|-^Zrr)  wenn  der  Exponent,  durch  4  getheilt,  1  zum  Rest, 
und  = —  yj—  1,  wenn  derselbe,  durch  4  getheilt,  3  zum  Rest 
lässt. 
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"260.    Bildliche  D  Erstellung  der  .imaginären  und 
der  comp  lex  eil  Zahlen. 
Übschon   die   imaginären  Zahlen   weder  durch  die  positive, 
noch   durch   die  negative  Einheit,  weder  genau,  noch  näherungs- 
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weise  sich  ausdrücken  lassen  und  ihr  Auftreten  bei  der  Auflösung 
der  Gleichungen  stets  auf  einen  innern  Widerspruch  und  damit 
am  die  Unmöglichkeit  der  Lösung  hindeutet,  so  ist  es  doch  kei- 
neswegs gerechtfertigt,  dieselben,  wie  es  früher  geschah.,  als  wirk- 
lich unmögliche  d.  h.  gar  nicht  denkbare  Zahlen  zu  betrachten. 
Mit  nicht  minderem  Recht  könnte  man  schon  jede  irrationale  Zahl, 
vri  yj  5,  als  unmöglich  ansehen,  indem  es  in  der  That  geradezu 
unmöglich  ist,  den  Werth  von  yj  5  genau  auszudrücken  d.  h.  eine 
ganze  oder  gebrochene  Zahl  ausfindig  zu  machen,  deren  Quadrat 
genau  =5  wäre.  Wirklich  lassen  die  imaginären  Zahlen  eben 
so  gut,  wie  die  reellen,  eine  geometrische  Veranschaulichung  zu. 
Denkt  man  sich  nämlich  auf  einer  Geraden  XX'  irgend  einen 
testen  Punkt  0  als  Anfangs-  oder  Nullpunkt  gewählt  und  trägt 
von  diesem  Punkt  ans  mit  ganz  beliebiger  Zirkelöffming  gleiche 
Distanzen  etwa  nach  rechts  ab,  so  sind  diese  vom  Nullpunkt  aus 
gezählten  Distanzen  0,1,  OB,  OC,  OD,  OE,  OF,  etc.  geometrische 
Bilder  für  die  Zahlen  1,  2,  3,  4,  5,  6  etc.  und  die  gleich  grossen, 
nach  entgegengesetzter  Richtung  gezählten  Distanzen  sind 
dann  die  Bilder  für  die  negativen  Zahlen  — 1,  —2,  — 3,  — 4  etc.; 
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die  einzelnen  Punkte  A,  #,  C,  D  etc.  selber  «aber  werden  Zahl- 
gürter  der  Zahlen   1,  2,  3,  4  etc.  genannt. 

In  ganz  gleicher  Weise  können  wir  die  imaginären  Zahlen 
geometrisch  darstellen  als  Distanzen  vom  gleichen  Anfangs-  oder 
Nullpunkt  ans,  aber  in  einer  andern  und  zwar  in  einer  zur  Achse 
der  reellen  Zahlen  senkrechten  Eichtling  abgetragen. 

Die  innere  Berechtigung  hiezu  lässt  sich  folgendermaßen 
nachweisen : 

D  Sei  AB—a  eine  ganz  be- 

liebige Strecke,  so  wird  be- 
kanntlich die  gleich  grosse, 
direkt  entgegengesetzte  Strecke 
AC  durch  —  a  bezeichnet. 
Ihr  Ausdruck  —  a  kann  ana- 
lytisch aus  a  durch  Multipli- 
C       — a  A  a  B     kation  mit  dem  Faktor  —  1 

abgeleitet  werden,  indess  geometrisch  die  Strecke  a  durch  Drehung 
am  180°  in  — a  übergeführt  wird.  Es  kommt  somit  die  Multipli- 
kation einer  Strecke  a  mit  dem  Faktor  —  1  geometrisch  einer 
Drehung  derselben  um  180°  gleich,  und  es  entsteht  daher  die  Frage: 
Wenn  wir  die  Strecke  a,  statt  um  180°,  bloss  um  90°  drehen, 
sie  also  in  eine  zur  ersten  senkrechte  Lage  bringen,  wie  lässt  sich 
dann  diese  Richtungsänderung  analytisch  ausdrücken? 

Da  wollen  wir  mit  m  den  noch  unbekannten  Faktor  be- 
zeichnen, mit  welchem  man  die  Strecke  a  multipliziren  müsste, 
um  die  nämliche,  auf  der  ersten  senkrecht  stehende  Strecke  zu  er- 
halten, um  also  a  von  der  Lage  AB  in  die  Lage  AD  überzufüh- 
ren, so  wäre  also  ma  die  auf  a  senkrecht,  stehende  Strecke  oder 
die  in  die  Lage  AD  übergeführte  Strecke  AB.  Drehen  wir  die 
Strecke  AD=ma  noch  einmal  um  90",  bringen  sie  also  in  die 
Lage  AC,  so  haben  wir  nach  der  dem  m  beigelegten  Bedeutung 
diese  Drehung  des  ma  durch  Multiplikation  mit  m  auszudrücken, 
so  dass  m. ma==m2a  der  analytische  Ausdruck  für  \C  wäre.  Allein 
es  ist  auch  AC= — a;  somit  mla  —  —  a,  m2= — 1  und  m=yj — 1- 
Wenn  daher  a  eine  beliebige  Strecke,  so  wäre  a\j — 1  oder 
ai  dieselbe,  auf  der  ersten  senkrechte  Strecke.  Indem  wir  daher 
auf  der  zur  XA*'  senkrechten  Achse  YY4  die  Distanzen  \:  2,  3, 
4  etc.  abtragen,  bekommen  wir  in  ihren  Endpunkten  A\  ZJ',  C, 
Dl  etc.  die  Zahlörter  der  imaginären  Zahlen  /,  2t,  3t,  4t  etc.  und 
die  gleichen,  von  0  aus  nach  unten  abgetragenen  Distanzen 
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liefern  uns  geometrische  Bilder  der  negativen  imaginären  Zahlen 
— ?\  — 2t*,  — 3t\  — 4t  etc. 


Hieraus  ergibt  sich  aber  auch  sofort  die  geometrische  Be- 
deutung der  complexen  Zahl  et-\-ßi.  Offenbar  würde  die  Strecke 
a  +  ß  erhalten,  wenn  wir  auf  der  X  Achse  von  0  aus  zuerst 
OA=ct  abtrügen  und  dann  von  A  aus  noch  AC=ß.  Allein  wir 
sollen  von  A  aus  nicht  um  /},  sondern  um  ßi  fortschreiten;  wir 
müssen  also  entweder  die  von  A  atte  abgetragene  Strecke  4C=ßnoch 
um  90°  drehen,  also  in  die  Lage  4/J/bringen,  oder  dann  gleich  von 
A  aus,  statt  in  der  X  Achse  um  ß  vorwärts  zu  gehen,  um  die 
Distanz  ß  in  einer  zur  X  Achse  senkrechten  Richtung  fortschreiten. 
Handelt  es  sich  um  et — ßi,  so  müsste  die  Distanz  ß  von  A  aus,  statt 
nach  oben,  nach  unten  abgetragen  werden.  Es  wäre  demnach 
der  Punkt  M  der  Zahlort  der  complexen  Zahl  et-\-ßi  und  M'  der 
Zahlort  der  cnniplexen  Zahl  et  - ßi.  Die  complcxc  Zahl  a-\-ßi 
selber  aber  wird  durch  die  gebrochene  Linie  OAM  repräsentirt. 
Wir  haben  also  kurz  das  Resultat:  Der  Zahlort  der  complexen 
Zahl  ct-\-ßi  ist  nicht-  anderes  als  ein  Punkt  in  der  Ebene,  dessen 
rechtwinklige  Cöordinaten  et  und  ß  sind. 

Nun  könnten  wir  zum  Punkt  M  statt  mittelst  rechtwinkliger 
Coordinaten  auch  durch  die  Polarkoordinaten  OM=Q  und  Winkel 
MOX  =  (f  gelangen,  d.h.  dadurch,  dass  wir  von  0  aus  einen 
Strahl  zögen,  der  mit  der  positiven  Richtung  der  reellen  Zahlen- 
achse den  Winkel  ep  bildet,  und  dann  auf  demselben  die  Distanz 
OM=()=^}Jct'i+ß2  ss  dem  Modulus  der  complexen  Zahl  abtrügen. 
Ein  geradliniger  Weg  von  der  Länge  p=:ytf*4-/?2  von  0   aus  an- 


ter  dem  Winkel  (f  führt  uns  also  ebenfalls  zum  Zablort  der  com- 
plexen  Zahl  a-\-ßi  und  wir  können  -daher  diesen  geradlinigen  Weg 
0/4,  bei  welchem  aber  die  Länge  o  und  die  durch  den  Winkel 
ff  bestimmte  Richtung  zugleich  in  Betracht  kommen,  eben- 
falls als  Repräsentanten  der  complexen  Zahl  a-\-ßi  betrach- 
ten. Das  gibt  uns  nun  ein  Mittel  in  die  Hand,  die  complexe  Zahl 
ct-\rßi  auf  eine  andere,  für  die  Rechnung  bequemere  Form  zu 
bringen.  Man  hat  nämlich,  wie  sich  aus  der  Figur  sofort  erken- 
nen lässt :  c(  =  o  cos  ff  und  ß  =  q  sin  ff ;  daher  vt-\-ßi =(>  cos  ff-\-Qi sinr/ 
=  (>(cosy-H \siny),  so  dass  die  complexe  Zahl  in  ein  Produkt  von 
zwei  Faktoren  verwandelt  ist,  dessen  erster  Faktor  p  nichts  ande- 
res ist  als  der  Modulus  yja2~t-ß2  der  complexen  Zahl,  dessen  zwei- 
ter Faktor  cos  9)  + /.sin  9)  aber  der  reduzirte  Ausdruck  genannt 
wird.  Der  Winkel  ff,  den  der  Radius  vector  des  Zahlortes  mit  der 
festen  Achse  bildet  oder  die  ihn  bestimmende  Bogenzahl  heisst 
auch  das  Argument  des  reduzirten  Ausdruckes. 

Die  absolute  Länge  von  OM  ist  =  p^f^^  dagegen  ist 
der  Wrerth  von  OM  mit  Rücksicht  auf  Grösse  und  Rich- 
tung zugleich  =  ^(cosy-f  isiny). 

Fällt  Oif=(f  mit  der  X  Achse  zusammen  d.  h.  ist  f/=0,  so 
wird  dieZahl  cr+/?f  ==p(cosr/+f  sin<pj  durch  q dargestellt ;  für  </-==90" 
durch  qj\  für  y  =  180°  durch—  für  einen  ganz  beliebigen 
Winkel  q  aber  durch  q( cos <p+i sinr/).  Man  hat  also,  um  den 
geometrischen  Repräsentanten  der  complexen  Zahl  a+ßi  zu  er- 
halten, den  Abstand  ihres  Zahlortes  vom  Nullpunkt  mit  1,  ?,  — 1. 

i  oder  1  zu  multipliziren,  je  nachdem  der  Leitstrahl  desselben 
mit  der  Richtung  der  positiven  Zahlenachse  einen  Winkel  von  0, 
90,  180,270  oder  360  Graden  bildet,  und  mit  cos  y-H'sin (f>, 
wenn  derselbe  mit  der  X  Achse  den  Winkel  ff  bildet.  Ks  ist  so- 
mit cos  y-Hsin  ff  die  Zahl,  mit  der  mau  eine  Strecke  0  zu  mul- 
tipliziren hat,  um  sie  in  eine  Lage  überzuführen,  die  mit  der  er- 
sten den  Winkel  fp  einschliesst.  Man  kann  daher  den  Faktor 
cos  ff  -f-/ sin  (f  auch  den  Richtungs-  oder  Drehungskoeffizienten  heis- 
sen.    In   der  That  geht  (>(cos<f-H'sin (f)  der  Reihe  nach  in  p,  gif 

(>,  —  Qi  und  q  über,  wenn  man  successive  gp«0°,  90°,  180ü> 
2700  und  360°  setzt. 

Anmerkung.  Ks  scheint  uns  hier  der  Ort,  auf  eine  zwar 
häufig  vorkommende,  aber  nichts  desto  weniger  ganz  unrichtige 
und  den  denkenden  Leser  sehr  störende  Ausdrucksweise  aufmerk- 
sam zu  machen,  welche  die  complexen  Zahlen  als  durch  Punkte 
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iu  der  Ebene  darstellbar  erklärt.  Der  Punkt  als  solcher  kann, 
wo  er  auch  in  der  Ebene  liegen  mag,  nie  das  geometrische  Bild 
einer  andern  Zahl,  als  der  absoluten  Null  sein.  Wie  das  geome- 
trische Bild  der  reellen  Zahl  3  unbestritten  nur  das  Dreifache  der 
die  Einheit  vorstellenden,  übrigens  ganz  willkürlich  gewählten 
Strecke  ist,  so  können  auch  die  rein  imaginäre .  und  die  complexe 
Zahl  zu  ihrem  geometrischen  Bilde  nur  eine  Linie  und  durchaus 
nichteinen  Punkt  haben.  Nicht  die  Zahlörter  der  Zahlen  2,  8  t, 
4-1-5/  repräsentiren  daher  die  genannten  Zahlen,  sondern  ihre  Ab- 
stand e  vom  Nullpunkt,  nach  Grösse  und  Richtung  zugleich  auf- 
gefasst,  sind  die  Repräsentanten  oder  die  geometrischen  Bilder  der 
Zahlen  2,  3/,  oder  4+5?,  und  es  ist  daher  durchaus  nicht  erlaubt, 
von  Addition,  Subtraktion,  Multiplikation,  Division  etc.  von  Punk- 
ten zu  sprechen. 

261.  Wenn  wir  nun  die  complexen  Zahlen  denselben  Rech- 
nungsoperationen unterwerfen,  wie  die  reellen,  so  bekommen  wir 
zunächst: 

2.  (ch-01  )— (a'+jfif'0= ct+ßi  -  a'—ß'i  =  (a—a')+(ß—pi 

d.h.  sowol  die  Summe  als  die  Differenz  zweier  com- 
plexen Zahlen  ist  wieder  eine  complexe  Zahl. 

Für  die  Multiplikation,  Division,  Potenzirung  und  Wurzel- 
ausziehung ist  die  zweite  Form  der  complexen  Zahl  viel  bequemer. 
Man  hat  einmal: 

1.    g , (cos  y  ,-»-?  siny  ,)  •  e2(cosy.,-+-isiny2)  . .  .  en(cosy,rWsin#>n) 
=(>i(> 2 Q :*  •  •  •  Qf(^sft     sin  ^iXeosrr2-Ksiny2).  . .  (cos  yn-H sin  y„ ) 
p^cosy  t+tsin  y  t)  —  £f     /eosy  ,+isin  g  t  \ 
'  o2(cos  y  2-H*siny2>      o,  '  '  cos y.,-W siny. 2  f 

3.  S[o1(cosy1-r-/siny1)]'/,==?,jl  (cos  y  x+i  siny ,  )m 

so  dass  wir  uns  also  nur  noch  mit  der  Multipikation,  Division  und 
Potenzirung  von  reduzirten  Ausdrücken  zu  befassen  haben. 

262.  Lehrsatz:  Reduzirte  Ausdrücke  werden  mit  einan- 
der multiplizirt,  indem  man  nur  ihre  Bogenzahlen  (Argumente) 
addirt  und  die  Summe  als  Bogenzahl  des  reduzirten  Ausdruckes 
beibehält. 

Haben  wir  zunächst  zwei  reduzirte  Ausdrücke  cosy^asiny, 
und  cos  y.>-H*  siny  2  zu  multipiliziren,  so  kommt: 
(cosyi+t 8myf)(GOS9>2+t 8iny2)  =  cosy,  cosy2-H'siny,  cosy2 

-htcosy,  siny  2— -siny,  siny2 

oder 

=  cosy,  cosy,—  siny, siny 2-H  [siny,  cos  y2+cosy,  siny  2] 
=  cos(y,-hy  >)  i  t  si^yt  +  yv,). 
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Der  Satz  gilt  also  einmal  für  zwei  Faktoren.  Haben  wir 
ein  Produkt  aus  3  Faktoren,  so  ist  (cos^,  -f-e  sin  )(cos  tpb  +2  sin  9),) 
(cos^3-f2sin^3)  zunächst  gleich  dem  Produkt  der  zwei  ersten 
multiplizirt  mit  dem  dritten,  also  = 

[cos(^!  +qp2)  +  t  sin^1-fy2)|(cosr/.{  W  sin  r/j 

Hier  aber  haben  wir  wieder  nur  zwei  Faktoren,  für  welche 
der  Satz  bereits  bewiesen-,  daher  das  obige  Produkt 
=  cos^-hy.,  +  y'3)+nWy-,+yaH-g>3). 

Man  kann  nnn  leicht  zeigen,  dass  wenn  dieser  Satz  für  ir- 
gend eine  Anzahl  z.  13.  n  Faktoren  gilt,  er  auch  noch  gelten  niuss 
für  die  um  1  vermehrte  Anzahl  von  Faktoren. 

In  der  That:  Setzen  wir  zur  Abkürzung 
(cos  (ft  H^in^cos^,  -f/siny,).  . .  (cos  y,,+?siny tt)  == />„ 

(cos^  +  j  sin <px )  (cos  <pn+ ,  +  i sin  (fn+i )  = 

und  SPi +SPi  +  ST 3- -f  =</)„,  und  nehmen  wir  für  einen  Au- 
genblick an,  dass 

P»«C08<pj  |  /Vm'/i,,.  «lanii  igt     Pn+{  as 
Pn-(cos<pn+l  -f  2sinyw+I)  =  cos(<Z>„  f /sinO>„)(cosyn+(  +?siny;j+J); 
was  aber  nach  dem  bereits  Bewiesenen 
=  cos  ( Q)n  4-  y„+ , )  -f  sin  ( (Dn  +  <r„+ , )  oder 
=  cos(r/)1+y2-|-  .  .  .    rKfN+  j  )+/sin(^  +^2+  .. .  y„+^+!) 
d.h.  sobald  der  Satz  für  ?>  Faktoren  gilt,  so  muss  er  auch  noch 
für  ti+i  Faktoren  gelten.    Für  2  und  3  Faktoren  ist  er  aber 
direkt  bewiesen  worden;  daher  gilt  er  allgemein. 

Zusatz:  Hat  man  zwei  reduzirte  Ausdrücke  zu  multiplizi- 
reu,  deren  Bogenzahlen  gerade  entgegengesetzt  sind,  wie 

y-Wsin</>  mit  cos — r/>-H sin—  <p,  so  berücksichtigen  wir,  dass 
cos—  #>:=eos<jp  und  sin — (f  =  —  sinr/> ;  somit 
(cosy-Hsiny>)(cos-  y-h2sin— f/))=(cosy-J-? siny)(cosr/>— i sinr/) 
=  cos2y    Y-sinV  =  C0829?H  sin2  r/  =  1. 

368.     Lehrsatz.     Reduzirte  Ausdrucke  wer, Im  durch  ein 
ander  dividirt,  indem  man  die  Bogenzahl  des  Divisors   von  der 
Boyenzahl  des  Dividenden  subtrahirt  und  die  Differenz  zur  Bo- 
genzahl  des  Quotienten  macht. 

Sei  cos^-H'sin^j  zu  dividiren  durch  cos  ?>2-W  sinf/>0,  so 
können  wir  den  Quotienten  zunächst  in  Bruchform  darstellen  und 
dann  noch  Zähler  und  Nenner  multipliziren  mit  der  Differenz  der 
Grössen,  deren  Summe  wir  im  Nenner  haben.  Wir  bekommen  so: 
cos  y<+?sinyl  ^  fcos  r/>5-hsin  rp%  )(cos  y>2— j  sin  <y>2) 
cosy2-Wsiny,       (cos^),4-/sin  r/>.J(Cosyf2--? sin (p\) 
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cos  ^ |Cosf/\>4-?sin</'', cosf/2  —  icosjp  ,  sin  cp* —  tg8in  7*  ,siiH/\2 

(cos  cf  2)- — (?  sin  (f2)2 
COS  CD  «cos  y2+  sin  or-2  sin  (f  x  -f  i '[sin  (f ,  cos  y  2 — cos  <f  ,sinGp.2] 
cos2<p2  +  sin2  7* 
=  cos^j— y2)  +  tsin(y,—  <jp2) 

264.  Lehrsatz:  AVw  reduzirter  Ausdruck  wird  mit  einer 
beliebigen  Zahl  m  potenzirt,  indem  man  nur  die  Bogenzahl  mit 
m  muliiplizirl  und  das  Produkt  als  Bogenzahl  des  reduzirlen 
Ausdruckes  beibehält.    Es  ist  also 

(cos  (f  -f  tsm  (f  )m  =  cos  mcp  -f  !  sin  m^ 
Für   den  Fall,  dass  m  eine  positive  ganze  Zahl,  folgt  der 
Satz  unmittelbar  aus  262;  denn  man  hat  dann 
(cosy-|-  *"sin(/>)m=  (cosc0  +  /sin^)(cos(/9 +  ?smy)  .  .  .  .  (wmal) 

=  cos  m<p-\-i  sin  m(f. 
So   lange  nun  der  Exponent  m  eine  positive  ganze  Zahl, 
gilt  die  obige  Formel  für  ganz  beliebige  Bogenzahlen  gp,  gilt  also 

auch,  wenn  wir  als  Bogenzahl  —  wählen.    Daher  hat  man  auch : 


( 


cf       .    rovn  <y      .  cp 

cos  —  -H'sin  —  I  =  cosm  —     sin  m  —  1=  eos(/>-W  sin  y  ; 
m  m  f  m  in  , 


daher  cos      +1  sin  —  ='v/cos        sin P  =  (cos *sm  </0 
m  m 

1 

—  (/)  (f 

also  auch  umgekehrt:  (cos  (f-\-i  sin  r/ )  =  cos  h  sin  — 

in  in 

Der  Satz  gilt  also  auch  für  solche  gebrochenen  Exponen- 
ten, deren  Zähler  =  1. 

Ist  nun  der  Exponent  ein  beliebiger  Bruch  — ,    so  kann 

m 

man  diesen  als  Produkt  aus  —  hi  n  auffassen  und  hat  daher 

m  , 

ü_     r  m  ,n      f       w       .  <f'\n 

(cosy-t-  isn\(f)m  =^(cosf/)4-2  sinr/)    J  =  |  cos  —-+-2  sin  —  J 

und  da  hier  der  Exponent  n  wieder  eine  ganze  positive  Zahl, 
hat  man : 

I       ¥  .     •    Vi1  11       .  .     n  . 

I  cos  \-t  sin  -— 1  =  cos      ff  -\  -i  sm  — er  :  also 

L      vi  m  j  m  m 

n 

(coscr-r-2  sin  y)m  =  cos  —  tp-\-  ?sin  ^  <f »  womit  der  Satz  für  be- 
liebige positive  Exponenten  bewiesen  ist. 
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Sei  endlich  der  Exponent  eine  negative,  ganze  oder  gebro- 
chene Zahl,  so  haben  wir  zunächst: 

•  •       x  1  1 

(cos  (f~\-  i  sin  (f)—m=  :  as  —  

7         (cosy-f- 1  sin  <p)m     cos  mff+ 1  sin m<f 

cos  m<f — l  sin  m<p        cosmqp —  i sin  m^f 
cos- m  ff — i-sm2mff  1 
=  cos  mff —  i  sin  m<p  =  cos — m<p-\-ish\  —  mff. 
Somit  wäre  der  Satz  (Moivre'sche  Formel)  für  b  e  1  i  e b  i  g  e  Ex- 
ponenten bewiesen,  da  —  wie  früher  in  No.  171  gezeigt  wurde  — 
die  für  konimensurable  Zahlen   bewiesenen   Operationen  auch  für 
inkommensurable  Zahlen  gelten. 

265.  Wir  haben  in  No.  258  gesehen,  dass  a+ßi  nur  =  0 
sein  kann,  wenn  a  =  0  und  ß  =  0,  so  dass  dann  auch  der  Mo- 
dulus  =  \ju2-\-ß-  =0  d.h.:  Damit  eine  complexe  Zahl  =0 
werde,  muss  ihr  Modul  =  0  sein.  Umgekehrt  wenn  der  Modulus 
einer  complexeu  Zahl  =0,  so  muss  sie  selber  =  Ü  sein;  denn  aus 
Ja2-\-ß2  =  0  folgt  :  a-  =  0    .     a  =  0 

266.  Ein  Produkt  mehrerer  complexer  Faktoren 
wird  =  Null,  sobald  ein  Faktor  desselben  =  Q  und 
umgekehrt  kann  ein  Produkt  complexer  Faktoren 
nicht  =  0  werden,  wenn  nicht  einer  seiner  Faktoren 
=  0. 

Sei  der  Faktor  a  \-ßi  =  0,  indess  alle  übrigen  Faktoren  von 
Null  verschieden  seien  ;  das  Produkt  dieser  letzten  ist  dann  eine 
Complexe  von  der  Form  A+Bi;  daher  das  ganze  Produkt 
=  0.  U+ßi)=  O.A+O.Bi  =  0. 
Um  die  umgekehrte  Behauptung  einzusehen,  wollen  wir  an- 
nehmen, alle  auf  cc+ßi  folgenden  Faktoren  seien  von  Null  ver- 
schieden, so  ist  ihr  Produkt  wieder  eine  Complexe  von  der  Form 
A-\-Bi\  daher  das  ganze  Produkt  =(a-\-ßi)(A+Bi). 

Ist  nun  dieses  Produkt  ää  0,  so  kann  in  der  Gleichung 
(a+ßi)(A+Bi)  =  0 
auf  beiden  Seiten  durch  den  von  Null  verschiedenen  Faktor  A+ßi 
dividiren  und  bekommt  dann 

a+ßi  m  Ö,  w.  z.  b.  w. 
267.    Quadratwurzel  aus  einem  Binom  voln  der 
Form  A-\-Bi. 

Wir  haben  in  Nro.  160  die  Quadratwurzel  aus  einem 
Binom  von  der  Form  A^B  gezogen  und  gefunden,  dass 
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Ersetzen  wir  nun  hier  ^ lf  durch  #>/  — 1  oder  Iii  oder  5  durch 
ß-t'-  — — ß1,  so  geht  die  Gleichung  über  in 

Da  aber  JA2+B'*>A,  so  ist  t/  J— V^+fi"    stets  imaginär, 

V  2 

und  um  diese  imaginäre  Grösse  auf  die  gewöhnliche  Form  zu 
bringen,  setzen  wir 

daher  /^^=V 

Wir  bekommen  daher  die  Gleichung: 


Fünfter  Abschnitt, 

Allgemeine  Auflösung  der  Gleichungen  des  dritten  Grades, 

368.  Bestimmung  der  cubischen  Wurzeln  der 
Einheit.  Wir  haben  früher  aus  Analogie  geschlossen,  dass  die 
wite  Wurzel  aus  einer  Zahl  m  verschiedene  Werthe  haben  muss 
und  wollen  nun  versuchen,  die  3  Cubikwurzeln  der  Einheit  zu 
bestimmen.  Bezeichnen  wir  mit  x  jede  Zahl,  die,  zur  3ten  Po- 
tenz erhoben,  1  gibt,  so  uiüsste  also  a;3=l  oder  a?3— 1=0  sein. 
Es  ist  aber  x*  —  1  theilbar  durch  x  —  1  und  der  Quotient  = 
x-+x+l  (Nro.  45).  Man  hat  daher  die  identische  Gleichung  : 
x*—l=(x — l)(a;M-a;-f-l);  somit  kann  man  die  Gleichung xs— 1=0 
(1)  ersetzen  durch:  (x—  l)(x'+x+l  )=0  (2) 
welche  sogleich  zerfällt  in  die  zwei  andern  : 

x— 1=0  und  £,  a--HH-l=0. 

Aus  («)  folgt  aus  (/?):  x=  Bezeichnen 
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wir  daher  mit  xx,  x2  und  #3  die  3  Wurzeln  der  Gleichung  (2), 
so  ist 

Xt  =  1,  x2  =  ^         und  xz  =    . 

Die  Einheit  hat  also  ausser  1  noch  2  complexe  Cubikwur- 
zeln.    Wirklich  überzeugt  man  sich  leicht,  dass 

und   findet  überdiess,  dass  {     1  |  =■  Zlir~V.    !  un(l 

I  :j  /  ^  "      2     '  ss  von      n  zwei  complexen 

Cubikwurzeln  der  Einheit  eine  jede  das  Quadrat  der  andern  ist. 
Bezeichnet  daher  a  die  eine,  so  Ist  die  andere  =  a~. 

269.  Bestimmung  der  cubischen  Wurzeln  aus 
einer  beliebigen  reellen  Zahl.  Bezeichnet  wieder  x  jede 
Zahl,  welche,  zur  oten  Potenz  erhoben,  iV  gibt,  so  müsste  also 
a?3=iVoder  a?3 — iV=0  (1)  sein.  Ob  nun  S  positiv  oder  negativ  sei,  stets 
existirt  eine  reelle  Zahl,  die,  zur  oten  Potenz  erhoben,  N  gibt.  Wenn 
n  diese  durch  unmittelbare  Wurzelausziehung  erhältliche  3te  Wurzel 
von  Ar  bedeutet,  so  könnte  man  die  Gleichung  (1)  auch  so  schrei- 
ben: x3 — n3=0  (1). 

Nun  ist  Xz—n?  wieder  theilbar  durch  x — n  und  der  Quo- 
tient =  x2+nx-t-n2 ;  daher  x3 — n3=(a; — n)(x2-\-nx-\-n2)  und  man 
hat  somit  statt  (1)  die  Gleichung 

(x— w)(#2+waH->i- ) =0  (2), 
welche  sofort  zerfallt  In 

l.j    x — n=0  und  2.,  .rH^a'-j-H-=0. 

Aus  der  lsten  folgt  aus  der  2ten: 

n  ,     /  n2       0  n        / — 3// 2  n      n    , — — 

*—] 2^1---  =  - W~  =-y±2->/-3- 

Die  3  cubischen  Wurzeln  von  iV=/i3  wären  demnach: 

1  o  /— JO  /— 1—  J^S\ 
1.,  x{  ~  n,  2.,  x2  =  nl  -  — I  und  3.,  £C3=tt|  — ~ — ■  I 

oder  xt=n,  x.2=na  und  .r3=ftor. 
d.h.  die  3  Cubikwurzeln  einer  Zahl  N  werden  erhal- 
ten,  wenn  man   die  durch    unmittelbare  Wurzelaus- 
ziehung gefundene   3te  Wurzel  mit   den  3  cubischen 
Wurzeln  der  Einheit  mul tip  1  izirt. 
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270.    Jede  Gleichung  üten  Grades  ist  in  der  allgemeinen 
Form  Axz-\-Bx2-\-Cx+D=Q  enthalten,  worin  die  Ooeffizienten  ein- 
zelner auf  das   erste  folgender  Glieder   auch  =  0  sein  können. 
Bs  sind  daher  folgende  spezielle  Fälle  möglich: 
l.    D=0       also  Ax*-\-Bx2+Cx=0 
'2.    (7=0      ,  „    Ax*-\-Bxml+D  =0 

3.  M     ,  „    Ax*+Cx  +D  =0 

4.  V=C=0,  „    Ax*+Bxl  =0 

5.  D=B=0,  „    ^-f-ßr  =0 

6.  ß=C=0,  ||  =0 

7.  B=C=D=0,  Ax2  =0 

Von  diesen  lassen  sich  1 ,  4  und  5  sofort  in  zwei  Gleichungen 
zerlegen,  deren  eine  vom  lsten,  die  andere  vom  2ten  Grade  ist.  So  ist 
Ax*+Bx2+Cx=x(Ax2+Bx-\-C)=0,  welche  zerfällt  in 
x=0  und  Ax2+Bx+C=Q. 
Ebenso  Ax*-t-Bxl=x\Ax-\-B)=Q,  die  zerfällt  in 

X2=0  und  Ax-\-B=0. 
Endlich       iap$-hCä?=^  a?(ia?2+ß)  =0,  welche  in 

a;=0  und  Ax2+B—0  zerfällt. 
Die  Gleichung  (0)  ist  eine  reine  cubische  Gleichung,  deren 
Wurzeln  sich  nach  Nro.  *2fi9  bestimmen  lassen. 

Die  Gleichung  Ax*=0  gibt  as'sssQ,  also  3  Wurzeln  alle  =  0. 
Somit  bleiben  noch  (Übrig 

Ax3-t-Bx2-\-0=0,  Ax*-t-Cx-\-D=Q  und  die  allgemeine  Gleichung 
AxZjt-Bx2-\- Cx-\-D=0.  in  welcher  keiner  der  Coefiizienten  gleich 
Null  ist.  Wir  werden  zeigen,  wie  man  durch  Wegschafhing  des 
Gliedes  mit  x2  zwei  von  diesen  Gleichungen  auf  die  Gleichung 
Ax*+Cx-i-D—0  reduziren  kann. 

Betrachten  wir  die  Gleichung  A xy\-Hx2+- Cx \-D  =  0,  in  der 
sämmtliche  Cneftizienten  fron  Null  verschieden  sind,  so  können 
wir  dieselbe  durch  Division  mit  dem  Coefiizienten  des  ersten  Glie- 
des auf  die  Form  x  l-\-ax2-\-bx-±-c  =  0  bringen.    Setzen   wir  nun 

x=y  so  bekommen  wir: 

**  =  (y-  y)  =*/3-«r  +  y  -27 

aa;-=a  ly  H  =       a»2—  yfl  y+y 

6^=6  (y—  y),»  6y-y 

 c==  c=   c  

daher  xz-\-ax2-\-bx-\-c     =  y8-b^6—      )sH-   y+  c  ) 

uud  es  geht  somit  unsere  Gleichung  über  in 
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/,      a£\      1 2aA  a(> 

+  (ä-t)^(2T-t-,-c)  =  u' 


eine  Gleichung  von  der  Form  x3-{-Px-\-Q  =  0,  Natürlich  lässt  Bich 
auch  die  Gleichung  x3-\-ax2i-c  =  0  auf  diese  Form  bringen,  so 
dass  wir  uns  also  nur  mit  der  Gleichung  x:i-\-Px-+-Q  =  0  zu  be- 
schäftigen brauchen.  Wir  wollen  nun,  um  die  im  Laufe  der  Ent- 
wicklung entstehenden  Brüche  zu  vermeiden,  P  =  3p  und  Q  =  2q 
setzen  d.  h.  die  Gleichung  in  der  Form  x3-\-opx-{~2q  =  0  betrach- 
ten, wo  also  p  den  3ten  Theil  des  Coeffizienten  von  .r  und  q  die 
Hälfte  des  absoluten  Gliedes  bedeutet  und  überdiess  p  und  q  als 
reelle  Zahlen  vorausgesetzt  werden. 

271.  Um  die  Gleichung  x3-\-3px-\-2q  =0(1)  aufzulösen, 
setzen  wir  x=a-\-b  d.  Ii.  gleich  der  Summe  zweier  noch  unbe- 
stimmt gelassenen  Grössen,  bilden  dann  eine  Gleichung  3ten  Gra- 
des, welche  die  Wurzel  X  =  a-\-b  zulässt  und  suchen  dann  a  und 
b  so  zu  bestimmen,  dass  diese  zweite  Gleichung  mit  (1)  identisch 
wird.  Durch  Cubirung  von  x  =  ö-f-6  kommt: 
x*  =a3+3a26+3flftM~63  oder  ifc3— 3a*5— 3aft*— a*  — i8  =  0 

oder  x3 — 3ab(a-{-b) — a3 — b3  =  0  oder,  da  a-\-b  =  x: 
x3—Zabx—(a3+b3)  =  0  (2) 

Damit  diese  mit  (1)  identisch  werde,  muss 

ab  =  —p  und  a3-f-63  =  —  2q  (3) 
sein.    Indem  wir  die  erste  dieser  Gleichungen  eubiren,  bekommen 
wir  zur  Bestimmung  von  a3  und  b 3  statt  (  5)  die  2  Gleichungen: 
a3b3  =  -f  ' 

Wir  kennen  also  die  Summe  und  das  Produkt  der  beiden 
Grössen  a3  und  63,  könnten  sie  demnach  finden  durch  Auflösung 
einer  quadratischen  Gleichung,  welche  2q  zum  Coeffizienten  des 
zweiten  Gliedes  und  — p3  zum  absoluten  Gliede  hätte.  Da  wir 
aber  die  Summe  a3-\-b3  bereits  kennen,  so  können  wir  auch  noch 
die  Differenz  suchen,  indem  wir  die  zweite  Gleichung  unter  (4) 
quadriren  und  von  dem  Resultat  das  4  fache  der  ersten  subtrahi- 
ren.    Wir  bekommen  so: 

a6— 2a3b3-hb«  =  4q2-{-ip3 
somit  a3 — 63=  2ylq'1-\-pti  und  haben 

also:         a.,  a3-{-b3  = — 2q 

ffM   a3 — 63  =  2  Vv2+iP3'  woraus  folgt: 
03  =  ~ </4-  V<T+P3 
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=  — q  — ytf-tf*  uftd  daher 

a=y/— q+  jq*-£p* 
li^^—q—ylqZ+p*  ;  somit 

welches  Resultat  unter  dem  Namen  der  Card  an' sehen  Formel 
bekannt  ist. 

878.  Nach  No.  260  hat  die  3te  Wurzel  aus  einer  Grösse 
3  verschiedene  Werthe,  die  man  erhalt,  wenn  man  den  durch  un- 
mittelbare Wurzelausziehung  gefundenen  Werth  mit  den  3  cubi- 
schen  Wurzeln  der  Einheit  multiplizirt.  Bezeichnen  wir  mit  A 
und  B  die  durch  direkte  Wurzelausziehung  erhältlichen  Werthe 
von  a  und  b,  so  wären  die  Werthe 

von  a  :  .4,  Aa,  Aar 
die  von  b  :  B,  Ba  Bot2 
und  wenn   wir  nun  jeden  Werth  von  a  mit  jedem  Werth  von  b 
verbinden,  SO  bekommen  wir  für  x  folgende  9  Werthe: 
1,  x=A+B  4.,  x=Aa+B  7.,  x  =  Aa2+B 

2.,  x=A-i-Bcc  5.,  x=Aa+Bcc  8.,  a?  =  /4a2+#cf 

3.,  *  =  jl+ßa2        6.,  ;/;  = /ta-f-tfa2        9.,  x  =  Aa2-t-Ba2 

Eine  Gleichung  dritten  Grades  lässt  aber  nur  3  Wurzeln 
zu;  es  fragt  sich  also:  1.,  woher  kommt  es,  dass  wir  scheinbar  9 
Auflösungen  bekommen  und  2.,  welche  derselben  geniigen  unserer 
Gleichung  ? 

Es  waren  a  und  b  so  zu  bestimmen,  dass  sie  den  2  Glei- 
chungen (3)  genügten.  Statt  dieser  wurden  aber  die  Gleichungen 
(4)  benutzt,  deren  erste  durch  Cubirung  der  Gleichnng  ab= — p 
entstand.  Nun  könnte  aber  =  — ebenso  gut  durch  Cubi- 
rung einer  der  zwei  Gleichungen  ab  — pa  und  ab  =  — pa2  ent- 
standen sein.  Indem  wir  also  statt  der  Gleichungen  (3)  die  Glei- 
chungen (4)  benutzten,  bekamen  wir  alle  Werthe  von  a  und  &, 
welche  ausser  der  Gleichung  a:t-f-ft:{  —  — %q  noch  einer  der  3 
Gleichungen:  ab  = — ab  =  — pa  und  ab  == — 2 genügen,  wo- 
durch die  Zahl  der  Werthe  von  x  verdreifacht  wurde. 

Wir  haben  nun  bloss  diejenigen  Werthe   von   a   und  b  zu 
benutzen,  welche  ausser  der   Bedingung  a:i  \  b:i= — 2q  noch  der 
Bedingung  ab= — p  genügen,  deren  Produkt  also  reell  ausfällt 
und  das   ist  bloss  bei  dem  lsten,  6ten  und  8ten  der  obigen  Werthe 
von  x  der  Fall.    Wir  bekommen  also: 

1.,  xt  =  A-i-By    2.,  x^^Acc+Bä7  und  3.,  x2  =  Aa2+Ba 
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und  wenn  wir  jetzt  für  a  und  a1  noch  ihre  Werthe  einführen,  so 
linden  wir: 
1.  x >X=A+B 

A+llA-H 
—  -ö-  H  5~  V— ? 


6.  X 


A+B     A—B  ,— 
 2  ä-V-3 

wobei  also  A  und  B  die  durch  direkte  Wurzelausziehung  erhält- 
lichen Werthe  von  a  und  b  oder  die  Wurzeigrössen 

A  =  tl—q+yjf+pS  und  #  V?2  !-/'" 

in  ihrem  arithmetischen  Sinn  bedeuten. 

273.  Fassen  wir  diese  Werthe  von  A  und  in's  Auge,  so 
bemerken  wir,  dass  das  Vorzeichen  der  Grösse  q2-\-p*  unter  dem 
t^uadratwurzelzeichen  entscheidet,  ob  ylq'2-\-p3  und  damit  .1  und  Ii 
selber  reell  oder  imaginär  ausfalle.  Wir  wollen  daher  nach  ein- 
ander die  Fülle  prüfen,  wo 

1.,  r+f>"    2.,  }2%p*«0  und  3.,  q2+p*<0 

Ist  1 ..  q1-\-pA^\  so  ist  ^q2-\-pl  reell  und  da  wir  V(/2_H;3 
bloss  in  eindeutigem  Sinne  nehmen,  positiv;  somit  werden  die  Grössen 
— q-{-ylq2-hp*  und  — q — yjq2-l-p*  jedenfalls  reell,  entweder  positiv 
oder  negativ  ausfallen  ;  daher  werden  auch  die  Steil  Wurzeln  da- 
raus d.  h.  A  und  B  selber  reell  sein.  Es  ist  somit  die  erste 
Wurzel  xi  =  A-\-ß  jedenfalls  reell  -,  dagegen  werden  die  beiden  an- 
dern Wurzeln  x2  und  r.,  imaginär  sein,  weil  zu  dem  reellen  Theil 

—  noch  der  imaginäre  Bestandtheil  ^r—yj — 3  hinzukommt. 

Ist  2.,  q2-\-p*  =  (),  so  verschwindet  ^q2+pA  und  es  reduziren 
sich  sowol  A  als  B  auf  — q.  Es  wird  daher  A  =  Ii  und  somit 
x  ^  A-\-B—'2yj — q.    Der  imaginäre  Bestandtheil  von  x2  und 

nämlich  ^    ^ — 3  fällt  weg  und  man  bekommt  x2=x?t  = — 

=  _^=_^— 

Ist  .°)  ,  endlich  </2+/)^<!0,  also  negativ,  was,  da  q1  aus- 
schliesslich positiv,  nur  möglich  ist,  wenn  p  negativ,  so   müssen  A 
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und  B  imaginär  ausfallen  und  es  erscheinen  dann  alle  3  Wurzeln 
x*,,  .r.,  und  xA  in  imaginärer  Form.  Nun  können  aber,  wie  sich 
später  zeigen  wird,  die  imaginären  Wurzeln  immer  nur  paarweise 
vorkommen-,  es  muss  also  von  den  3  Wurzeln  x2  und  xs  je- 
denfalls eine  reell  sein;  ja  es  stellt  sich  sogar  heraus,  dass  ge- 
rade in  diesem  3ten  Fall,  wo  die  Cardau'sche  Formel  alle  3  Wur- 
zeln in  imaginärer  Form  liefert,  die  sämmtliclien  Wurzeln  reell 
sein  müssen.  Das  lässt  sich  schon  zum  Voraus  folgendermassen 
einsehen:  Es  muss  jedenfalls  Gleichungen  des  3ten  Grades  geben, 
deren  sämmtliche  Wurzeln  reell  und  ungleich  sind ;  denn  setzet 
wir  z.  B.  (x — l)(a? — 5)(.r — 7)=0,  so  liefert  die  Ausfuhrung  der 
Multiplikation  eine  Gleichung  3ten  Grades  mit  den  Wurzeln  1,  5 
und  7.  Da  nun  im  ersten  Fall,  wo  j*-hp*>-0,  nur  eine  Wurzel 
reell,  die  beiden  andern  aber  imaginär  sind,  im  2ten  Fall  aber,  wo 
gf24-p3=0,  zwar  alle  3  Wurzeln  reell,  aber  zwei  davon  einander 
gleich  sind,  so  lässt  sich  schon  daraus  erkennen,  dass  im  3ten 
Fall,  wo  J2+J>,<Ö,  die  Wurzeln  reell  und  ungleich  werden.  In- 
dessen lässt  sich  das  auch  direkte  darthun.  Die  Wurzel  xt  =  A+B 
wird  jedenfalls  einmal  reell,  sonst  müssten  geradezu  alle  Wur- 
zeln imaginär  ausfallen,  was  unmöglich  ist.  Man  darf  daher  nur  noch 

j  ß  

zeigen,  dass  der  in  x2  und  .r3  vorkommende  Bestandtheil  — — ^ — 3 

reell  sein  muss.  Nun  ist  A3 — B3  theilbar  durch  A  —  B  und  der 
Quotient  vs  Äl-{-AB-\-B1\  daher  auch 

A_B        A*—B*  A3-B3  A*—B* 

A*+AB+B*  **  J*4-  2AB+B*—AB  (A+hy—AB 
Da  aber  A  +  B=x{,  und  .lß= — p,  so  hat  man 


A3—  //3 


A — B  =  — 7;        und  weil  A3  =  —  q  -f-  \jql  +  />3  uud  ^3  = 

— q — <Jq2-t-p3,  so  findet  man 


somit 


^ßÄ«+£;  daher 

xt  -  +  p  2         xr+p  9 


2  v  m£+>p  v 


Nun  ist  aber  <jr-f-p3<0  und  somit  — 3(^2H-p3)  positiv  und 

daher  auch  der  Bestandtheil  ——  ^ —  3  reell.    Trotzdem  können 

diese  3  reellen  Wurzeln  mittelst  der  Cardan'schen  Formel  nicht 
gefunden  werden;  sie  dient  also  bloss  für  die  beiden  ersten  Fälle, 

Orelli,  Algebra    ?tc  Auflage.  24 
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in  welchen  entweder  nur  eine  Wurzel  reell  ist  oder  dann  zwar 
alle  3  Wurzeln  reell,  aber  zwei  davon  einander  gleich  sind. 

Beispiel.  Sei  a?H-12af+63==0  die  aufzulösende  Gleichung, 
so  zeigt  die  Vergleichuug  mit  ap^^/>a^+%^a^)j  dass  jps=^as4  un^ 
^f=  V  •,  daher 

»  •     1      /:6S\2  .  A%      1  9  fi  9  ,  4  2  2  6. 
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daher  4  =       V+Vr+/><  mm  ^— V+V  =  V  5  =  1 

Somit  x,  =4  +#=1 — 4=— 3 

4+ß     ^— »—5         1—4     14-4  ,  3       5  i  —  - 

,!+#     ^— ß,-^        1—4  1+4,— :     3  5 
*3  =  2  2  2-V-3=y  -  yV— > 


274.    Die  Grösse  yjq'+p*  wird  zuweilen  irrational,  wahrend 


A=^j — q+yj  g2+pa  selber  doch  so  zerlegbar  ist,  dass  sb,  =  4+ß  ratio- 
nal ausfällt.  Man  hat  alsdann  einen  Ausdruck  von  der  Form  ^/l+^  #, 
wo  möglich,  auf  ein  Binom  zu  reduziren.  Dass  das  zu  suchende  Binom 
nicht  aus  Wurzeigrössen  2ten  Grades  zusammengesetzt  sein,  also  nicht 
die  Form  V  a  ±  V  ^  haben  kann  ,  erkennt  mau  daraus ,  dass 
(yl~<z  zkyj~b  )*  aus  lauter  irrationalen  Theilen  besteht;  dagegen  ist 
(a±V^  )3  aus  rationalen  und  irrationalen  Theilen  zusammengesetzt, 
wird  also  von  der  Form  4  ±yj  B  sein.    Wir  setzen  daher 

^4±7T  =  a  +  v/T 
und  untersuchen  nun,  ob  a  und  b  sich  so  bestimmen  lassen,  dass 
diese  Gleichung  eine  identische  wird. 

Als  Beispiel  für  diesen  Fall  nehmen  wir  die  Gleichung: 
x*  —  ya+auoi  =0 
5  290J  581 

Hier  ist  p  =  ^  »  V        ^    ~  ~4~~ ' 

/58K-     125     337561—250  337311 
daher        q2+p*=  \—  I  —  —  = 


16  16 


>/337311 


und        y/q*-{-p*  =  l   ;  somit 


,  9[~ TTtT^      /     581    JSSJUi        /  -581+^337311 
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wo  ^337311  irrational  ist.  Um  nun  zu  erfahren,  ob  vielleicht 
dennoch  A  sich  in  einen  rationalen  und  einen  irrationalen  Theil 
zerlegen  lasse,  multipliziren  wir  Zähler  und  Nenner  des  Radikan- 
den mit  2,  damit  aus  dem  Nenner  die  3te  Wurzel  gezogen  wer- 
den kann.    Dann  bekommen  wir: 

A=z  V  —581+^337311  ^  3  /  —1162+2^337311 
V  4  V  8 


=  J  ^— 1162+2V3373U 
Die  Zerlegung  von  337311  in  Primtaktoren  gibt  3373 1 1  aa 
3{.:n-.13  =  (3.31)2.39,  dadurch  wird 

A=A>/— 1162+186^39.    Nun  setzen  wir 

^—1162+186^39  =a+VT~  oder 

— 1162+186^39  =a3+3o6  +  (3fl2+6)Vl" 
woraus  folgt:    1.,       a*+3äb  = — 1162 

2.,  (3a2+6)>/T=186>/39. 
Die  letzte  Gleichung  zerfallt  wieder  in: 

3a2+6  =  186  und  yjT  =  ^39, 
so  dass  wir   zur  Bestimmung  von  a  und   b  die  3  Gleichungen 
haben: 

1.,  a3+3fl&  =—1162 
20  f6a2-hb  =186 

3.,     yjT  =>/39- 
Die  Aufgabe  ist  also  im  Allgemeinen  nicht  lösbar.    Wir  kön- 
nen aus  den  2  letzten  a  und  b  bestimmen  und  dann  noch  sehen  y 
ob  deren  Werthe  auch  der  ersten  Gleichung  Genüge  leisten.  Wenn 

das  der  Fall  ist,  so  wird  die  Zerlegung  von  ^—1162+186^39 
möglich  sein,  sonst  nicht.    Aus  (3)  folgt  nun:    b  =  39.    Diess  in 
(2)  gesetzt  gibt: 

3a2=186— 39=147 
a2=49 
a=+7 

Von  diesen  beiden  Werthen  von  a  genügt  nur  — 7  auch  der 
ersten  Gleichung-,  daher 

y[— l!62+186>/3vi=— 7+\'39~;  ebenso  wird 

1162— 186^/39=  —  7— >/39  ;  somit 
i    Z  /     7  _j_  xfxi\ 

A=  — Ü62+1S6  ^39  =  Y~ 
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ä=  ±_7  -1162— 186J39  =  r7~>fo; 
2  v  2 

n     — 7+J39— 7— >/39" 
daher      =  4+lhs       ^   2         =  -—7. 

Aus  den  Wertben  von  4  und  tl  ergibt  sich  auch: 

4+//  4— 
=  


Man  tiberzeugt  sich  leicht,  dass  jede  dieser  3  Wurzeln  <li<> 
gegebene  Gleichung  verihzirt.    So  ist  z.  B. 

3                      /7+3J— 13  i3    15/7+3  J^To  \  A 
V*t*MOI  =  M^r  /  —  ~2~t~^^  T  ,n' 

343+441>/ - 13— 2457  —  351  y— 13  105+45  ^— 13  581 
_  _  _  -f-  y~ 


2434-9<>v/  — 13  —2  457  —21U— 90^—1 3+2324 
8 

_  2667—2667+90^—13    90^/— 13  _  ^ 
~~  8  m  8   ~~  (  ' 

275,  lrreduktiblerFall.  Wir  haben  gesehen,  dass 
wenn  in  der  Gleichung  #3+3paH-2g  =  o  //-+p3  <0,  die  3  Wur- 
zeln reell  und  ungleich,  aber  mittelst  der  Cardan'schen  Formel 
nicht  erhältlich  sind.  Dieser  Fall  heisst  der  i rr eduk t i ble  und 
kann  nur  eintreten,  wenn  der  Coeffizient  Sp  von  x  negativ  und 
überdiess  noch  pz  dem  absoluten  Werthe  nach  grösser  ist  als  g2. 
Wir  wollen  nun  mit  3p  den  absoluten  Werth  des  Coeftizienteu 
von  mit  2<y  aber,  wie  bisher,  das  bekannte  Glied  bezeichnen,  so 
lautet  die  Gleichling: 

(1)  x*    3px+2q  =0 
Die  Identitizirung  dfrser  Gleichung  mit  der  in  No.  271  ge- 
bildeten Gleichung  (2)  gibt  zur  Bestimmung  von  a  und  b  die  zwei 
Gleichungen 

ab  =  p  und  «3+63= — 2^. 
Aus  ab=p  folgt :  b  =  —  .  daher 


wo  nun 
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ö=  yl—(J-ryjq2 — p3.    Allein  q2 — />3=  — (p3 — q-)f  wo  nun  p* — q2 

positiv  ist,  weil  p*>q2;  somit  a  =  V— fP3— 72)V  — 1  un(* 
daher 

Vp  V7_  _  i£p  

Nun  ist   nach   Voraussetzung  </2<p3,  also  q<C  Jpz  und 

«2_<1,  ebenso  — <1.    Es  ist  somit —  4=  ein  positiver  oder  ne- 

gativer  achter  Bruch  und  kann  daher  dem  Cosinus  eines  noch  zu 
bestimmenden  Winkels  ff  gleich  gesetzt  werden.    Wir  denken  uns 

also  den  Winkel  ff  so  gewählt,  dass  cos</>  =  %~z    dann  ist 

   _  >lp3 

sin  ff  =71- cos2y=  .  /  i —  L-  und  somit 

 V  i3 

—  ^f+y/         ^a)^"1  =  ^o7^+7sTn^;=cos^+isin^ 

Wenn  aber  -^  =  cos  %-  +  ?sin        so  ist 
jp  3^3 

—  =  =  cos  ^  tsin 

cos  y-Msm 

und  somit: 

oder  x  =  2yJ  p  cos  • 

Allein  diese  Formel  gibt  uns  nur  einen  Werth  für  x,  wäh- 
rend wir  3  Werthe  als  Wurzeln  bekommen  sollten.  Nun  ist  aber 
leicht  zu  zeigen,  dass  die  obige  Formel  uns  alle  3  Wurzeln  liefert, 
wenn  wir  nur  ff  ersetzen  durch  alle  Bogenzahlen,  welche  mit  ff 
die  nämlichen  trigonometrischen  Funktionen  besitzen,  also  durch 
tf-\-2nn,  wo  n  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  be- 
deutet, so  dass  also  die  vollständige  Lösung  ausgedrückt  wäre  durch 


V 


der  That  ist 


1.,  für  n=0  :  xt=2yjp  cos-^- 

2.,  „     i  :  x2=2}j p cos  ^y~j^27r^  ^un  jst  cos  ^"^27rj  ver. 

schieden   von  cos  ~,  somit  auch  x2  verschieden  von  a?|. 
o 

3.,  für  w.  =  2  :  #3=2^pcos  |—  ,    wo  cos  }  sowol 

CP  l(f+27C  \ 

von  cos— ,  als  von  cos  I — - —  J  verschieden  und  daher  x^  von 
Xi  und  x.,  verschieden  ist. 

4.,  für  u=  3  ist  xA  =  %ff  cos  (S^n).  Nun  ist  cos  ($±5?) 

=  cos        -j-2n  \  =  cos  ^  ;  somit  #4  —  xK 

5.,  für  n  =  4  ist      =  2^pcos  f^^^  )  •    Nun  cos  ( 

cos  1^-3  t-2tt  j=cos  );  «omit  je,  =  x2 

6.,  für  ,=  5  istrr6=2>/reos(^107r);  allein  cos  ( L 

cos  1  —  h^TTj^cos  1 — —  1|  somit  a:6=x3  und  so  würden 

sich  die  3  ersten  Werthe  .r,,  x2  und  a;3  periodisch  wiederholen. 
Wir  bekommen  daher  als  Auflösung 

xt  —  2^  p  cos  T- 

xd  =2yl  p  cos  l(dt^IL  \   wobei  coscp  =  ^—  ■ 

\      6      I  y/p* 
Führen  wir  statt   der  Bogenzahl  den  \Yiukel  ein ,   so  ist 

cos(^)=cospj'!0('|=  CÜS||+120o|  = 
—  cos  6o4; 

ferner    cos  =  cos  ^  +240»|  sst—  cos  /-|  -f-  60"  |. 

so  dass  also  die  3  Wurzeln  waren : 
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i —  9 
xx  =  2  V  p  cos  - 


3 


s2=-2  ylp  cos(|-60°j 

sss  -   2  V7C0S  (if +60°) 


worin  p  den  3ten  Theil  vom  absoluten  Werth  des  Coeffizienten 
von  x  bezeichnet. 

Beispiel.    Sei  x3 -15.3471aM-17,23<>75  =  0  die  gegebene 
Gleichung,  so  ist 

15,3471  * 
/'  =      g      =  5,1157 

17,23075  ,  , 

q=  — l—  s=  8*615375;  daher 

2 

n  8,615375 
cos</>  —  —  -=  = —   g 

4P         (5,1 157)J 
Da  cosy  hier  negativ,  so  ist  ff  stumpf;  bezeichnen  wir  da- 
her mit  ip'  seinen  spitzen  Supplementär  winkel,  so  ist 

'  8,615375 
cos  r/;'=   3 

(o,llF)7)^ 
Xunlog  8,615375  =  0,9352742 

\  log  5,1 157    =  1,0633576  

daher~Tog  cos<f'    =  9,8719166-10 
<p<     =41°  52'  34,3" 
und  somit  (p  =  180«— <f'      =  138°  7'  25,7" 

=  46»2'28,6" 

B  e  r  e  c  h  n  u  n  g  von  x , .    Es  ist  a?|  =  2y  j>  cos  — . 

Nun  log 2  ^=  0,3010300 
logVp  =0,3544525 

log  cos      =  9,8414469—10 

ö 


log*,  =0,4969294 

xx    =  Num  log0,4969294  =  3;14. 

Bestimmung  von  #2-  Es  istj;2= — 2>/  pcos/iL  60°j 

oders2  =  —  2      cos— 13°57'31,4"  =  -  2  V/Tcos  13057'31,4'' 
und  somit  — x2=z2yjp  cos  13°57'31?4" 


SRm  log  2  =0,3010300 

log  V/T  =  0,354  4525 
logcos!3"57'31,4"  =  9,9809820—10 
log — x2  ss  u,6421645 

— x2  =  Num  log0,6424645  =4,39 
und  x.,  =  — -4,39. 

Bestimmung  von  u3.  Es  ist  #3  =  —  2  ^  p  cos  |  ^-4-60° 

oder  rr3  =  — 2vTcosl06°2l58,6'/ =  2V7siul6°  2'  28,C>" 
Xum  log  2  =  0,3010300 
logVp  ss  0,3544525 
logsinl602'28,6"  =  9,4414278—10 
log  ^3  =  0,0969103 
xs  =  1,25. 
Beispiele  zur  Uebung! 
1.,   x*— 28r-48=0.    Wurzeln:  6, —4  und  —2 
2.,  a;3— 12,7333*4-1 7,473332  =  0 

2,11,  —4,12  und  2,01  die  Wurzeln. 
3.,  jt3— 20,278339a;— 33,5292G5()7  =  0 

Wurzeln:  5,173,  dann  — 3;043  und  —2,13. 
4.,  x3— 92,799la;+185,til7ll  =0 

Wurzeln:  —10,51.  8,41  und  2,1 
5.,  a;3— 19,1344aH-29,328  =  0 

Wurzeln:  3,12,  1,88  und  —5. 
6.,  xz— 44,1756*- 90,558  =0 

— 2,34,  — 5,16  und  7,5  die  Wurzeln. 
7.,  j;3— 75,16a?-f  218,4-=  0;  Wurzeln:  —10,  4,6  und  5,4. 


Sechster  Absch nitt. 

Unendlich**  Reihen. 


A.    Einleitende  Begriffsbestimmungen. 

276.  Wir  schicken  hier  einige  für  die  zwei  letzten  Ab- 
schnitte noth wendige  Definitionen  voraus. 

Man  nennt  eine  Grosse  eo  nst  ant,  wenn  sie  als  während  der- 
selben Untersuchung  immer  den  nämlichen  Werth  beibehaltend  ge- 


CT  I 
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dacht  wird.  Wenn  wir  also  sagen :  In  dem  Ausdruck  ax}  soll  a  eine 
Ooustante bedeuten,  so  heisstdas  :  Man  kann  zwar  unter  a  jeden  beliebi- 
gen Werth  verstehen;  allein  der  einmal  gewählte  Werth  wird  so  lange 
beibehalten,  als  nicht  ausdrücklich  gesagt  wird,  dass  man  dem  a 
eine  andere  Bedeutung  beilegen  will.  Umgekehrt  nennen  wir  eine 
Grösse  variabel,  wenn  wir  geradezu  voraussetzen,  dass  sie  suc- 
cessive  verschiedene  Wert  he  annehme.  Gewöhnlich  bezeichnet  man 
die  Constanten  mit  den  Anfangs-,  die  Variabein  mit  den  End- 
buchstaben des  Alphabetes.  Hiebei  stellen  wir  uns  nun  immer  vor, 
dass  die  Aenderung  der  Variabein  nach  dem  Gesetz  der  Stetig- 
keit vor  sich  gehe  d.  h.  dass  sie  nie  von  einem  Werthe  a  zu 
einem  andern  b  übergehe,  ohne  alle  möglichen  Zwischenzustände 
zu  durchlaufen  (Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  geradlinigen 
oder  krummlinigen  Bahn,  Verlauf  der  Zeit  etc.).  Es  folgt  hieraus, 
dass  jeder  spätere  Werth  der  Variabein  x  zwar  nie  gleich  dem 
vorangehenden  sein  darf,  dass  aber  der  Unterschied  zweier  aufein- 
anderfolgenden Werthe  derselben  unter  jede  noch  so  kleine  end- 
liche Zahl  herabgedrückt  ,  also  der  Null  beliebig  nahe  gebracht 
werdeu  kann,  dass  er  —  wie  man  zu  sagen  pflegt —  unendlich 
klein  sein  muss. 

277.    Begriff  der  Funktion.    Bedeutet  x  eine  variable 
Grösse,  indess  a ,  6,  c  etc.  constante  Zahlen  vorstellen,  so  ist  klar, 

dass  die  Ausdrücke  ox,  — ,  xm,  ax->  sin.T,  cosa;  etc.  'sich  ändern 

mit  x  d.  h.  dass  jedem  andern  Werth  des  x  im  Allgemeinen  auch 

ejn  oder  mehrere  andere  Werthe  von  ax,  — ,  xm  etc.  entspre- 

x 

chen.  Diese  Ausdrücke  sind  daher  ebenfalls  variable  Grössen, 
dereu  Aeuderungen  aber  abhängig  sind  von  den  Aenderungen  des 
x.  Dieses  Abliängigkeitsverhältiiiss  drücken  wir  in  der  allgemein- 
sten Weise  dadurch  aus.  dass  wir  sagen,  es  seien  dieselben  Funk- 
tionen von  a;.  womit  über  die  Natur  dieses  Abhängigkeitsverhält- 
nis ^  noch  gar  nichts  vorgeschrieben  ist.  In  diesem  Sinne  ist 
das  Gedeihen  der  Früchte  eine  Funktion  der  Witteruug,  der  Stand 
der  Quecksilbersäule  im  Thermometer  eine  Funktion  der  Tempera- 
tur, überhaupt  jede  Erscheinung  eine  Funktion  der  sie  bedingen- 
den Ursachen,  ohne  dass  wir  desshalb  immer  im  Stande  wären, 
das  Abhängigkeits^esetz  durch  eine  mathematische  Formel  auszu- 
drücken. Wir  beschränken  uns  hier  auf  solche  Funktionen  von  u;, 
welche  durch  analytische  Ausdrücke  gegeben  sind  und  bezeichnen 
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die  Abhängigkeit  eines  Ausdruckes  y  von  der  Variabein  x  dadurch, 
dass  wir  schreiben:  y=f(x).  Jede  beliebige  Funktion  von  xd.h. 
jeder  beliebige  von  x  abhängige  Ausdruck  ,  kann  also  durch 
f(.r )  bezeichnet  werden.  Eine  andere  Funktion  derselben 
Variabcln  dagegen  wird  durch  ein  anderes  Funktionszeichen  ip, 
F.  y.  etc.  angedeutet.  Es  bezeichnen  demnach  f(x),  g(x), 
\p(x),  F(x)  etc.  verschiedene,  im  Uebrigen  ganz  willkürliche 
Funktionen  derselben  Variabein  x. 

Ware  ferner  f(x)=2-\-bx-{-7x2 ,  so  wäre  ^y)«:2+6y4-7^ 
$1)==  '2+5-1-7  =  14,  f(0)=2.  Ebenso  würden  /(2),  /(10),  fä) 
diejenigen  Werthe  bedeuten,  welche  fix)  annimmt,  wenn  in  ihr  für 
x  gesetzt  wird  2,  10  oder  J. 

Enthält  ein  Ausdruck  mehrere  Variable,  z.  B.  x  und  y,  oder 
xy  y  und  s,  so  wird  er  im  ersten  Fall  durch  f(x,y)  oder  y(x,  y) 
etc.,  im  letzten  durch  f(x,  y,  z),  <p(x,  y,  z)  etc.  bezeichnet. 

IF.it  man  eine  Funktion  nur  einer  Variabein  r,  so  gehört 
entweder  zu  jedem  Werth  von  x  nur  ein  Werth  der  Funktion, 
oder  es  entsprechen  einem  Werthe  der  Varia beln  x  zugleich  meh- 
rere Werthe  der  Funktion.  Im  ersten  Fall  heisst  die  Funktion 
eine  eindeutige  oder  ein  werthige,  im  letzten  eine  mehr- 
d  e n  t  ig  e  oder  m  e h r w  er  t h  i ge  Funktion.  So  sind  ax,  a-t-bx-\-cx2. 
sin  x,  cos  x  etc.  eindeutige  Funktionen  von  <r,  dagegen  ist  ^  x 
eine  zweideutige  Funktion,  weil  jedem  Werth  des  x  zwei 
Werthe  von  J  ^entsprechen,  die  dem  absoluten  Gerthe  nach  gleich. 

dem  Zeichen  nach  entgegengesetzt  sind,  und  x  würde  sogar  — 
wie  sich  später  zeigt  —  eine  /i werthige  Funktion  sein.  Man  Unit 
indessen  zur  Vereinfachung  der  Auffassung  gut,  diese  verschiede- 

neu, in  y  x  enthaltenen  Zweige  zu  trennen  and  jeden  als  eine  be- 
sondere Funktion  aufzufassen.  So  würde  die  zweideutige  Funk- 
tion y=yja2 — x'1  zerfallen  in  die  beiden  eindeutigen  Funktio- 
nen yt=L+yja2 — x2  und  ?/i=  - yja2—  x-  und  da  kann  man  nun 
von  jeder  derselben  sagen,  dass  jedem  Werth  der  Variabein  x  ein 
und  nur  ein  Werth  von  y  zugehört. 

278.  Stetigkeit  der  Funktion.  y=f(.c)  heisst  eine 
stetige  Funktion  von  j\  wenn  bei  stetiger  Aenderung  der  Va- 
riabein x  auch  die  Funktion  y  nicht  von  einem  Werthe  zu  ei- 
nem andern  übergeht;  ohne  successive  alle  möglichen  Zwischen- 
zustände zu  durchlaufen.  Offenbar  ist  dazu  erforderlich,  dass  eine 
unendlich  kleine  Aenderung  der  Variabein  auch  immer  nur  eine 
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unendlich  kleine  Aenderung  der  Funktion  nach  sich  ziehe.  Im 
Allgemeinen  ist  eine  Funktion  stetig  und  es  findet  ein  Unter- 
bruch der  Stetigkeit  nur  an  einzelnen  Stellen  d.h.  für  spezielle 
Werthe  der  Variabein  statt.  So  ist  fyx)  eiue  zwischen  x=a  und 
x—b  stetige  Funktion,  wenn,  während  x  von  a  bis  b  stetig  sich* 
ändert,  auch  f(x)  von  f(ai)  bis  zu  f{b)  nur  dadurch  gelangt,  dass 
es  successivc  alle  möglichen  Zwisehenwerthe  von  f(a)  bis  f(b) 
durchläuft.  Bezeichnet  «)  eine  unendlich  kleine  Zahl,  so  wäre 
f(x)  an  der  Stelle  r=c  unstetig,  wenn  die  beiden  Funktions- 
werthe  f(c)  und  f{c-\-w)  eine  endliche  Differenz  darböten,  wenn 
also  die  Differenz  f(c-\-c»)—f(c)  nicht  mehr  verschwindend  klein 
wäre;  denn  alsdann  würde,  wenn  x  an  der  Stelle  c  um  unendlich 
wenig  (nämlich  um  w)  sich  ändert.  f(s)  nicht  mehr  um  unendlich 
wenig,  sondern  um  die  endliche  Grösse  f(c+w)—f(c)  sich  än- 
dern ;  es  würde  also  an  der  Stelle  x=c  der  unendlichen  kleinen 
Aenderung  des  x  (Uebergang  desselben  von  c  zu  c  +  tß)  die  als 
endlich  vorausgesetzte  Aenderung  f\c-t-u) — f(c)  entsprechen. 

279.    Grenzwerth  einer  Ve  ränderlichen  und  ei- 

ner  Funktion.    Lässt  man  in  dem  Bruch  -— --  das  n  alle  posi- 

tiven  ganzen  Zahlen  von  0  bis     00  durchlaufen,  so  mmmt  -— 

successive  die  Werthe  £,  f ,  |,  $,  $  u.  s.  f.  an  ;  er  wächst  also  ira- 

n 

mer  bis  er  tür/i  =  -c  unendlich  nahe  an  1  kommt.  Der  Bruco  ist 

also  so  beschaffen,  dass  er  bei  fortwährend  wachsendem  n  sich  der 
Einheit  immer  mehr  und  mehr  nähert,  dabei  aber  doch  stets  klei- 
ner als  1  bleibt,  und  dass  man  n  so  gross  wählen  kann,  dass  der 

Unterschied  zwischen  1  und  ——  kleiner  wird,  als  jede   noch  so 

kleine  Zahl  J.  Ebenso  ist,  wie  wir  früher  sahen,  y  a  eine  Zahl, 
welche  mit  anbegrenzt  wachsendem  ni  der  Einheit  sich  immer  mehr 
nähert  und  zwar  von  oben,  wenn  a >  1,  and  von  unten,  wenn 

a  kleiner  als  1,  und  man  kann  den  Unterschied  zwischen  V  <*  UQd 
1  unter  jede  beliebige  Kleinheit  herabdrücken;  aber  für  0>1  bleibt 

^"iT  stets  über,  für  a<  \  dagegen  stets  unter   1.    Wir  sagen 

nun:  Die  Grössen    —  und  </  a  convergiren  mit  unendlich  wach- 
ft+i 

sendem  n  und  m  gegen  die  Grenze  1  und  schreiben: 
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Grenze  |— ^-  \       =  l   oder     lim' (  — -  |  =  1 ; 
W-f-l/«==oo 

ebenso      lim       a  )  =  1.  Allgemein  sagen  wir:  Einem  Verände- 


TM=0D 


Tuug  begriffene  Grösse  y  nähere  sich  der  Grenze  A,  wenn  man 
diese  Annäherung  so  weit  treiben  kann,  dass  der  Unterschied  zwi- 
schen y  und  A  dem  absoluten  Wert  he  nach  kleiner  wird,  als  jede 
noch  so  kleine  Zahl  co  und  wenn  überdiess  nach  dem  Durchgang 
durch  diese  Stelle  die  Funktion  y  noch  bestänig  über  oder  be- 
ständig unter  A  bleibt,  je  nachdem  sie  sich  der  Grenze  A  von 

oben  oder  von  unten  nähert.    So  würde  y—  —  bei  unendlich 

w  achtendem  x  sich  der  Grenze  0  nähern,  -~-f-7  aber  der  Grenze 

x 

7;  wir  könnten  daher  schreiben: 

lim  /— \  =  0  uud    lim  (—        —  7. 

280.  Algebraische  und  transcendente  Funktio- 
nen. Jeder  analytische  Ausdruck,  in  welchem  die  Variable  kei- 
ner andern,  als  einer  oder  mehrern  der  6  ersten  Operationen  un- 
terworfen ist  und  bei  welchem  diese  Operationen  nicht  in  unendlicher 
Anzahl  vorkommen,  heisst  eine  algebrais  c  h  e  Funktion  von 
x.  So  ist  A-hlixtt+Cxß+Dxr+Exä9  wenn  .4,  /f,  C,  I)  und  E  con- 
stante  Zahlen,  die  Exponenten  a,  tf,  y>  d  ebenso  beliebige  posi- 
sive  oder  negative,  ganze  oder  gebrochene  Zahlen  vorstellen,  eine 
algebraische  Funktion  von  weil  die  Variable  x  dann  nur  sol- 
chen Operationen  unterworfen  ist.  welche  die  6  ersten  nicht  tiber- 
steigen und  überdiess  die  Zahl  dieser  Operationen  eine  endliche  ist. 
Wenn  dagegen  x  als  Exponent  oder  unter  einem  logarithmischen 
oder  goniometrischen  Funktionszeichen  vorkommt,  wie  in  o*,  log  x, 
sin#,  cosa?,  tga?  etc.,  oder  wenn  x  einer  unendlichen  Anzahl  von 
Operationen  unterworfen  ist,  so  heisst  der  Ausdruck,  selbst  wenn  diese 
Operationen  den  6  ersten  angehören,  eine  transcendent  e  Fu  n k- 
tion.  Es  gehört  also  A-{-Bx-\-Ct'+Dx*  +  ...  in  intinitura  zu 
den  transcendenten  Funktionen. 

Sind  bei  einem  Polynome  die  Exponenten  nur  positive  oder 
negative  ganze  Zahlen,  so  heisst  das  Polynom  rational;  enthält  es 
die  Variable  unter  einem  Wurzelzeichen  oder  mit  gebrochenem 
Exponenten,    so  heisst  es  eine  i rrationale  Funktion. 

A-\-Bx-hCx-+L)  ^+ .  .  .  Px™ 


a-\-bx+cx2-h  . . .  qxn 


ist  der  allgemeine  Ausdruck  ei- 
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ricr  rationalen  algebraischen  Funktion.  Ist,  wie  hier,  der  Zähler 
vom  wtten,  der  Nenner  aber  vom  wten  Grade,  so  heisst  die  Funk- 
tion acht  gebrochen,  wenn  der  Grad  n  des  Nenners  grösser 
ist,  als  der  Grad  des  Zählers,  dagegen  unächt  gebrochen,  so- 
bald der  Grad  des  Zählers  grösser  als  der  des  Nenners  oder  doch 
gleich  demselben  ist,  sobald  also  m>n  oder  m  —  n. 

Sind  endlich  im  Nenner  die  Coeffizienten  b,  c,  d  etc.  alle 
as  U  d.h.  ist  der  Nenner  vom  nullten  Grade,  so  heisst  die  Funk- 
tion eine  ganze  algebraische  Funktion,  wie 

A+Bx+Cx-+Dx*+. .  .Pxm      ABC,  P 

 =  1  x  I  ./;--{-...  —  xm 

o  a       a        a  a 

Es  leuchtet  eiu,  dass  jede  unächt  gebrochene  rationale  Funk- 
tion durch  Division  in  eine  ganze  und  eine  ächt  gebrochene 
zerlegt  werden  kann. 

B.  Kriterien  der  Convergenz  unendlicher  Reihen. 
281.  Eine  Auteinanderfolge  von  Zahlen,  die  nach  einem 
bestimmten  Gesetz  gebildet  sind,  heisst,  wofern  sie  sich  in's  Unbe- 
grenzte fortsetzt,  eine  unendliche  Reihe.  Die  einzelnen  Zah- 
len werden  die  Glieder  der  Reihe  genannt.  Eine  solche  unend- 
liche Reihe  ist  aufzufassen  als  eine  bestimmte  Rechnungsvorsehrift 
und  es  sind  die  Operationen  genau  in  der  angedeuteten  Weise 
auszuführen.  So  bedeutet  die  Reihe  l+iH-^-f-J-h-i^-f- .  .  .  in  int'., 
dass  zu  1  addirt  werden  soll  | ;  zur  Summe  beider  }  u.  s.  f.  Ebenso 
bedeutet  die  Reihe 

'-Ki-l+i-iH-  

dass  man  successive  zu  bilden  habe:  1 — i  =  J  ;  dann  1 — ^"H  = 
^+-}=iS  ;  1 — $*r-£ — 4=-jj  —  4  =  i\  u.  s.  f.  Von  dieser  bestimmten 
Rechnungsvorschrift  darf  man  im  Allgemeinen  nicht  willkürlich 
abweichen  und  es  ist  keineswegs  immer  erlaubt,  die  einmal  gege- 
bene Anordnung  der  Glieder  willkürlich  abzuändern  d.h.  man 
darf  den  für  ein  Polynom  mit  endlicher  Gliederzahl  gültigen  Satz 
über  Aenderung  in  der  Reihenfolge  der  Glieder  nicht  ohne  Weite- 
res auf  eine  unendliche  Reihe  Übertragen.  So  Ist,  wie  wir  später 
sehen  werden, 

1 — J+i — {+1 — ^4-.  .  .in  inf  =  log  2,  während  die  Reihe 

M4-  H-HRKHi\-!+         log 2, 

obschon  sie  die  nämlichen  Glieder,  wie  die  erste,  nur  in  eiuer  an- 
dern Anordnung  enthält.  Noch  weniger  dürfte  man  die  Summe 
der  obigen  Reihe    ersetzen    durch    die  Differenz  zwischen  der 
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Summe  aller  positiven  und  der  Summe  aller  negativen  Glieder, 
also  durch  P — Q,  wenn 

P=  l+|+4  44+     ...  m  inf. 

Qssl  \  (  I  1+&+  ....  in  inf.,  wo  P  und  Q  beide 
gross  sind,  ihre  Differenz  also  völlig  unbestimmt  ist. 

282.  Betrachten  wir  die  unendliche  Reihe 

Mj+M  2  +  ^3+^4  +  ■  •  •  Mn+"fl+|+  •  •  •     71+7/1+  •  •  • 

und  bezeichnen  wir  mit  Sn  die  Summe  der  ;/  ersten  Glieder,     »  1 
zen  also  5„  =  m, +w2-f-M3-f  .  .  •  //„.   so   ist   zunächst  klar,  dass 
diese  Summe  Sn  von  der  Anzahl  n  der  genommenen  Glieder  abhängt. 
Wenn  wir  nun  in  dem  Ausdruck  5«   das  n   immer  grösser  wer- 
den lassen,  so  sind  folgende  3  Fälle  möglich: 

1.  Entweder  w  ird  Slt  mit  unbegrenzt  wachsendem  n  einer 
bestimmten  endlichen  Grenze  A  sich   nähern,  so   dass  man  hat: 

lim S  =  A.    In  diesem  Fall  schreibt  man: 
("=x)  4=wJ+w2+u:j+U4  +  ...  in  intinitum 

und  nennt  dann  A  die  Summe  jener  unendlichen  Reihe.  Das 
wäre  z.  13.  der  Fall  bei  der  Beute: 

1 1 1 H  H+A-fr  •  •  •  in  nit->  wo  bm  Sn=%, 

(n=cc  ) 

da  jede  iirs  Unendliche  fortgehende  abnehmende  geometrische  Pro- 
gression zur  Grenze  ihrer  Summe  den  Quotienten  aus  ihrem  er- 
sten Gliede  durch   die   um  den  Quotienten  verminderte  Einheit 

2.  oder  es  wird  Sn  mit  unbegrenzt  wachsendem  n  selber  über 
alle  Grenzen  wachsen  ,  also  lim£ff  —  oc  sein  was  der  Fall 
wäre  bei  "=x  ) 

^H+f-K  HH-  •  ■  ■  in  int 

3.  oder  endlich  wird  Sn  bei  unbegrenzt  wachsendem  n  gar 
keiner  festen  Grenze  sich  nähern,  sondern  zwischen  bestimmten 
Zahlen  hin  und  her  schwanken,  wie  z.  13.  in  1 — 1+1 — 1+1 — 1+-  W 
inf.,  wo  Sn  abwechselnd  =  0  oder  =  1  wird,  je  nachdem  n  ge- 
rade oder  ungerade  ist. 

Im  ersten  Fall  wird  di<*  Reihe  convergent,  im  2ten  und 
3ten  aber  divergent  genannt.  Eine  unendliche  Reihe  lieisst 
demnach  convergent,  wenn  die  Summe  ihrer  n  ersten  Glieder 
bei  unendlich  wachsendem  n  sich  einer  bestimmten  endin  dien 
Greöze  nähert;  in  jedem  andern  Fall  lieisst  sie  divergent. 

283.  Man  erkennt  nun  sofort,  dass  eine  erste  und  un- 
erlässliche  Bedingung   für  die  Convergenz  einer  unendlichen 
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Reihe  die  ist,  dass  ihre  Glieder  gegen  Null  convergiren.  Eine 
steigende  unendliche  Reihe  hat  seihst  verständlich  eine  über  alle 
Grenzen  wachsende  Summe.  Aber  selbst  eine  abnehmende  Reihe 
ist  nie  convergent,  wenn  ihre  Glieder  nicht  gegen  Null  conver- 

giren.    So  nehmen  z.B.  in  —  +  ~         +      -f-  ...  ^4- die  CrKe- 

1        2       3       4  n 

der  auch  ab,  aber  nicht  gegen  Null,  sondern  gegen  1  und  da  mtisg 
die  Summe  der  n  ersten  Glieder  mit  unendlich  wachsendem  n 
selber  über  alle  Grenzen  wachsen,  die  Reihe  als.,  divergent  sein 
als  eine  Summe  von  00  vielen  Summanden,  die  sammtlich  von  end- 
licher Grosse,  ja  sogar  grösser  als  1  sind.  Soll  also  die  Möglich- 
keit einer  Convergenz  vorhanden  sein,  so  müssen  die  Glieder  vor 
Allem  aus  gegen  Null  convergiren.  Indessen  ist  diese  Bedingung 
allein  noch  keineswegs  hinreichend  zur  Convergenz  einer  unendli- 
chen Reihe.  So  ist  z.  B.  die  Reihe  der  reziproken  Werthe  der  na- 
türlichen Zahlen,  d.  h.  die  Reihe 

l-H-r-ä+J-H-f-.  •  •  in  m£ 
eine   unendliche  Reihe,   deren  Glieder  zwar  gegen  Null  convergi- 
ren, die  aber  gleichwohl   nicht  convergent  ist.    Um  das  einzuse- 
hen, gruppiren  wir  ihre  Glieder,  wie  folgt: 

\  n+1  +  »+2  +  »-f-3  +'  "2n  l+  " 
und  vergleichen  diese  mit  der  Reihe 

i+R(J+i)+(R£+W 

die  aus  der  ersten  entsteht,  wenn  wir  in  jeder  Klammer  alle  Glie- 
der gleich  dem  letzten  machen,  so  ist  der  Werth  der  ersten  Reihe 
offenbar  grösser,  als  derjenige  der  zweiten.  Allein  diese  2te  Reihe 
hat  zur  Summe  i-+-^4-J+i+. .  .  in  ini,  also  eine  über  alle  Gren- 
zen wachsende  Zahl ;  die  erstere  hat  eine  noch  grössere  Summe, 
ist  also  jedenfalls  divergent. 

Die  Glieder  der  Reihe  1  +  14-^+]-*-. . .  convergiren  niclit 
rasch  genug  gegen  Null,  tun  eine  endliche  Summe  hervorzubrin- 
gen. Dagegen  ist  —  wie  wir  von  früher  wissen  —  jede  abneh- 
mende geometrische  Progression  eine  convergente  Reihe. 

Wir  haben  hier  die  Divergenz  einer  unendlichen  Reihe  durch 
Vergleichung  mit  einer  anderen  Reihe  nachgewiesen,  die  noch  di- 
vergent ausfiel,  obschon  ihre  Glieder  kleiner  waren,  als  die  der 
ersten.    Umgekehrt  können  wir  häufig  die  Convergenz  einer  un- 
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endlichen  Reihe  durch  Vergleichung  mit  einer  andern,  bereits  als 
convergent  bekannten  Reihe  «Lirthun. 

"2S4:.   Lehrsatz:  Eine  unendliche  Reihe  mit  lauter  positi- 
ven Gliedern  int  stets  convergent,  wenn  die  Summe  der   n  ersten 
Glieder  bei  unendlich  wachsendem  n  endlich  bleibt. 
Sei  Su  =  u  {-{-n2-\-uA-\-  ....?/„  diese  Reihe. 

Da  alle  Glieder  positiv  sind,  so  rnuss  5„  mit  wachsendem  n 
immer  grösser  werden.  Sobald  aber  Sn  stets  endlich  bleibt,  su 
können  wir  sämmtliche  positiven  Zahlen  in  zwei  Gruppen  bringen : 

1.  eine  Gruppe  solcher,  welche  von  der  im  Wachsthuin  begrif- 
fenen Zahl  Nn  einmal  erreicht  und  nachher  noch  üb  er  schrit- 
ten werden, 

2.  eine  Gruppe  solcher,  welche  von  Su  nicht  erreicht  werden. 
Uuter  den  Zahlen  der  letzten  Gruppe  ist  eine  die  kleinste 

und  diese  Zahl  ist  die  Grenze,  der  sich  Sn  mit  unendlich  wach- 
sendem n  immer  mehr  nähert,  ohne  sie  je  zu  überschreiten:  die 
Reihe  ist  demnach  convergent. 

Zusatz.  Es  ist  ohne  Weiteres  klar,  dass  dieser  Satz  nicht 
mehr  gelten  würde,  wenn  die  Reihe  auch  negative  Glieder  hätte: 
denn  dann  könnte  man  aus  dem  Umstand,  dass  SH  einen  endlichen 
Werth  behält,  noch  keineswegs  schliessen,  dass  es  sich  auch  einer 
endlichen  Grenze  nähere,  wie  wir  das  bei  der  oscillirenden  Reihe 
1 — 1 — 14-1 —  etc.  gesehen  haben. 

985«  Lehrsatz:  Wmn  die  Glieder  einer  unendlichen 
Reihe  sämmllich  positiv  und  von  einer  bestimmten  Stelle  an  klei- 
ner sind,  als  die  entsprechenden  Glieder  einer  als  convergent  be- 
kannten Reihe,  so  mü$$  sie  ebenfalls  convergent  sein. 

Sei         S  =  Ml+w2+u3+i/4+  in  inf.  (1; 

eine  convergente  Reihe  und 

.s=»  t+v2+vt+vA+  in  inf.  (2) 

eine  zweite  Reihe,  von  welcher  etwa  die  zwei  ersten  Glieder  mit 
denen  der  ersten  übereinstimmen,  während  vom  3ten  Gliede  an 
ihre  sämmtlichen  Glieder  kleiner  als  die  entsprechenden  Glieder 
der  ersten  Reihe  sein  mögen,  so  hat  man  also: 

Vi  =M, 

=  U2 

t>4<  tt4 
Vn  <Un 

woraus  folgt,  dass  sn 
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Da  aber  nacli  Voraussetzung  die  Reihe  (1)  convergeut,  so 
hat  Sn  einen  endlichen  Werth,  wie  gross  auch  n  gewählt  werden 
mag;  somit  hat  auch  sn  einen  endlichen  Werth  und  die  Reihe  (2) 
ist  daher  nach  dem  vorigen  Satze  convergeut. 

286.  Lehrsatz:  Eine  unendliche  Reihe  von  lauter  positi- 
ven Gliedern  ist  immer  convergeut,  wenn  von  einem  bestimmten 
Gliede  an  der  Quotient  eines  jeden  Gliedes  durch  das  vorange- 
hende angebbar  kleiner  ist  als  1.  und  divergent,  wenn  dieser 
Quotient  angebbar  grösser  ist  als  1. 

Um  das  nachzuweisen,  betrachten  wir  nur  den  Theil  unserer 
Reihe,  mit  dessen  erstem  Gliede  unsere  Voraussetzung  beginnt. 
►Sei  also  in         Wm+Mm+i+Mm+2+Mm+3+  •  -  • 

der  Quotient  irgend  eines  Gliedes  durch  das  vorhergehende  angeb- 
bar kleiner  als  1,  etwa  kleiner  als  die  unter  1  liegende  Zahl  e, 
s»)  hat  man  unmittelbar  nach  dieser  Voraussetzung 

Wn-H  <e  <eun 
Um 

1/.J.O  _  .  V 

  <p  oder  i/n+.»  <ei/„+i  (a) 

 <e  un+s  <eunjr» 

Diese  Ungleichheiten  («)  werden  nicht  gestört,  wenn  mau 
in  der  zweiten  rechts  den  Faktor  wn+1  durch  die  grössere  Zahl 
e«,„  ferner  in  der  dritten  un+>2  durch  die  grössere  Zahl  e2un  u.  s.  f. 
ersetzt.     Man  bekommt  so  : 

ti*+l  <eun 

<  e-n,, 
un+2<eAn„ 
Un+t  <e*uu 

woraus  durch  Addition  und  Hinzufiiguug  von  un  auf  beiden  Sei- 
ten sich  ergibt: 

Un+un+i+Un+>i+nn+z+  .  •  .  <  ntt+e  w„+e2M„+e3w«+  .  .. 
oder  m„+w„+i+//)<.K2-H't,+3+  -•".■•<  w»(  l+e+e2+e3+  •  ••) 

Da  aber   e<l,   so  ist   1  +c+f2+e3+ .   .  .  eine  abnehmende 

geometrische  t^ogressipit,  deren  Summe  =  \         un(*    somit  hat 

das  mit  un  beginnende  Stück  unserer   Reihe  eine  Summe  kleiner 

als  ~—  ;  die  ganze  zu  untersuchende  Reihe  ttj+4*i+Wa+  .  •  • 

m /»+"«+!  +  */ «+2+  •  .  •  ist  somit  convergeut. 
Orelli,  Algebra.  2te  Auflage.  86 
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Nehmen  wir  dagegen  an,  dass  vom  Gliede  un  au  der  Quo- 
tient eines  jeden  Gliedes  durch  das  vorhergehende  stets  angebbar 
grösser  als  1  ausfalle,  etwa  beständig  grösser  als  die  über  1  lie- 
gende Zahl  //,  und  betrachten  wir  wieder  das  Stück  der  Reihe, 
mit  dessen  erstem  Gliede  unsere  Voraussetzung  erfüllt  ist.  also  das 
.    Stück  :  Vn+nn+i+  M„_{.2+Wn4-3+  •  ■  •>  so  ist 

*'n+\  ^  »  4^  -i 

 >  fl  ^ /"hl 

Un 

~^>h  oder  mb+2 > hun+\  (ß) 

"o+3  ^  ,  ^  , 
  >  Ii             Un+a  >  hVn+1 

Diese  Ungleichheiten  (ß)  bleiben  ungestört,  wenn  man  rechts 
vn+{  durch  die  kleinere  Zahl  Am,,,  mm+.,  durch  die  ebenfalls  klei- 
nere Zahl  frun  u.  s.  f.  ersetzt.  Man  bekommt  daher  folgende  Un- 
gleichheiten :  tfe+j  >  h  un 

>  hhin 

Mn+3>  U.  S.  f., 

woraus  durch  Addition  und  Hinzufügung  von  vn  auf  beiden  Sei- 
ten sich  ergibt: 

;      W«+Wn4-l+Wn+2+wn+3+  >  Wii+At*«+A2W»+A3tfft+  

Nun  haben  wir  rechts  eine  geometrische  Progression,  deren 
Quotient  A>1;  die  Summe  dieser  Progression  wächst  über  alle 
Grenzen;  daher  wird  auch  die  Summe  der  Glieder  links  über  alle 
Grenzen  wachsen  und  die  gegebene  Reihe  demnach  divergent 
sein. 

Nehmen  wir  z.  B.  die  Reihe 

1         1  1 


1+   2  +2  .  3  +2.3.4  + 


so  ist  diese  offenbar  convergent;  denn  es  ist 
u2       1    u:i       1    u4  1 
M|       2  '  n2       8  '  tfg  4 

Der  Quotient  bleibt  also  vom  zweiten  Gliede  an  be- 

Vn 

ständig  unter  j;  die  Reihe  ist  somit  nach  dem  bewiesenen  Satze 
convergent. 

Die  Convergenz   dieser  Reihe  würde  aber  auch  sofort  klar 
bei  Vergleichung    derselben  mit  der   geometrischen  Progression 
.  . . ,  deren  Glieder,  vom  zweiten  an  sämmtlich  grös- 
ser sind,  als  die  entsprechenden  Glieder  obiger  Reihe.    Es  ist  daher 
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Die  letzte  ist  convergent ;  daher  die  erte  ebenfalls  convergent. 
Betrachten  wir  ferner  die  Reihe 

^1.2^1.  2,8^  1  .2.3.4  +  *  ' 
so  erkennen  wir  sofort,  dass  sie  nach  Weglassnng  des  ersten  Glie- 
des für  x-  =  1    in  die  vorige  übergeht,  also  convergent  ist,  und 
noch  mehr  wird  sie  es  sein  für  ar<l.    Um  aber  zu  erfahren,  ob 
sie  auch  für  x>l  noch  convergent  sei,  bilden  wir  den  Quotienten 

— :r-L-  .    hun  ist 


daher 


-  !  *  =  i.2.3...(n-l) ; 

^n±l  =      Jw  1.2.  3...(n— 1)  _  x 

w»       1.2.3...n  '  "       xn~l  ~~n' 

X 

Dieser  Quotient  —  hat  aber  für  ein   unendlich  wachsendes 

7/ 

n  bei  jedem  endlichen  Werft  von  x  zur  Grenze  Null;  somit  ist 
die  Reihe  auch  für  jedes  endliehe  x  noch  convergent. 

Anmerkung  1.  Wenn  x>  1,  so  nehmen  die  GHeder  der 
obigen  Reihe  anfänglich  zu  bis  zu  einer  bestimmten  Stelle,  von 
welcher  an  sie  abzunehmen  beginnen.    So  bekäme  man  für  x=b: 

2  T  1.2.3  ^1.2.:U^  1.2.3.4.5  +  1.2.3...6  + 
oder  l+5-r-12A+20-5-f-26^+26^-f-21 }        . .  . 

Diese  Reihe  ist  also  bis  zum  5ten  Gliede  eine  zunehmende; 
das  6te  Glied  wird  gleich  dem  5ten  und  von  da  an  ist  jedes  fol- 
gende Glied  kleiner  als  das  vorangehende ;  der  Quotient  ^tÜ  a]so 

vom  6ten  Gliede  an  kleiner  als  1. 

Betrachten  wir  ferner  die  Reihe 
x      x1  t  x2  ,  x* 

T  +  Y  +  T+4  ■  +  •••• 


11 X  N 


so  ist  der  Quotient^-'-  -  x"+-  :  *  =  2^Ü_  =  _ 

un       n-r-1    n      (n+l)xn      n+1     n-f-1  * 

Man  erkennt  sogleich,  dass  für  ein  unendlich  wachsendes  n 
der  Faktor  -— -  der  Grenze  1  und  das  Produkt  -  *  x  der 
Grenze  x  sich  nähert,  dass  daher  diese  Reihe  convergent  für  x<l 
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und  divergent  Pur  x=l  und  a?>l.    Für  a?=l  verwandelt  sie  sieb 
in  die  Reibe  der  reziproken  Wertbe  der  natürlichen  Zahlen,  de- 
*  ren  Divergenz  bereits  bewiesen  wurde. 

Die  Reihe  |  +  +  -  •  •  föllt  ebenfalls 

1         Z        ö         4  H 

convergent  oder  divergent  aus,  je  nachdem  x  kleiner  oder  grösser 
als  1  ist.    Denn  es  ist 

#n+ 1       ,  xn 
Un+t  =  f   ,  ztz  und  t/„  =  — ; 

wn+,        xn+l        nr        nr  i   n  V 

somit  ^=__   .  _  =  _.*_^_j..T 

Nun  nähert  sich  |— rl  mit  unbegrenzt  wachsendem   n  der 

Grenze  1  und  somit  der  Grenze  x:  es  wird  somit  für  x<\ 
die  Reihe  convergent,  für  a?>l  aber  divergent  ausfallen. 

Anmerkung  2.    Wenn  lim|5s2l|Äl,  so  bleibt  die  (  »n 

«n-qo>  / 

vergenzfrage  unentschieden ,  indem  dann  die  Reihe  bald  conver- 
gent, bald  divergent  ausfallen  kann.  Man  hat  daher  in  einem 
solchen  Fall  noch  eine  besondere"  Untersuchung  anzustellen. 

x      x*     x  ^  «r 
Die  obige  allgemeine  Reihe:  y+27  +  3?  +  4r+*  '  ' 

für  #=1  und  r=2  in  die  Reihe  der  reziproken  Werthe  von  den 
Quadraten  der  natürlichen  Zahlen,  für  n=3  in  die  Reihe  der  Cu- 

ben,  für  in  die  Reihe  der  mten  Wurzeln  aus   den  rezipro- 

m 

ken  Werthen  der  natürlichen  Zahlen  über  imd  in  allen  diesen 
Fällen  ist   iiin(^:M=l.    Man  muss  daher  besonders  untersu- 

eben,  in  welchen  von  diesen  Fällen  sie  convergent,  in  welchen  sie 
divergent  ausfällt. 

Als  Beispiel  nehmen  wir  die  Reihe 
1111 

wo  Wm-h  =  j        2  und  somit   =  --ttt2  :  -5 


was  für  //  3c=  oc  zu  l2  =  1  wird. 
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Um  nun  die  Convergenzfrage  zu  entscheiden,  gruppiren  wir 
die  Glieder  in  folgender  Weise: 

<■) 1 + ( h + i)  +(i + h + i  +  f») + ( I  +  s  +-  ir») +~ 

und  vergleichen  diese  Reihe  mit  der  folgenden: 

(?) 1  +  ( §5 + i ) +( h + h + i + p)  +( + T» +-  s5 ) +" 

so  ist  offenbar  ^  +     ^  92  +  22 

1       1       1       1       1      1,1,1  - 

_ _  i_  _  J  1  <s  I   u.  s.  f. 

#T  52^  62  ^  72  ^  42  ~  42  ~  42  •  42 

Es  hat  also  die  Reihe  (a)  eine  kleinere  Summe,  als  die  Reihe 

(ß).    Nun  ist  aber 

22  +  22  "~  2-  2 
42^  42^  42^  42      42  4 
^  +  i-2+....p(8mal)  «  gi-g 

11  1   ,        ,       16       1  . 

Iß.  +  16-2+- •  •  •  I65fl6mal) -16* -16  " 8- ^ 
Wenn  wir  daher  mit  S  die  Summe  der  Glieder  unserer  Reihe 
(ce)  bezeichnen,  so  ist 

S^l-f-^-f-^-j-^-i-^-f-..  .  in  inf.  d.h.  es  ist  5  klei- 
ner als  die  Summe  der  Glieder  einer  abnehmenden  geometrischen 
Progression,  deren  Anfangsglied  =  1,  deren  Quotient  —  L  Diese 
Progression  ist  convergent ;  unsere  Reihe  somit  ebenfalls  convergent. 

Noch  rascher  convergiren  die  Reihen  der  reziproken  Werthe 
der  hohem  Potenzen  der  natürlichen  Zahlen 
1       1       1  1 

1111 
1111 

Denn  mit  Ausnahme  des  ersten  Gliedes  sind  sämmtliche  Glie- 
der dieser  Reihe  kleiner  als  die  entsprechenden  Glieder  der  Reihe 
(a)-,  da  diese  aber  convergent,  so  müssen  die  andern  ebenfalls 
convergent  sein. 

Betrachten  wir  dagegen  die  Reihe 
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tß    TT"  7*~  1t 

wo  m  irgend  eine  positive  ganze  Zalil  >  1  bedeutet,  so  ist  der 
Quotient 

M»+i  _     1  1  '» f~H~ 

"n   j£ä :  tf  "  %m  "Vüw; 

und  dieser  nähert  sich  für  ein  unendlich  wachsendes  n  ebenfalls 
der  Grenze  1.  Diese  Reihe  ist  aber  offenbar  divergent,  wie  sich 
aus  der  Vergleichung  derselben  mit  der  harmonischen  Reihe 
H-|:hi  I  $■  f-  in  inf.  sofort  ergibt. 

287.  Bisher  haben  wir  nur  Reihen  mit  lauter  positiven 
Gliedern  betrachtet.  Wenn  aber  eine  Reihe  neben  positiven  Glie- 
dern auch  negative  enthält,  so  ist  zunächst  klar,  dass  sie  allemal 
convergent  sein  muss,  sobald  die  Reihe  der  absolu- 
ten Werthe  ihrer  Glieder  convergent  ist.  Denn  die 
Summe  der  n  ersten  Glieder  ist  in  diesem  Fall  gleich  dem  Ueber- 
schuss  der  Summe  der  positiven  Glieder  (An)  über  die  Summe  der 
negativen  (Bn)  oder  umgekehrt,  also  =  An—Bn  oder  Bn  —  An. 
Nun  hat  aber  nach  Voraussetzung  die  Summe  der  n  ersten  Glie- 
der einen  endlichen  #er%  wenn  man  alle  Glieder  positiv  nimmt 
d.h.  An-{-Bn  behält  einen  endlichen  Werth;  somit  werden  auch  An 
und  Bn  selber  endliche  Werthe  behalten  und  daher  wird  auch  die 
Differenz  An — Bn  endlich  bleiben  und  gegen  eine  endliche  Grenze 
convergiren,  die  nichts  anderes  ist?  als  die  Differenz  der  Grenz- 
werthe  von  Atl  und  #„.    Die  Reihe  ist  demnach  convergent. 

Es  geht  hieraus  auch  ohne  Weiteres  hervor,  dass  Lehrsatz 
286  auch  auf  Reihen  mit  positiven  und  negativen  Gliedern  aus- 
dehnbar ist,  d.  h.  dass  auch  eine  solche  Reihe  stets  convergent 
sein  muss,  sobald  von  einem  bestimmten  Gliede  an  der  Quotient 
aus  einem  Gliede  durch  das  vorhergehende  dem  absoluten  Werthe 
nach  stets  angebbar  kleiner  als  1  ausfällt,  da  ja  alsdann  die  Reihe 
der  absoluten  Werthe  ihrer  Glieder  noch  convergent  ist. 

288.  Lohrsatz.  Eine  Reihe  ist  stets  convergent,  wenn  sie 
erstens  einen  regelmässigen  Zeichenwechsel  darbietet  und  wenn 
zweitens  ihre  Glieder  gegen  Null  convergiren. 

Sei  ttg — m.2 -Bis — w4-f-M5 — "(i-K  •  .  in  inf. 
unsere  Reihe,   in  welcher  w,,  u.,,  tij,  U4  etc.  abnehmende  und 
zwar  gegen  Null  convergirende  Zahlen  bedeuten,  so   können  wir 
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diese  Reihe ,  ohne  an  der  Aufeinanderfolge  der  Glieder  das 
Mindeste  zu  andern,  in  folgenden  zwei  Formen  schreiben: 

1.  H|— W2+(U3  W4H-(m5  —  t*Ä)+(tt7— tt8)+  ....  (Sn) 

2.  Mi—    (m2~m3)-— (w4— w5)-(m6— wi)—  •  •  •  •  (ßn+i) 

Aus  der  ersten  Form  erkennen  wir,  dass  die  Summe  dieser 
aus  lauter  positiven  Differenzen  bestehenden  Reihe  jedenfalls  po- 
sitiv und  zwar  grösser  als  das  erste  Glied  — u2  sein  muss. 
Aus  der  zweiten  Form  erkennen  wir  aber  auch,  dass  der  Betrag 
derselben  kleiner  sein  muss  als  tfj  ,  da  ja  von  der  Zahl  ut  lau- 
ter positive  Grössen  subtrahirt  werden.  Es  liegt  somit  die  Summe 
S  zwischen  m, — m,  und  u,  ,  bleibt  also  unter  allen  Umständen 
von  endlicher  Grösse.  Sie  kann  aber  auch  nicht  zwischen 
zwei  endlichen  Zahlen  hin  und  her  schwanken;  denn  wenn  wir 
die  erste  Summe  mit  Sn,  die  zweite  mit  Slt+l  bezeichnen,  so  wird 
offenbar  die  erste,  weil  aus  lauter  positiven  Gliedern  bestehend, 
mit  wachsendem   n   immer  grösser ;  umgekehrt  wird  die  zweite 

)  mit  wachsendem  n  immer  kleiner,  da  hier  der  Minuend  con- 
stant  ist,  der  Subtrahend  dagegen  mit  n  wächst.  Da  aber  beide  stets 
zwischen  ux — tf2  und  h,  liegen,  so  muss  es  eine  zwischen  diesen 
zwei  Zahlen  liegende  feste  Grenze  geben,  der  sich  Su+t  von  oben, 
Sn  aber  dagegen  von  unten  nähert;  folglich  ist  die  Reihe  con- 
vergent. 

Diese  wenigen  Sätze  reichen  vollkommen  aus,  um  die  Con- 
vergenz  der  in  den  Kreis  unserer  Betrachtung  fallenden  unendli- 
chen Reihen  zu  beurtheilen.  Bei  den  nun  folgenden  Reihenent- 
wicklungen stützen  wir  uns  auf  folgenden  Satz: 

289.  LHirsatz :  Sollen  zwei  nach  fallenden  oder  steigen- 
den Polenzen  der  Variabein  x  geordnete  Polynome  für  alle  mög- 
lichen Warthe  von  x  einander  gleich  sein  (d.h.  sollen  sie  iden- 
tisch seih),  so  müssen  die  Coeffizienten  der  gleichhohen  Patenzen 
von  x  auf  beiden  Seiten  einander  gleich  sein. 

Sei  i40-M,  x-\-A  ,X"+A  :l#:,-r-...  ==</(, -H'i  x-\-a  2a?*+a3flG84%..  ( 1 ) 
eine  identische  Gleichung,  so  behaupten  wir: 

40=a(l,    A{=ax,    A 2  —  a 2 ,   Az—a§  etc. 

Beweis:  Die  Gleichung  (1)  gilt  nach  Voraussetzung  für 
jeden  Werth  von  x,  also  auch  für  x—0,  woraus  folgt:  /l0  =  a0. 
Indem  wir  diese  von  Gleichung  (1,  subtrahiren,  und  zugleich  beide 
Seiten  durch  $  dividiren,  kommt 

(2)    A{-\-A  .Lx-{-A  $x--\- . . .  —  al-{-a.1x-r-a:ix'l-\-  .  .  . 

Diese  Gleichung  ist  ebenfalls  eine  identische,  gilt  also  auch 


für  #=0,  woraus  folgt:  ^,=0,.    Indem  wir  diese  von  (2)  sub- 
trahiren  und  das  Resultat  durch  x  dividircn,  kommt 
(3)    A2+.\^x+  .  .  .  =a2+a3x+  . . . 
die  wieder  eine  identische  Gleichung  Ist,  daher  für  x=0  das  Resul- 
tat  liefert:  A2=a2  u.  s.  f.?  w.  z.  b.w. 

Zusatz.  Man  könnte  die  Gleichung  (1)  auch  so  schreiben1 
(er)  il0— a0+(^_,,jr+(.l2— a2)x2+(A1— flr3)x3+...=0 
und  da  nun,  wie  wir  gesehen  haben,  die  Identität  der  Gleichung 
(1)  erfordert,  dass  40  =  a0,  Ax=a%,  A2=a2  etc.,  so  stellt  sich 
heraus,  dass  in  der  identischen  Gleichung  (a)  die  sämmtlichen 
Coeffizienten  einzeln  =  0  sein  müssen.  Man  kann  daher  den  obi- 
gen Lehrsatz  auch  so  aussprechen:  Soll  ein  Polynom  iden- 
tisch =  0  sein,  so  müssen  seine  sämmtlichen  Coeffi- 
zienten einzeln  =  0  sein. 

C.  Entwicklung  einiger  Funktionen  in  unendliche 

Rei  h  en. 

290#  Bei  den  nun  folgenden  Reihenentwicklungen  werden 
wir  uns  der  Methode  der  unbestimmten  Coeffizienten  bedienen  und 
dabei  immer  den  Gang  einschlagen,  dass  wir  für  den  nämlichen 
Ausdruck  zwei  unendliche  Reihen  aufzustellen  suchen,  durch  deren 
ldeutifizirung  sich  dann  das  zwischen  den  zu  bestimmenden  Coef- 
fizienten bestehende  Abhängigkeitsgesetz  ergibt.  Hiebei  setzen  wir 
allerdings  zuerst  a  priori  die  Möglichkeit  einer  Entwicklung  der 
Funktion  in  eine  unendliche  Reihe  von  bestimmter  Form  voraus 
werden  aber  jedesmal  durch  eine  Convergenzuntersuchung  die  Be- 
rechtigung nachweisen,  die  gegebene  Funktion  der  gefundenen  un- 
endlichen Reihe  gleich  zu  setzen  und  das  Werthengebiet  angeben, 
innerhalb  dessen  die  Reihe  den  Werth  der  Funktion  repräsent irt. 

Es  ist  nämlich  keineswegs  ohne  Weiteres  erlaubt,  eine  auf 
irgend  einem  Wege  erhaltene  unendliche  Reihe  der  erzeugenden 
Funktion  gleichzusetzen.  Nur  wenn  die  erhaltene  Reihe  conver- 
gent  ausfallt,  kann  sie  als  den  Werth  jener  Funktion  repräsentirend 

angesehen  werden.   So  wenn  wir  z.  B.  die  Funktion  — —  durch  Aus- 

1 — x 

führung  der  Division  entwickeln,  so  erhalten  wir  nach  Bestimmung 
der  ;*  ersten  Glieder  des  Quotienten  den  Rest  axn  und  es  ist  da- 
,  axn 

her  der  Bruch,  welcher  dem  aus  n  Gliedern  bestehenden  gan- 


zen  Quotienten  noch  beigefügt  worden  muss,  um  den  vollständigen 
Quotienten  zu  bekommen,  d.h.  es  ist 

axn 

( 1 )    x—  =  a+ax+ax'+ax*  +  .  .  .  tfx"-1  + 
Nun  erkennt  man  sofort  Folgendes : 

1.  Wenn  x  <  1,  so  wird  xn  und  damit  glich  das  Restglied 

mit  unendlich  wachsendem  /  verschwinden,  so  dass  in  die-  / 
1— x  r 

sem  Fall  wirklich  a+ax+ax2+  ...  in  inf.  =  r—  gesetzt  wer- 

l — 

den  kann. 

2.  Ist  dagegen  ä?>l,  so  wird  j;"  über  alle  Grenzen  wachsen 

ax11 

und  das  Restglied  —  -   ist  eine  über  alle  Grenzen  wachsende  ne- 
1 — x 

gative  Zahl,  die  stets  der  Reihe  beigefügt  werden  müsste,  um  den 
Werth  des  Quotienten     -     zu  bekommen;   es  wird  also  in  die- 

X — X 

sem  Fall  die  unendliche  Reihe  a+ax+ax2+ax3+  .  .  .  in  inf.  nicht 

=  — —  gesetzt  werden  dürfen. 
1 — x 


(i  d 

3.  Ist  endlich  #=1.  so  wird  das  Restglied  — -  =  -j— ^ 
;  oo  und  es  wäre  auch  hier  sinnlos ,   die  unendliche  Reihe  = 


a 

zu  setzen. 


1—  x 

So  werden  wir  auch  zeigen,  dass  (a+x)m  =  a"1  Ii  +  —  I  *ur 

ein  positives  gebrochenes,  sowie  für  ein  negatives  m  in  eine  unend- 
liche Reihe  entwickelt  werden  kann,  deren  Coeffizienten  nach  demselben 
Gesetz  gebildet  sind,  wie  wenn  m  eine  ganze  positive  Zahl,  dass  aber  die 
so  erhaltene  unendliche  Reihe  gar  nicht  immer  den  Werth  von  (a+x)m 

X 

repräsentirt,   sondern  nur  dann,  wenn  oder  *st- 


Kxpouentialreihen.    Reihen  für  a*  und  e*. 

291.  Wenn  überhaupt  eine  nach  steinenden  Potenzen  von 
x  geordnete  unendliche  Reihe  existirt,  welche  den  Werth  von  ax  dar- 
stellt, so  werden  wir  sie  vorläufig  von  der  Form  A+Bx+Cx2+Dx3+.... 
voraussetzen  dürfen.    Soll  dieselbe  identisch  =   ax  sein,   so  muss 
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sie  für  x  =  0  auf  a"  =  1  siel,  reduziren,  das  von  x  unabhängige 
Glied  derselben  also  =  1  sein.    Wir  können  daher  setzen: 

(1)  a*=l+Ax+Bxi+Cx*+üx*+Exi+  .... 

worin  I,  B,  C,  D,  £  etc.  noch  zu  bestimmende,  von  x  unabhän- 
gige Coeffizienten  bedeuten.    Es  müsste  dann  natürlich  ebenso 

(2)  aV=l+Ay+By*+Cy*+Dy*+Ey>+  .... 

enn  wir  diese  Gleicliungen  mit  einander  multiplizircn  und 
berücksichtigen,  dass  für  jedes  reelle  x  und  y  man  bat  a*  .  a»  = 
a*+<i  und  rechts  gleich  nach  steigenden  Potenzen  von  y  ordnen,  so 
kommt : 

(3)  a  =V+Ax+Bx*+Cx*+.j+(A+A*x+ABx*+A^ 

+(B+BAx+B2x2+NCx*+...)y'+i 
Wir  können  aber  noch  eine  zweite  unendliche  Keihe  für 
a*+'J  erhalten,  wenn  wir  in  der  hypothetisch  angenommenen  Reihe 
(1)  die  Variable  x  durch  x+y  ersetzen,  wodurch  wir  bekommen: 
afi+*  =  l+A(x+y)+B(x+yr-+C(x+y)*+D(x+^^ 
0Cleix+yUtWickelt         nacl1  steiSeuden  Potenzen  von  y  geordnet: 

(4)  a  ^l+Jx+Bxi+C^ 

+(B+3Cx+6Dx-+10Ex3+  . .  .  •  • 

Die  rechten  Seiten  von  (3)  und  (4)  müssen,  da  beide  den 
Werth  von  a*+*  darstellen  sollen,  identisch  sein,  man  hat  daher 
(<*)1+Ax+Bx2+Cx*+  ...  =  1+Ax+Bx2+Cx*+... 
\VA+A2x+ABr-+ACx*+ADx*+..=A+2Bx+U'x^ 

('/)  ß+BAx+B2x2+BCx*+  ....  =  B+3Cx+üf)x2+H>Ex*+  

Die  erste  ist  auch  der  Form  nach  eine  identische  und  kann 
daher  nicht   zur  Bestimmung  des  Abhängigkeitsverhältnisses  zwi- 
schen den  CWtizienten  .1,  H,  Q%  [)  etc.  dienen,  wohl  aber  die  2te 
(a),  welche  unter  Anwendung  des  Satzes  No.  289  gibt  : 
A  =  A,  A2='2B,  AB=3C\  AC=  \D,  AD=bE  u.  s.  f. 

oder  B^  C=-^     D-     A*      p-  a* 

2'°      2.3  '"-2.3.4  ,Ä"2.3.4.5 
Setzen  wir  diese  Werthe  in  Gleichung  (1)  ein,  so  kommt 

so  dass  wir  also  nur  noch  4  zu  bestimmen  brauchen,  um  sammt- 
liche  Coefüzienten  zu  kennen.  Nun  muss  die  Gleichung  (6)  gel- 
ten für  jeden  Werth  von  x.    Indem  wir  Ax=l  (»der  j;=    1  set- 

A 

zen,  reduzirt  sieh  die  rechte  Sfite  auf  eine  Summe  bestimmter 
Zahlen  und  wir  haben  daher  zur  Bestimmung  von  A  dieGleichung : 


BW 


(7)  «  -  «1  +  1+  1  +  ^+  ^  +  ^ .  5  +  ■  •  •  in  iDf- 
welche  Summe  wir   offenbar   leicht   mit  einem   beliebigen  Grade 
von  Genauigkeit  berechnen  können.    Wir  wollen  den  Werth  der- 

selben  mit  e  bezeichnen,  so  haben  wir:  aA  =  e  oder 

1  i          i                  a  1oSg 
-rlosa  =  loge,  woraus  A  ==  :  

Die  gesuchte  Exponentialreihe  wäre  demnach 

l\oza\        /logaj2  x-     /loga  l3  a?3 


/  log^  «  _J 


+ 


3.4 

Wenn  wirhier  t  =  e  setzen,  so  bekommen  wir  die  sogenannte 

natürliche  Exponentialreihe,  welche,  da  -l?' ' ,   =  _  ==  1,  lauten 

log  e       log  e 

wird  : 

^1+a;+r2"  +1 7273  +  1 .  2  . 3  A  +  172.  37475  + 

öder;  zur  Abkürzung  :  1  .  2  .  3 . . .  n  =  n !  gesetzt : 

>A  x2     x*  ,  rr4  ,  rc5  , 

(0).  ,-=1  +  0;+  _+_+_+_+  

Bei  Bestimmung  der  Quotienten  }°%a  kann   man  die  Loga- 

löge 

ritinnen  von  a  und  von  e  in  einem  beliebigen  Logarithmensystem 
nehmen.  Denkt  man  sich  dieselben  genommen  in  einem  System 
mit  der  Basis  e,  so  ist  loge  =  1  und  wenn  wir  löge  kurz  durch 
Loga  bezeichnen,  so  können  wir  die  Gleichung  (8)  auch  so 
schreiben  : 

x2  xd 
(Sa):  «''=  l+(Loga)  ..r+(Log«y2.  -_+(LogaV»  ~+ 

Würden  wir  dagegen  in  Gleichung  die  Logarithmen  von 
a  und  e  in  einem  System  mit  der  Basis  a  nehmen,  so  wäre  log  a 
=  1  und  wir  bekamen: 

x        1  /    x  1     /    x  \3 

rtl'=1+T^7+T  (fo£T/  +2Tä  Ik^e/  +  •  •  •  • 

oder  ax  =  y  gesetzt,  so  dass  x  =  \ogy : 


worin  log#  und  löge  in  dem  System  mit  der  Basis  a  zu  nehmen 
.sind.  Diese  Keihe  lehrt  die  Zahl  y  bestimmen,  wenn  man  ihren 
Logarithmus  kennt. 

292.  Nachweis,  dass  die  Zahl  e  zwischen  2  und  3 
liegt  und  inkommensurabel  ist.    Es  ist 

T+2-3  +  2JJ  %tO+  •      •  iD  inf- 
besteht  also  aus  2  mehr  einer  Summe  von  lauter  positiven  Glie- 
dern,  ist  daher  jedenfalls  >2.    Um  aber  einzusehen,  dass  e<3, 
vergleichen  wir  den  auf  2  folgenden  Theil  von  e  mit    der  geome- 
trischen Progression  i-  -f-       +  .  .      deren  Glieder  mit 

Ausnahme  des  ersten  sämmtlich  grösser  sind  als  die  entsprechenden 
Glieder  der  ersten,  so  wird  also 

2^2.3^2.3.4^  2^22^23^ 

Die  Progression  rechts  hat  aber  zur  Summe  7^-  =  — ~-- 

1—q      1— i 

=  1 ;  es  ist  also      +        +     5     -f  .  .  .  kleiner  als  1  und  somit 
£       2.3  2.3.4 

e<3.     Um  noch  einzusehen,  dass  e  inkommensurabel,  wollen  wir 

für  einen  Augenblick  annehmen,  es  könnte  e  kommensurabel,  etwa 

P 

=  —  sein,  wo  p  und  g  positive  ganze  Zahlen  bedeuten,  so  dass 

1_     _1_  1  1  1 

7       +  2  +r3+'*'T3Ty  +  2.3...7(r/+l)  ^X^+lVf+S)4"'" 
Multipliziroii  wir  beide  Seiten  dieser  Gleichung  mit  2. 3. 4. ..7, 
so  kommt 

Links  haben  wir  ein  Produkt  von  ganzen  Zahlen,  was  wieder 
eine  ganze  Zahl  M  sein  wird;  die  q  ersten  Glieder  rechts  sind 
ebenfalls  ganze  Zahlen,  deren  Summe  wir  mit  N  bezeichnen  wol- 
len, so  erhalten  wir: 

M=N-h,  J_  +  1  +  1   4.     .  . 

9p  (?+l)(7+*)(7+3)  ^ 

AUdn  die  Summe  der  auf  N  folgenden  ächten  Brüche  ist 
offenbar  kleiner    als  die  Stimme  der   geometrischen  Progression 

fcqfify  +f7pi)3+-'  wek,,e  -^r  als  erstes  G,ied  1,1,(1 
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1 


zugleich  als  Quotienten  hat  und  deren  .Summe  daher  =  — ' 

L— 


9+1 

1  .  P 

— =  —  .     Ks   würde  uns  also  die  Annahme,   dass  e    =  —  sein 

7  r  7 

könnte,  auf  den  Schluss  fuhren,  dass  eine  ganze  Zahl  mehr  einem 

Brach,  der  <  — ,  gleich  einer  ganzen  Zahl  sein  könnte,   was  un- 
H 

möglich  ist;  die  Annahme  ist  daher  unzulässig. 

*2t)->.  Gonvergenzuntersuchung.  Wir  wollen  noch  un- 
tersuchen, für  welche  Werthe  der  Variabein  x  die  Reihen  (8),  (9) 
und  (10)  convergent  bleiben. 

Nehmen  wir  zunächst  die  einfachere  Reihe  (9,  so  \a 
xn  _  xn~x 

7  1.2. 3. 4. ;       "  1.2. 3. ..(ii— 1)  ' 

woraus  folß<         = — .    Dieser  Quotient  nähert   sich  hei  unend- 

Ha  n 

lieh  wachsendem  n  der  Grenze  Null;  er  bleibt  also  von  einer  ge- 
wissen »Stelle  an  jedenfalls  bestandig  kleiner  als  1,  somit  ist  die 
Reihe  convergent  für  jedes  beliebige  endliche x.  Würde  man  z.B. 
sc=lOOC  setzen,  so  wäre  der  Quotienl  aus  dem  10'Hten  Gliede 
durch   das  vorangehende    =  —  1;   der  Quotient  aus  dein 

K)()2ten  (Miede  durch  das  moitc  =  und  von  da  an  bleibt 

der  Quotient  eines  jeden  spätem  Gliedes  durch  das  vorangehende 
beständig  kleiner  als  1 ;  somit  ist  die  Reihe  auch  für.  x  =  1000 
convergent. 

Bei  der  allgemeinem  Reihe  (8)  hat  man: 

loga  | 

log* 

"h+i      ^ga  x 

sonnt   =      —  .  — 

Un        l<>g  e  n 

Da  nun  der  erste  Faktor  eonstant,  der  zweite  |-^-jaber  bei 

unendlich  wachsendem  //  sieb    der  Grenze  Null   nähert   für  jedes 

endlliche  j\  so  wird  auch  das  Produkt  |r^^  .  -     noch  dieselbe 

\  log  e  !  n 

Eigenschaft  besitzen  und  somit  die  Reihe  (8)  ebenfalls  convergent 
sein;  nur  wird  für  Werthe  von  a,  die  grosser  als  e,  die  Reihe  (8) 
langsamer  convergiren,  als  die  Reihe  (9),  weil  man  in  [S)  weiter 


/ log a  vw  xn_   /  loga     1  xn~x 

UnM  "VW]  '  1 .2.3,. ..*5  Hn  S\log*I  f.2.3...(*-iy 


—   398  — 


als  in  (9)  fortschreiten  muss.  um  an  die  Stelle  zu  gelangen,  von 

welcher  an  der  Quotient         beständig  kleiner  als  1  wird. 

Un 

Betrachten   wir    endlich    die    Reihe    (10),    so   wird  hier 


,  was  für  ein  unbegrenzt  wachsendes  n  die 


Null  zur  Grenze  hat;  es  ist  daher  auch  diese  Reihe  convergent 
für  jedes  endliche  \j. 

294.  Logarithmische  Reihen.  Wir  verbinden  liier 
die  Variable  x  noch  mit  einer  Constanten  und  suchen  log(l  x) 
in  eine  unendliche  Reihe  zu  entwickeln  und  nicht  etwa  loSLX. 
welche,  da  log  ( !  =  —  00,  für  x  =  0  divergent  ausfallen  müsste. 
Die  Keilie  für  h»g(l  +  x'\  muss  einmal  sn  beschaffen  sein,  dass  sie  für 
#=<>  sich  auf  log  1  =  0  reduzirt;  sie  wird  also  kein  von  x  unab- 
hängiges Glied  enthalten  können  und  wir  setzen  daher 

(1)  \og(l+x)=Ax+Bx*+Cx3+Dx*+Bxs+  .... 

Es  fragt  sich  also  nur.  ob  die  Constanten  A,  By  C,  D  etc. 
sieh  hi  bestimmen  lassen,  dass  die  Reihe  rechts  identisch  wird  mit 
log(l+x*).  Wir  lassen  nun  x  in  x  -f-  y  übergehen  und  bekom- 
men so 

log(l+x+#)=^U+#^ 

oder,  entwickelt  und  nach  steigenden  Potenzen  von  y  geordnet: 
(2)     \og(l+x+y)  = 

{Ax+Bx*+Cx*+ . . .  )+(A+2Bx+*Cx2+4Dx*+bBx*+  ...)y 

+(B+ZCx+6Dx2+  .  . .  )  y2+..  . 

Nun  ist  l+x+lf=(l+x)\l  +  Malier 

\oS(l+x+y)=\og(l+x)+\ogll+-y-).  Für  log/l  +  -^-  ) 
bekommen  wir  aber  sofort  eine  nach  steigenden  Potenzen   von  y 
geordnete  Reihe,  wenn  wir  in  (1)  versetzen  durch     ^   ,  wodurch 


und  somit 


iß)  W***^^ 

Diese  in  (2)  und  (3)  für  log^l  +  x  +  y)  erhaltenen  unend- 
lichen Reihen  müssen  identisch  sein,  woraus  nach  289  folgt : 
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(er)  Ax  \-Bx2-hCx*-\ 


=  lo^(l-f-j;; 


(ß)  A+2Hx+XCx2+4Dx*+r}Ex*+ . .  -  — 
(y)  JM-3CaH-6Zte2-f-  .... 


u.  8.  t. 


Hier  ist  (or)  die  ursprüngliche,  hypothetisch  angenommene  Reihe, 
liefert  uns  also  keine  Relation  zur  Bestimmung  der  Coeftizienten  ; 
dagegen  folgt  aus  (,ßy: 

(A+2Bx+tdCx2+4Dx*+f>Bx*+  .  .  .>l-hx)  =  .4 
oder  entwickelt: 

^**N)9^^  .  .  .  =A 

oder 

(4)  K2B^A)xM^2li)x2^D+3C)x^(bE^D)x^  ...=<> 
was  wieder  eine  identische  Gleichung  ist;  daher  nach  No.  289. 
Zusatz : 

2B+A  =0  — 0  I  4D+3C=0  |  5£-|-4Z)=()  etc. 

woraus  » —  A  6'  =  +^,  0=~4^  *™  +  #  u.  s  f. 

Sumit  haben  wir  einmal: 
log  (l+x)  =  iÄ  —  §  x2  +  4  x:l  -  4     +■  4  a-5_  etc  0(ler 

~  o  4  5 

(5)  \ag(l+x)  =  A(x-**+Jg-  J  +  f-  ) 

295.    Bestimmung  von  A.    Indem  wir  beide  Seiten  der 
Gleichung  (5)  durch  x  dividiren,  kommt 

x  \         2^3      4    ^ /' 

aus  welcher  für  x  =  0  folgt  : 

f  logfl-f-j;)! 

I  ~  1      «  A.    Es  ist  somit  4  gleich  dem  Werth,  welchen 

i     ^     .       log(l-Hx)  « 

der  Quotient  -2  i  für  a?==0  annimmt.    Allein  es  ist 


rlog  1  !-./•) 

L  x 


X 

logl        0  .  ■  , 

"  q    =  >r  d.  h.  es  erscheint  der  Werth  von  A 

zunächst  in  der  Form  der  Unbestimmtheit.  Dass  er  aber  gleich - 
wol  nicht  unbestimmt  sein  kann,  ist  selbstverständlic  h,  da  log(1-f-a?) 
nicht  beliebige  Werthe  haben  kann.    Um  den  wahren  Werth  von 


A  Zu  finden,  setzen  wir  .i  =  — ;  dann  ist 

m 
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m 

und  da  dem   jr=0  der  Werth  m=^c  entspricht,  so  hätten  wir 

I        X       Jr=0      t    *\        m   I  ln=  er 

Nun  ist  für  ein  beliebiges  positives  und  ganzes  m: 

L     1  \*    *        1      mim— 1)  / 1  \2  !■  mim— l)(m-2)/  in* 

|H —    ==  l+m.  1  z — —  •(     )  H  1    o   5          -J4"  ' 

\      mf  m         1  . 2     \  m  f  1.2.3  \wl/ 

welche  wir  auch  so  schreiben  können : 


KT- 


-  ,  j  _,  _1_  m(m—l      _J        m(m—  l)(m-  2) 

+       1.2*  m.m       1.2.3     m  .  m    .  w 


1        m(m    l)(m-  2)(m  •  3)  ,       Jr  l 

-.  q  o  i  "  .  —   +  •  .  •  oder  endlich 

l.z.oA     m.m    .    m    .  m 

2Xr(  1_"  m  mt1~  m)  + 

Diese  Gleichuog  gilt  für  jedes  positive  ganzzahlige  x.  Ufaßi 
man  mm  >//  innner  grösser  und  grösser  werden,  so  convergiren  die 
12  3 

Subtrahenden  — ,  — ,  —  etc.  sämmtlich  gegen   die  Grenze  Null 
m     m  m 

und  für  m  =      hat  man 

n     i  \mi      ,i     i       i  i 

welche  Reihe  nichts  anderes  ist  als  e;  daher 

Die  Gleichung  (5)  geht  daher  über  in : 

/       x1     x3      xA  .  xs  \ 
(6)  log(l+rn)  =  loge(.r  —  Y  +  Y  ~~  T  +  5  — ) 

Offenbar  würde  die  Berechnung  dieser  Reihe  am  einfachsten, 
wenn  logr?— 1  waro  -,  das  ist  der  Fall,  sobald  man  e  als  Basis  des 
Logarithmeiisystems  wählt  ;  man  nennt  dieses  Logarithmensystem 
mit  der  Basis  e  das  natürliche  und  wenn  wir,  wie  in  Nro.  291« 
Gleichung  (&a)  den  natürlichen  Logarithmus  durch  Log.  bezeich- 
nen, so  bekommen  wir  aus  (6)  die  Reihe: 

x~     xz      a?4  xh 
(7)  Log[l+x)=x  ~2"  +  -3—  4~+5  etc- 
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Diese  Reihe  ist  nach  Satz  288  convergent  für  <1  und 
auch  noch  für  #=1;;  dagegen  wird  sie  divergent,  sobald  x>l  ;denn  der 

absolute  Werth  des  Quotienten^1'  ist=  — — ■  x  und  wird  für  r>l 

u„  n  +  1  ' 

von  einem  bestimmten  Gliede  an  beständig  grösser  als  1. 

Ersetzen  wir  in  Gleichung  (7)  x  durch  — so  kommt 

(8)  Log(l-^)=-x-™|:-  f3-  f4~  ~  -  etc. 

und  diese  Reihe  ist  nur  noch  couvergent  für  x<\  ;  für  x=  1  geht  sie  — 
dem  absoluten  Werthe  nach  —  über  in  die  Reihe  der  reziproken  Ger- 
the   der  natürlichen  Zahlen,  deren  Divergenz  früher  gezeigt  wurde. 
Durch  Subtraktion  der  Gleichungen  (7)  und  (8)  kommt 

Logd+a?)— Log(l—  a»=2.*  +  2.~  +2.  J  -r^-r-  .  .  .  oder 

«       -r  I  1+X      \  XZ  XS  X1  1 

(9)  ^g(i^]»4»+3-+|-  +?-+  ] 

die  auch  nur  für  x~l  entschieden  convergent  ist;  denn  da 
»»M  =  md  *  -  #5 .  «0  wird    Sttä  =  |?=^M 

welcher  Quotient  nur  für  a?<l  entschieden  unter  1  bleibt. 

Um  jedoch  eine  für  Berechnung  der  Logarithmen  bequemer0 
Reihe  zu  bekommen,  führen  wir  eine  neue  Variable  z  ein,  welche 
mit  x  zusammenhängt  durch  die  Relation: 

l  +  i     n-Hs  .  .      c  .  z 

-  =   ,  aus  weicher  folgt :  x  =  ■   . 

1  —x       n  2n+z 

Ersetzen  wir  nun  in  Gleichung  (9)  -     X  durch  *— *  und 

i  —x  n 

gleichzeitig  x  durch   ,  so  erhalten  wir: 

L0g("n"  ^Izn+z  +  j{^z)  ^H^+i)  ^(u+z) 

oder,  da  Log  j  ==  Log(n-f-«) — Lögn, 

(10)  Log(«-|-s)-= 

welche   nun   convergent  ist   für  jedes  beliebige  endliche  g,  indem 

der  Quotient        =  ^ — -1  /  — - — \    für  jeden  Werth  von  z  ent- 

tti,      2*4-1   \2n4-*  f 
schieden  kleiner  als  1  bleibt.    Diese  Reihe  convergirt  sehr  rasch 

und  ist  desshalb  zur  Berechnung  der  Logarithmen  in  hohem  Grade 

geeignet.  Noch  bequemer  ist  die,  welche  aus  derselben  hervorgeht, 

wenn  man  z  =  1  setzt  und  welche  lautet: 

Orelli,  Algebru.   *Jte  Auflage.  -6 
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(11)  Log(«-H)= 

Log  „+2  [  - ±-  +  H        J + ||_L_  j*  4.|| _L_  j  1 

mittelst  welcher  man  aus  dem  Logarithmus  einer  beliebigen  Zahl 
Ii  den  Logarithmus  der  um  1  grösseren  Zahl  finden  kann. 

"2tM>.  Mittelst  dieser  Reihe  (11)  kann  man  die  Logarithmen 
der  Primzahlen  berechnen  ;  die  der  zusammengesetzten  Zahlen  er- 
geben sich  daraus  unmittelbar.  Wollte  man  z.  B.  Log  2  berech- 
nen, so  brauchte  man  nur  n  =  l  zu  setzen,  wodurch  2n-r-l  =  2-f-l 
=  3  und  da  Log  1=0,  so  hatte  man: 

Log  2  =        « ■  -H(  Jm<  *)*+  •  •  •] 

Zur  Berechnung  von  Log  3  setzen  wir  n-|-l  =  3,  also  n  =  2, 
2n-hl=5;daher    Log3  =  Log  2+*[$+yi)*+#\)*+l(\y  +■./.] 

Um  die  Berechnung  in  möglichst  zweckmassiger  Weise  vorzuneh  - 
men, berechnen  wir  erst  die  ungeraden  Potenzen  von  j-  und  erst  nachher 
die  einzelnen  Glieder  der  Reihe,  wie  folgende  Darstellung  zeigt: 

i        =0,2  .  . 


m 

(t)" 


=  0,008   

=  0,00032 
=  0,0000128 
=  0,000000512 
=  0,00000002048 
=  0,0000000008192 


Nun  ist  =  0,2. 

5 


o,oo2i;iii;<i<;r.ür.7 

3    \  5  / 
|{|)-  =0,000064.... 

1  /    1  \7 

—i  -J      =  0,000001828571 
=  0,000000056889 
i^^jji 1  =0,00000000186 

1/1  IM 


it(t)  =ü>' 


000000000063 


0,20273255405 
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das  Doppelte  davon  =  0,40540510810 
Log2  =0,693147180559 


Log  3  =  1 ,0986 1 228866, 
was  bis  auf  11  Decimalen  genau  =  Log  3. 

Bei  Berechnung  von  Log  5  hätte  man  n=4,  also  2n  +  l  =  9 

und      1  ■  ■  =~  zu  setzen  u.  s.  f.    Man  sieht,  dass  die  Reihe  im- 
2n-f-l  9 

mer  rascher  convergirt,  je  grösser  die  Zahl  ist,  deren  Logarithmus 
berechnet  werden  muss.  Hat  man  aber  den  natürlichen  Logarith- 
mus einer  Zahl  bestimmt,  so  findet  man  nach  Früherem  ihren  ge- 
wöhnlichen Logarithmus,  wenn  man  jenen  noch  mit  der  constan- 

tGn  Zahl  L^IO  ^  0,434294482  *  *'  dem  sooenannten  Modulus 
des  gewöhnlichen  Logarithmensystems,  multiplizirt ;  denn  wenn  x 
den  künstlichen,  y  aber  den  natürlichen  Logarithmus  irgend  einer 
Zahl  bezeichnet,  so  ist  diese  sowol  durch  10r,  als  durch  ey  darge- 
stellt und  daher  x  log  10=  i/loge  oder  x=v  *°^g  =y  l  —  \ 

*    6  a  log  10    y  \Log  10/* 

Trigonometrische  Reihen. 
Um  die  goniometrischen  Funktionen  sin#  und  cos^r, 
in  welchen  x  nicht  den  in  Graden,  Minuten  und  Sekunden  ausge- 
drückten Bogen,  sondern  eine  unbenaunte  Zahl,  den  Quotienten 
aus  der  Bogenlänge  durch  den  Radius,  bedeutet,  in  unendliche 
Reihen  zu  entwickeln,  berücksichtigen  wir  zunächst,  dass  sin  —  x 
=  — sina;,  cos — x  abersreosa;,  dass  also  der  Sinus  eine  sogenannte 
ungerade  d.h.  eine  solche  Funktion  ist,  welche  mit  dem  Argu- 
ment zugleich  ihr  Zeichen  wechselt,  indess  der  Cosinus  eine  g  e- 
rade  d.  h.  eine  solche  Funktion  ist,  die  vollständig  ungeändert. 
bleibt,  wenn  man  x  durch  — x  ersetzt.  Es  wird  daher  auch  die 
Sinusreihe  so  beschaffen  sein  müssen,  dass  ihre  sämmtlichen  Glieder 
nur  das  Zeichen,  nicht  aber  den  absoluten  Werth  ändern,  wenn 
man  x  in  — .r  umsetzt;  sie  kann  somit  nur  ungerade  Potenzen 
von  x  enthalten.  Umgekehrt  muss  die  Cosinusreihe  nicht  alterirt 
werden,  wenn  man  x  durch  — x  ersetzt;  sie  darf  folglich  nur  ge- 
rade Potenzen  von  x  enthalten;  weil  überdiess  cos 0=1.  so  wer- 
den wir  vorläufig  setzen  dürfen: 

(1)  smx=Ax+lix'i+Cx«  +  Dx1  +  Ex-)+  .  .  . 

(2)  cosa;.=  l  +ax2  +bx*  +cx*  +dx*  +  .  .  . 

und  unsere  Aufgabe  ist  gelöst,  sobald  wir.!,  B,  C  etc.,  a,  b,  c  etc. 
so  bestimmen  können,  dass  die  Gleichungen  (1)  und  (2;  iden- 
tische werden.  Wir  suchen  nun  wieder  auf  zwei  verschiedenen 
Wegen  für  sin  (x-\-yj  und  cos(x+y)  je  zwei   unendliche  Reihen 


404  — 


abzuleiten.    Indem  wir  einmal  in  (1)  und  (2)  x  in   x+y  überge- 
hen lassen,  bekommen  wir 

sin  (x+y)=A(x+y)+B(x+yf+C(x+y)b+D^+yy  +  E(x+y)»+... 
cos  (x+y) = 1 + a (l +.y)2+  b(x+y ) 4+  c( x+y) 6 +d(x+yjs+... 
oder,  entwickelt  und  nach  steigenden  Potenzen  von  y  geordnet: 
(o)  sin 

(Ax+Bs*+Cxs+...)+(A+'SBx2+bCx*+7Dx(>+*dExH+ 

+(dBx+lOCxz+21Dx*+...)y-+  .... 

(4)  cos  (x+#)= 
(l+ax2+bx*+cx*+...)+(2ax+Ux3+6cx!>+8dx">+  ...)y 

+(a+6bx2+lbcx*+  . .  .  )y2+  .. . 

Nun  können  wir  aber  noch  auf  eine  andere  Weise  Rür 
sin  (x  +  y)  und  cos(x*+  y)  unendliche  Reihen  erhalten.  Ks  ist 
nämlich 

*  sin  sin  a? cos y  +  cos#siny 

\  cos  (x+y )  =  cos  x  cos  y  —  sin  x  sin  y 
Aus  den  hypothetisch  angenommenen   Reihen  (1)  und  (2) 
folgt,  dass  auch 

(la)  siny=Ay+By*+Cy*+Dy't+  .... 
(2a)  cosy~l  +  ay-+  by*+  cy*+  .... 
und  wir  können  durch  Combination  dieser  beiden  mit  den  Reihen 
(1)  und  (2)  die  4  Produkte  siiurcosy,  cos x sin  y,  cos # cos y  und 
sin  x sin y  bilden  und  durch  Addition  der  beiden  ersten  eine  un- 
endliche Reihe  für  sin(#+y),  durch  Subtraktion  der  zwei  letzten 
eine  für  cos(x-f-y)  bekommen.    Wir  erhalten  so: 

(5)  sin  (#+2/)= 
(Ax+Bx*+Cxt>+...)+{A+Aax1+Abx*+Acx«+Adx*+..:)y 

+(Aax+Baxz+Cax5+...)if2+  .  .  . 

(6)  cos  (x+y j= 

(l+axi+bx^cx6 +...)— (A2x+ABx3+ACx'*+ADs'1 +  ...;,/ 

+{a+a2x2+abx*+acx6+...)y2  —  etc. 

Da  die  Reihen  (3)  und  (6)  beide  den  Werth  von  sin  (x+y) 
darstellen,  so  müssen  sie  identisch  sein;  ebenso  die  Reihen  (4)  und 
(6)  für  cos«  Es  ergeben  sich   daraus  wieder  Bedin»-ungs- 

gleichungen,  von  welchen  wir  nur  diejenigen  benutzen  wollen,  die 
sich  aus  der  Gleichsetzung  der  Ooeffizienten  der  ersten  Potenzen 
von  y  ergeben,  nämlich 

j  A+3Bx2+bCx*+7Dx*+yEx*+...=A+Aaxi+Abx*+Acx«+Adx»+... 
\2ax+Ux3+6cx*+8dx'l+...=     <i2x—ABx*—ACx5—ADx''  —  etc. 
Hieraus  folgen  zwei  Gruppen  von  Bedingnngsgleichungen : 
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1.,     4=4  I  i  2a=—A2  j 

2..   SB=Aa  I  2.,  46= — AB  ( 

3.,   hC=Ab  '    (y)  3.,  6c  =  — 4Cf 


4.,   70=  4c  l  4.,  8rf=— 4D  |  etc. 

6M   9^=4^  '  etc. 

.4  2 

Aus  (1,5)  folgt  a  =  ;  diess   in  (2  y)  gesetzt,  gibt  B  = 

—  9— ;  mit  Hülfe  dessen  finden  wir  aus  (2)  in  (5)  6=+  fijrg  5  unter 

As 

Benutzung  dessen  gibt  die  Oleichung  (3)  in  (y):  C=+         ^  u.  s.  f. 
Wir  bekommen  so  folgende  Werthe: 


C=  + 
D=— 


4a 

A2 

2~3 

~2 

/>  = 

+ 

A* 

2.3.4.5 

2.3.4 

46 

2.3....T 

2.3.4.5.6 

.4» 

+ 

.4» 

2.B.4....9 

2. 3. ...8 

£=  +  ■  a  '/=+  5T5  ö  etc> 


8.,    sinx  =  ^-^^+.J— -gas»  -  •  .  • 


durch  deren  Substitution  in  (1)  und  (2)  sich  ergibt: 
43      .     45      .  4? 

2.3...7 

I1  44  4fi  48 

so  dass  also  nur  noch  /I  zu  bestimmen  ist. 

298.    Bestimmung  von  A.    Wenn  wir   in  Gleichung 

(8)  beide  Seiten  durch  x  dividiren,  so  erhalten  wir : 

sina;      ,       A*  A:>  . 

A  -      xl  -f-  0-¥rr=  rr4  —  etc. 
a;  2 .  .5  2.3.4.5 

.  »                            /  sin  .uv 
welche  rar  .r=n  gibt:  l  1  =  A, 

Allein  =  B  üs  --.  es  erscheint  demnach  der  Werth 

V  x  /r=0    0  0 

von  A  zunächst  in  unbestimmter  Form.    Um  dessen  wahren  Werth 

„  '       •    -   ,  ,  sinj;  sina; 

zu  finden,  bedenken  wir.  dass  tg#  =  ,  woraus-        =  cos  x 

°        cosor  tga; 

folgt. 

Wird  diefSBogenzahl  x  unendlich  klein,  so  verschwindet  der 


Unterschied  zwischen  tgx  und  x  und  wir  dürfen  daher  hei  unend- 
lich kleinem  x  auch  .setzen: 

— -  =cosj;.  eine  Gleichung,  die  um  so  genauer  ist, 

je  kleiner  x  gedacht  wird.  Daher 

/sin.  v\        >      \  , 
 )  ==  (coso;)  =  1  und  wir  haben  also  für 

\    X   '.1=0  .r=0 

sina?  und  cos#  tlie  folgenden  Reihen: 

am    .  a?3  ,  xs     x1  x9 

(10)  .  sina?  =  a?~  —  +  _  _  _  +  _ _etc. 

(11)  .  cosa;=  1 

Bei  Beachtung  des  Gesetzes   der  Exponenten  dieser  beiden 
Reihen  erkennt  man   leicht,  dass  der  absolute  Werth  des  n  ten 

Gliedes  bei  der  Sinusreiche  =   ,  bei  der  Cosinusreihe  aber 

{£71  1  )! 


X3 

3! 

-f 

X'5 

5J 

x"1 

X9 

2! 

X* 

4! 

X* 

6! 

,?n— '2 


S=(2n  2)!  Und  da  in  l)eiden  die  Glieder  geraden  Ranges  nega- 
tiv, die  ungeraden  Ranges  aber  positiv  sind,   so   darf  man  ihnen 
nur  den  Faktor  ( — l)"-1   beigeben,  der  = —  1  bei  geradem  n 
und=-f-l  bei  ungeradem;«.    Daher  das  nte  Glied  der  Sinusreihe  = 
«-i  xin~{ 

(— !)  .75- — ivi  >  das      Glied  des  Cosinusreihe  =(—  1 )""'.—  

t2n>— 1)!  v      y  (2w_2)! 

Um  die  Convergenz  zu  prüfen,  betrachten  wir  die  Reihe  der 

absoluten  Werthe  der  Glieder;  so  ist 

^Ä<^P)|  W"=(2^=l)!'daher 

=  2fi(2Äthl)^   Mag  mm  x  uoch  °°  gross 

wählt  werden,  wir  kommen  stets  zu  einem  Gliede,  für  welches 
2/i(2/i-f-l)>a;2  oder  — -— wira  U11(i  voll  welchem  an  die- 
ser Quotient  beständig  kleiner  als  1  bleibt.  Die  Reihe  der  abso- 
luten Werthe  ist  daher  schon  convergent ;  die  Sinusreihe  selber, 
die  noch  überdiess  einen  regelmässigen  Zeichenwechsel  darbietet, 
ist  daher  um  so  mehr  convergent.  Gleiches  gilt  von  der  Cosinus- 
reihe, bei  welcher  Ü2Ü  =   ? 

HH  (2n—l).2* 

299.    Binomialreihe  für   gebrochene  und  nega- 
tive Exponenten.    Für  ein  positives  ganzes  m  hatten  wir: 
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(a+x)m=am+mam-{  x-\ — v    2     am~-x2-h  mos1*-1  +.Tm 

und  es   ist  nun  zunächst   leicht    einzusehen,  dass  auch  für  den 
Fall  eines  gebrochenen  oder  negativen   m  wenigstens  die  beiden 
ersten  Glieder  nach  demselben  Gesetz  gebildet  sind,  das  wir  für 
positive  ganze  Exponenten  erkannt  haben,  dass  also  auch 
iL       iL       p  1L_, 

9 


—  Im  _ 


Es  ist  nämlich  (*fc#)f  =  yl(a+x)p  =  Hai>+pat)-{x+  x* 

Um  die  qte  Wurzel  aus  diesem  Polynom  zu  ziehen,  fassen  wir 
dasselbe  auf  als  die  ryte  Potenz  der  zu  suchenden  Wurzel, 
werden  also  sein  erstes  Glied  a?  als  die  </te  Potenz  des  ersten 
Wurzelgliedes,  das  zweite  pöM«  aber  als  das  </  fache  Produkt 
aus  der  (q  -  l)ten  Potenz  des    ersten  Gliedes    in  das  zu  su- 

  £ 

chende  2te  Glied  ansehen,  so  dass  =«  9  aas  erste>  der  Quo" 
tient  aus  pai'~lx  durch  j 


p-la;  durch  ö  \  fl  9  /    d.  h.  ^--a  9      x  aber  das  2te  Glied 
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der  Wurzel  sein   muss.    Wenn  (fl-Kij''   keine   vollkommene  te 

Potenz  d.h.  —  keine  ganze  Zahl  ist,  so  wird  die  Wurzelausziehung 

sich  nie  schliessen.  Wir  werden  also  eine  unendliche  Reihe  von 
Gliedern  bekommen,  geordnet  nach  steigenden  Potenzen  von  a?,  und 

da  (a_j_aj)q  homogen  sein  muss,  so  wird  der  Exponent  von  a 
von  Glied  zu  Glied  um  eben  so  viel  abnehmen,  als  der  von  x  zu- 
nimmt.    Mau  muss  daher  bekommen : 

P_       IL      v    JL-\  IL-»  '1-3 

(a-hj  )  'i  =  a  i  l-  -  a  9     x+Aa  'i     x%+Ba  9   

j 

Ist  ///  negativ,  hat  man  also  (a-M)_m,  so  ist 

1  1  

(a-t-x)~m  =  =  —  

und  die  unmittelbare  Ausführung  der  Division  gibt  als  erste  Glie- 
der des  Quotienten  CT*"  und  — ma™~lXl  auch  hier  schliessl  sich 
die  Operation  nicht.    Ob  also  m  ganz  oder  gebrochen,  positiv  oder 
negativ  sei,  so  ist  stets 
(1)  (ii^a?^ 

+PaB|-,w  V+-'+ .... 


worin  A,  B  . .,  M,  ff,  P  etc.  noch  zu  bestimmende,  von  a  und  x 
unabhängige  Zahlen  bedeuten.  Zu  ihrer  Bestimmung  lassen  wir 
in  Gleichung  (1)  das  ein  mal  x  In  X  +  ?/,  das  anderemal  a  in 
a-fy  übergehen,  so  erhalten  wir: 

(2)  (a+x+y^^a^ma^^x^y^A^^^x^y)'^  

(3)  («+y+^«(4M^^  . 

«+y)m-'.7;'W-.V(  rt+y)m-r-,a?r+1+  

Da  nun  a+a;+#=a-f-y+j?,  so  müssen  die  rechten  Seiten  der 
Gleichungen  (2)  und  (3;  identisch  sein.  Wenn  man  dieselben  da- 
her entwickelt  und  nach  steigenden  Potenzen  von  y  ordnet,  bo 
müssen  die  Coeffizienten  der  gleichhohen  Potenzen  von  y  in  bei- 
den gleich  sein.  Die  rechte  Seite  von  (2)  können  wir  ohne  wei- 
teres entwickeln,  da  die  Exponenten  des  Binoms  x+y  positive 
ganze  Zahlen  sind;  dagegen  sind  die  Exponenten  m,  w— 1  etc. 
des  Binoms  a+y  in  Gleichung  (3)  beliebige  Zahlen;  wir  kön- 
nen daher  von  diesen  nicht  mehr  als  die  2  ersten  Glieder  bilden, 
von  welchen  wir  wissen,  dass  sie  demselben  Gesetz  unterworfen 
sind,  wie  bei  positiven  ganzzahligen  Exponenten.  Es  genügt  uns 
aber,  die  Glieder  mit  der  ersten  Potenz  von  y  zu  kennen  Ans 
(2)  finden  wir  als  Summe  der  Glieder  mit  vi 

lma+2Aax+...rMa  xr~l+{r+\)Na  xr+(r+2*Pa  xr+l  4-  .  .  .  J#y 
und  aus  (3): 

[mam-'-H>/  m  -lj«'"--^/»;  - 2)Aaw~ 

(///— r)Mum-'- '&+  (m—r—i)Na^^*a?+i  +\;.]fi 
Da   diese  beiden   Coeffizienten  von  y  einander  gleich  sein 
müssen,  so  bekommt  man  die  Gleichung: 
mam- 1  +  2Aam-\r+... 

r  Mam->  a?'w « -f-(;  + 1  )Aa'"-'-  ,a;r-r-(r4-2)/^-'-V+,  + 
—  nm'"-i-t-m(m- — l)am-?x-f- .  .  . 

(ro—  r)Jf«m-r-«a?r4<»i— r—l)/V©w-»--2ajH-i  + 
was  erfordert,    dass  die  Coeffizienten  der  gleich   hohen  Potenzen 
von  x  einander  gleich  seien,  dass  also 

2Aam-  2=m(m-l)am-2  £  _  m(m—l) 


/ -H  hVa"—r  " 1  Ä(W  -y).l/a'rt-'  7«  oder 
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Wir  sehen  also:  der  Coeffizient,  A  des  3ten  Gliedes  ist  aus 
dem  Coeffizienten  ///  des  2ten  gebildet,  indem  man  diesen  mit 
m  —  1  d.  b.  mit  dem  Exponenten  von  a  in  diesem  Gliede  multipli- 
zirt  und  das  Produkt  durch  die  Rangzahl  2  dividirt.  So  ist  der 
Coeffizient  N  des  (r-r  2)ten  Gliedes  aus  dem  Coeffizienten  des  vor- 
angehenden gebildet ,  indem  man  diesen  mit  dem  Exponenten 
m—  r  von  a  in  diesem  Gliede  multiplizirt  und  das  Produkt  durch 
die  Rangzahl  r+1  dieses  Gliedes  dividirt  u  s.  f.  Das  ist  aber  das 
nämliche  Gesetz,  nach  welchem  bei  der  Binomialreihe  für  ganze 
positive  Exponenten  jeder  folgende  Coeffizient  aus  dem  vorange- 
henden abgeleitet  werden  kann.  Jenes  Bildungsgesetz  gilt  also 
nicht  nur  für  die  beiden  ersten,  sondern  auch  für  alle  folgenden 
Glieder. 

Nun  ist  aber  a+x=a{l  +  ~  |;  daher  \a+x)m  =  «m|l+  ~  j" 

und  wir  dürfen  daher  nur  1 1-|  )     bilden  ,    un^  daraus  durch 

Multiplikation  mit  om  auch  (a+x)1"  zu  bekommen.  Bezeichnen  wir  zur 

rjß 

Abkürzung  —  mit  z,  so  ist 
a 

(!+*-»=,+,„*+  2Ö^y+!SÖ^^^+  .... 

eine  Reihe,  die  aus  m+1  Gliedern  besteht,  so  oft  m  eine  positive 
ganze  Zahl  ist,  dagegen  sich  in's  Unendliche  erstreckt,  wenn  m  ge- 
brochen oder  negativ  ist.  In  diesem  Fall  darf  man  aber  die 
Reihe  rechts  nur  dann  der  erzeugenden  Funktion  gleichsetzen, 
wenn  sie  convergent  ausfällt.  Um  die  Bedingung  ihrer  Convergenz  zu 

erkennen,  bilden  wir         ;  es  ist 
Un 

m(m — l)(fti — 2) . . .  (mr—n+l)  „ 

Wn+1«:   j  0  ' q   %" 

1.2.3  .  .  .  n 

m(m — 1) . .  .  im — 

U*m      1.2.3...(„-1)     Z  : 

daher  -  =  — ^tl .  z.    Der  erste  Faktor   nähert    sich  bei 

unbegrenzt  wachsendem  n  der  Grenze  1  (dem  absoluten  Werthe 
nach ) ;  daher  bleibt  das  Produkt  nur  dann  entschieden  <  1 ,  wenn 

s<l.    Die  Reihe  ist  somit  nur  convergent,  wenn  s=  —  kleiner 

a  m 

als  1  oder  a>x  ausfällt  und  nur  unter  dieser  Bedingung  darf  (a+x)  für 
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ein  m,  das  nicht  positiv  und  ganz  ist,  der  unendlichen  Reihe 
gleichgesetzt  werden. 

Anmerkung.  Man  könnte  sich  der  binomischen  Reihe 
auch  zur  Bestimmung  von  Wurzeln  aus  gegebenen  Zahlen  bedie- 
nen.   80  ist 

(1+,>=1+,,+i±_i)  «, + ^-m 72 w  <  oder 

aW-l+ix-M  +  oder 

iiJL  A    ,  ,  ,      11,,  bis  ,    1.1.3.5  : 
(l-h*)-  =  H4*-^+—  


Ebenso  hätte  man:    (1-Ke)*  = 

/,,  ..a  ,  .j    12  . ,  12.5  ,    1.2.5.8  , 

Wollte  mau  nun  z.B.  ^29  bestimmen,  so  könnte  man  set- 
zen: 29=27+2=27(1+^)  ;claher^29=^27(l+^V)=3(l+2\)i; 
uud  somit 

•föö"  «h,1  2  12/  2  V  l-2-5/  2  f  1.2.5.8/  2  \4  1 
^29=4 1+y '  27  -  3T6(  27 )  +  3X9  ( 27  )  -  3Ä9T2(  27  )  H 
und  wenn  man  in  dieser  Reihe  bis  zu  dem  Gliede  fortschreiten 
würde,  welches  nicht  mehr  auf  die  Einheiten  der  6ten  Decimale 
influirt.  so  bekäme  man  durch  Zusammenziehung  dieser  Glieder 
und  Multiplikation   des  Resultates   mit  3  die  gesuchte  Wurzel  bis 

auf  — r  genau. 

300.  ZiKsamnicn  hang  zwischen  der  Exponen- 
tialfunktion f  ü  r  di  e  B  a  si  s  e  und  den  t  rigonomet  ri- 
schen  Funktionen  sin;*;  und  cos#.  In  No.  291  haben 
wir  die  Reihe  abgeleitet: 

CD  ^1^^+^^^,.  .. 

und  deren  Convenrenz  für  beliebige  endliche  X  nachgewiesen. 
W  enn  wir  nun  hier  den  Exponenten  x  durch  ix  ersetzen  und 
nachsehen,  was  aus  der  rechts  stehenden  Reihe  dann  wird,  so  ha- 
ben wir  aus  doppeltem  Grunde  kein  Recht,  die  dadurch  aus  (1) 
entstandene  Gleichung 


1 
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i2xl  i3.r3 
(2)  e-=l+u;+  x  2+— - 


1  ,\ 


\ 


1.2.3.4 

als  richtig  zuzulassen,  weil  einerseits  die  Exponential  grosse  fe**  ihre 
bisherige  Bedeutung  als  Poteaz  verliert  und  anderseits  ein  für 
reelle  Argumente  bewiesener  Satz  durchaus  nicht  ohne  weiteres  auf 
imaginäre  und  complexe  Variable  ausgedehnt  werden  darf.  Wir 
wollen  nun  aber  unter  eix,  das  als  Potenz  keine  Bedeutung  mehr 
hat,  nichts  anderes  verstehen,  als  das,  was  aus  der  Reihe  (1)  wird, 
wenn  man  dort  das  Argument  x  durch  ix  ersetzt,  so  dass  also  die 
Gleichung  (2)  als  eine  Definitionsgleichung  aufzufassen  ist. 
Bezeichnen  wir  dann  zur  grösseren  Allgemeinheit  die  Variable 
mit  z,  so  können  wir  schreiben 


(3)  e^l-f-s-f-  ^ 


~4 


"  1/2.3 


1.2.3.4 


und  diese  Gleichung  ist  dann  eine  bewiesene,  so  lange  z  reell 
bleibt,  wird  dagegen  eine  Definitionsgleichung,  sobald  s  imaginäre 
und  complexe  Zahlenwerthe  annimmt. 

Betrachten  wir  nun  die  Gleichung  (2)  und  berücksichtigen, 


r-  =  —i 

z 3  =  — i 
i«  =  +l 

i3  =  -W 

ix3 


2*  =  —  1 


i9  —  -f-/  u.s.  f.,  so  geht  dieselbe  über 


I 


1.2.3.4  '  1.2.3.4.5     1.2..6  1.2.3..7 

und  wenn  wir  nun  hier  die  reellen  Glieder  in  eine,  die  imagi- 
nären in  eine  zweite  Zeile  bringen,  so  kommt 

x2 


eix=l- 


1.2 


I- 


XA  X6 

X* 

1.2.3.1  1.2,3.. 

G"1  1.2.3...8 

X*  X* 

x" 

"  1.2.3"1"  IJ3.8.4.8 


4- 


1.2.3...7 

wo  nun   die  erste  Zeile  die  Reihe  für  cos.r,  der  Faktor  von  i  in 
der  zweiten  aber  die  für  sin#  ist,  so  dass 
(4)  e,x=cos#-Hsin# 
Ersetzen   wir  hier  x  durch  — x   und  berücksichtigen,  dass 
cos — x=  cosx  und  sin  —  #  = — sin#,  so  haben  wir: 

( 5 )  e~ix =  cos  x —  i  sin  x 
durch  deren  Addition  und  Subtraktion  sich  unmittelbar  ergibt: 

2 

eix~  e~ 


cos.r  = 


(6) 


2i 
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Aus  den  Gleichungen  (4)  und  (5)  folgt  ferner: 
ix  =  Log  (cos  x-\-i  sin  x) 
—  ix  =  Log  (cos  x — t  sin#) ;  somit 
2,*  =  Log  (cos^  +  .sin^^  /1+agy) 
'  cos  x  — i  sin  x  f         \  1 — l  tgx  I 

nnd  z=  JLLog/;-±^)(7). 

Nun  hatten  wir  in  No.  295,  Gleichung  (9): 

L<,eli~-|  ~  2LS+  3  +T+T+ '  ' '  J1 80mit 

=2[«S'+-*— ]  oder 

woraus 

und  wenn  wir  dieses  in  (7)  einsetzen,  so  kommt: 

*=tg,_  <^+<m  _     + . . .  (8), 

o  0  7 

welche  Reihe  die  Bogenzahl  aus  der  Tangente  berechnen  lehrt. 
Sie  ist  aber  nur  convergent,  so  lange  tg#  nicht  grösser  als  1 ; 
schon  für  tg#=l  convergirt  sie  so  langsam,  dass  sie  völlig  un- 

71 

brauchbar  wäre.  Für  t^j;— 1  ist  #=  -  und  man  hat  somit  die 
Reihe 

n     1       1       1       1       1  1 

TÄl-y+y--7+ir- ir+  •  •  ■ etc- (9)> 

welche  aber,  wie  gesagt,  wegen  ihrer  geringen  Convergenz  zur 
Berechnung  von  n  nicht  verwendbar  wäre. 

Um  für  die  Bestimmung  von  n   eine  rascher  eonvergironde 

TZ 

Reihe  abzuleiten,  kann  man  sich  die  Bogenzahl  —  in  eine  Summe 

zweier  andern  Bogenzahlen  a  und  ß  zerlegt  denken,  deren  eine 
a  so  gewählt  wird,  dass  tgcr=4>  dann  ist  die  andere  ß  dadurch 

7t  TT.  * 

bestimmt.    Da  nämlich  t<-\-ß  =  ^  und  tg  —  =  1,  so  hat  man 
tg(„+tf)=,  oder 

1—  tgatgß 
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oder  tga+tg/J  =  l  —  tgatg/V 

tg/¥(l  +  tga)  =  1  —  tga  und  somit 

g^    1+tga     1  +  4      4  3 

TT 

Es  ist  also  —  gleich  der  Summe  zweier  andern  Bogenzahlen 

a  und  fi,  deren  Tangenten  ^  und      sind.    Man   darf  daher  nur 
in  die  obige  Reihe  (8)  für  tga;  einmal  \,  ein  andermal    .'f  setzen 
und  die  beiden  Resultate  addiren.    Man  bekommt  so: 
_  1  _  1       l_      1_     _1_      1_      1       1_  1 
^  ]  a~  2       3   '  23_l~  5      2  -      7   '  2?"*"  9  '  P  '"' 


i        11.11  1 


W~  s  ~¥  '  P  +  T   J5_T  :  P  +  » 

woraus  durch  Addition  folgt: 

1       1        1/1       1  V      1/1       1  v      1/1       1  v 

1/1  1  V 

eine  Reihe,  die  ziemlich  rasch  convergirt. 

301.  Da»3  die  durch  die  Gleichung  (3;  definirte  Exponeu- 
tialgrösse  noch  alle  wesentlichen  Eigenschaften  der  Potenz  besitzt, 
lässt  sich  leicht  einsehen.  Denn  wenn  s,  =  ix  und  z.,  =  tyt  so 
hat  man 

ezi  =  eix-=  cosx-f- isinx* 
ez'2  =  ely=  cos  y+i  siny 
woraus  durch  Multiplikation  sich  ergibt 
eZl.ez*  oder  e,ix.        (cos  aH-?  sin  a;)(cosf/-ht  sin y) 

= cosa;  cos?/  —  sin  a-sin  ?/-h/fsina?cos  ?/+•  cosa?  sin  ?/J 
=-cos  (x-\-y)-\-i  sin  (x-t-y)  =  eiix+y)  —  ez*+z*. 
Es  ist  ferner  (eZl)H  =  (e,t:)"  =  (cosa? -f- 1 sin x)n 

=  cos  nx  -f- 1  sin  nx  =  einx = enz  > 
Wir  haben  also:    e.z* .  e2*  =  e*i+3a 
und  (gJi)»  =  en2» 

d.  h.  die  über  Multiplikation  und  Potenzirung  einer  Exponential- 
grosse  mit  reellem  Exponenten  bewiesenen  Sätze  gelten  auch  noch 
für  Exponentialgrössen  mit  imaginärem  Exponenten;  die  übrigen 
aber  gehen  unmittelbar  aus  dieser  hervor. 
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Siebenter  Abschnitt; 

II  ö  h  e  r      G  1  <k  i  C  Ii  q  n  g  e  n. 


SOS«  D  efinition.  Lässt  man  in  einer  Funktion  f(x)  die 
Variable  ./•  in  X-^h  übergehen,  entwickelt  und  ordnet  dann  das 
Resultat  nach  steigenden  Potenzen  des  Zuwachses  //,  so  nennt  man 
den  Coeffizienten  der  ersten  Potenz  von  //  die  Ableitung  oder 
die  Derivirte  der  gegebenen  Funktion  und  bezeichnet  sie  nach 
Lagrange  durch  f\x). 

Wenn  z.Bm  f(x)=x3-t-4x2 — 7#-f-12,  so  wäre 

f(x+h)=(x+hy+±(x  +  h)'1—7(xTh)  +  1* 
Nun  ist  (aH-//):J=    X* +a&*h+$xk2+k* 

4(x+Ä)2=    4x2  +  8xh+U2 
— 7(aH-*)«—  7x— 7  h 

 12=  12  

daher  /( x+h )^(x*+±xl—  7aH-l  2)+(3x2+8x—  7)h-r-(3x+±)h2+/ri 
Der  Cvoefßzient  3a;2  4-  8x — 7  des  zweiten  Gliedes  wäre  dem- 
nach die  Ableitung  oder  die  Derivirte  von  f(x).  Ableitung  von 
f(x)  kann  man  sie  füglich  nennen,  weil  sie,  wie  wir  gleich  sehen 
werden,  aus  f(x)  nach  einem  sehr  einfachen  Gesetz  gebildet  wer- 
den kann. 

Ist  l'{x)  wieder  eine  Funktion  von  so  könnte  man  auch 
hier  wieder  x  in  x+h  übergehen  lassen,  entwickeln  und  ordnen 
nach  steigenden  Potenzen  von  //,  dann  wäre  der  Coeflizient  von  // 
die  Derivirte  von  f'(x),  die  man  auch  die  zweite  Derivirte  der 
ursprünglichen  Funktion  /(./  nennt  und  durch  /2(x)  bezeichnet. 
So  könnte  man  fortfahren  und  bekäme  die  3te,  4te  Derivirte  von 
f{x)  u.  s.  f.  Wir  wollen  die  spätem  Ableitungen  von  f{x)  auch 
einfach  Derivirte  höherer  Ordnung  nennen. 

303.  Lehrsatz.  Die  erste  Ableitung  einer  ganzen  alge- 
braischen Funktion  irird  erhalten,  wenn  man  jedes  Glied  mit  dem 
darin  vorkommenden  Exponenten  von  x  multiylizirl  und  gleich- 
zeitig den  Exponenten  von  x  um  1  vermindert. 

Bei  f(x)  eine  ganze  algebraische  Funktion  vom  wteri 
Grade,  also 

l\x)=Axm+Axxm-i+A2xm--+  ....  Am-tx+Am 
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so  ist  /(x^h)=A(x^k)m^Al(x^h)m-l^A2{x^h)m'-2+   

Um  nun  die  erste  Ableitung  zu  erhalten,  brauchen  wir  nur 
diejenigen  Glieder  aufzusuchen,  welche  h  in  der  ersten  Potenz  ent- 
halten. Allein  nach  dein  binomischen  Satz  sind  die  zweiten  Glie- 
der von  U-f-/*)"1,  (^*)*7*  (*-W0m-2>  .  •  •  (.r+A)2,  {x+hY  der 
Reihe  nach  folgende: 

maf^%  (m—l)j:'n-H,  (m—2)xm~3hy  ....  2xh  und  h;  somit 
ist  die  Summe  aller  Glieder  von  /(.r-f-A),  die  h  enthalten, 

Hm40^ 1  #(m— l)AiaP—*+{m -2)A  iX^+uMn-wi-A^  ]h ; 

daher  r(x)  =  mAxm-]-{-(m—  l)i1a;TO-2+(/n-2)/l2^'-3-|-  .... 

au>  dessen  Verglcichung  mit  f(x)  das  behauptete  Bddungsgesetz 
unmittelbar  klar  wird. 

Zusatz,  Man  erkennt  hieraus  sofort,  dass  das  von  x  unab- 
hängige Glied  .4m  in  der  ersten  Ableitung  nicht  vorkommt.  Sei 

f(x)  ^xö—W+bxt+x2—  7x4-12,  so  ist 

l'(x)=hx*— >Ux*+lbx'1+2x— 7 

f2(x)  =  20x3— 72^--f-3< 

lA(x)=120x—lU 
f5(x)  =  120 

Wir  sehen  hier,  dass  wenn  die  ganze  algebraische  Funktion 
vom  5ten  Grade  ist,  ihre  5te  Derivirte  coustant,  die  (ite  und  alle 
folgenden  aber  =  0  sind:  Ebenso  würde  man  allgemein  Huden, 
dass  wenn  die  ganze  Funktion  vom  mten  Grade  ist,  ihre  mte  De- 
rivirte constant  und  die  spätem  sammtlich  =  0  sind. 

304.  Lehrsatz.  (Taylor'scher  Satz  für  ganze  algebraische 
Funktionen).  Wenn  in  einer  ganzen  algebraischen  Funktion  vom 
mten  Grade  die  Variable  x  in  x\-h  übergeht,  so  lässl  sich  f(x-{-h) 
in  eine  aus  m-r-l  Gliedern  bestehende,  nach  steigenden  Polenzen 
von  h  geordnete  Reihe  entwickeln,  deren  erstes  Glied  die  ursprüng- 
liche Funktion  ist,  nährend  der  Coc/fizient  irgend  eines  spatem, 
z.  B.  des  (r-\rl)ten  Gliedes,  gleich  ist  der  rten  Ableitimg  von  f(x), 
dividirt  durch  das  Produkt  aller  ganzen  Zahlen  von  1  bis  r.  Es 
ist  also 

!(x+h)=f(x)+l'(x)  .  h+        .  F -h  £M. .  fcä  +  . 
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oder,  wenn  wir  wieder  1.2.3...  r=rl  setzen: 

Sei  l(x)  =  Axm+Alxm-i+A2xm--+Azxm-*+. ..^m-^2+^rn-i#-Mm  i 
dann  ist 

.4,,,  _  2  (*:-h/l)2-Mm-!  UM-A)-M  m 
Wenn  wir  nun  die  Potenzen  von  x+h  entwickeln,  dann  nach 
steigenden  Potenzen  von  //  ordnen  und  die  Coefftzienten  dergleichen 
Potenzen  von  A  in  dieselbe  vertikale  Columue  setzen,  so  erhalten  wir : 


m— 1 


mAxm-]  A-P      ~r  yAem 


(m— l)(m  2) 


1  ,i  /^-//)"'-,2= J.2x  -Hm— 2)^^-3 


1  .2 


(m-2X„,-3)  —4 


h2-\-...mAx 
+.... 


AUi-l(r+h)=Am-\x  +  ^Lm~j' 

Da  nun  f{x  +  h)  gleich  ist  der  Summe  aller  Glieder  links 
vom  ( Jloichheitszeichen.  so  wird  sie  auch  gleich  sein  der  Summe 
der  (ro-Pl)  Vertikalreihen  rechts.  Die  erste  Vertikalreihe 
Axm-\-Axxm-'+  .  .  .  Am-tX  +  Am  ist  nichts  Anderes  als  die  ge- 
gebene Funktion  f(x).  Der  Coeffizient  von  A  in  der  2ten  Verti- 
kalreihe ist  schon  nach  Definition  =  ^e  3te  Vertikal - 
reihe  enthalt  als  Coeffizient  von  h1  : 

^Sp9ÄtXn,-*+ ....  +Am_, 

Bringen  wir  nun  all»*  ( Hirder  auf  den  Nennerl  .2,  so  lieissi 
dieser  Coeffizient: 

m  ( m  --  1  )Axm-~  +  (w— 1  )(ro— 2  U,  a^-84-  -f-2.1  4w-.o 

1.2 

dessen  Zahler  offenbar  die  Derivirte  von  f(x),   also  =  j\x)  ist, 

A2 

so  dass  die  3te  Columne  —  pix).—^    So  finden  wir  die  4te  Co- 


lumne  =  P(x) .  —"3  u-  s-  *• 
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Die  vorletzte  Coluinne  ist  =  (mAx+At)hm~l.  Multiplizi- 
ren  wir  hier  Zahler  und  Nenner  des  Coeffizienten  mÄX+Äi  mit 
(w  —  l)(m — 2)  ....3.2,  so  bekommen  wir: 

(mAx+Ax)tip-i  = 
m(w— l)(;n— 2)...3:2Ax-\-(m-l)(m— 2)^3X1^  • 

1.2.3  (üi—lj  *"  ' 

dessen  Zähler  gerade  =  fm~l(x).  Das  letzte  Glied  Ahm  endlich 
läs>t  sich  darstellen  als 

m(ro— 1  )(ro— 2)...3.2.1.4 


1  2.3  m 


hm,  wo  der  Zähler  des  Coeffi- 


zienten =  ^(x),  das  letzte  Glied  selber  aber  =  tm(x)   —  • 

ml 

Sei  z.H.  f(x)  =  2x*+x*— ix2+bx— 7,  so  wäre 
f{x+h)=    2(^/04+M/-4(^f-+5(^Ä)~7.  Nun  ist 
2(#-fA)4.=  2^«+8a;3A-M2a:2/i,J+8.TÄ3-}-2/i4 
(0?+A)3  =  tf34-3#2/H-3a/*2-t-Aa 
—  4(rr-f-Ä)2==— 4a;2— 8^A— 4/,2 

-7=  —7 


fS» + h) = ( 2b 4  -He3—  4.x24-5^—7  j  +  ( &z3H-3.r2— 8x  +  b)h~ 

+  (12x2+3x-4)h2-{-(8z+l)h*+2k<  (2) 
Allein  wenn  /(#)=2#4-Hz3— 4#2-f  5#— 7,  so  ist 
p  (x^Sx^+Zx2--  8x+b 
f\x)=24x2+6x—8 
/^#)=48#-Hj 
f*(x)=48 

Nun  ist  das  erste  Glied  von  (2)  unmittelbar  ==  f\x)\  der 
Coeffizient  des  zweiten  Gliedes  =  f(x). 

Der  Coeffizient  von  A2=  12x2+3x— 4=  ?4a?2  +  .fo— 8  =  Cgjl 

1.2  1.2 

*      -  ~  1.2.3.4~  1.2.3.4  » 

somit  wirklich  : 

f(x+h)=j\x)+p(z) .  A+  +  £gj  Ä?  +  ^  .A«. 

305.  Lehrsatz.  In  jeder  nach  fallenden  oder  steigenden 
Potenzen  geordneten  ganzen  und  reellen  Funktion  kann  man  der 
Variabeln  x  stets  solche   Werthe  beilegen,   dass  das  erste  Glied 
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dem  absoluten  Werthe  nach  die  Summe  aller  folgenden  überragt, 
die  ganze  Funktion  also  das   Vorzeichen  des  ersten  Gliedes  an- 
nimmt.   Diese  Werthe  von  x  sind  zu  Stichen  unter  den  Zahlen 
>1,  wenn  die  Funktion  nach  fallenden,  unter  den  Zahlen  <1,. 
wenn  sie  nach  steigenden  Potenzen  von  x  geordnet  ist. 

Wir  betrachten  zunächst  eine  nach  fallenden  Potenzen  von 
X  geordnete  Funktion,  z.B. 

fcx)=Axm+Aixm-{-r-A2xm-'1+ ....  Am-\x+Am. 

Damit  diese  Funktion  das  Vorzeichen  des  ersten  Gliedes  an- 
nehme, ist  erforderlich,  für  x  einen  solchen  Werth  zu  setzen,  dass 

Axm>Ai  xm-]+A2xm-*+  A3xm~*+  Am-ix+Am 

oder     0-  ~* ....  3^*+ J*- 

Sei  C  der  absolute  Werth  des  grössten  dieser  Coeffizienten, 
so  wird  der  Zweck  offenbar  auch  erreicht,  wenn  man  x  so  wählt, 
dass 

xm  >  C(xin-'i+xm--+a?n-s+ .... x-+x+\) 

oder  l>cl—+X+X+...^z  *+ZZr\ 

\  X     X'     xi  xm~x     xm ! 

Für  x  >  1  ist  die  Reihe  in  der  Klammer  eine  aus  m  Glie- 
dern bestehende  abnehmende  geometrische  Progression,  deren  Summe 
natürlich  kleiner  sein  wird,  als  die  Summe  der  ins  Unendliche  fort- 
gehenden geometrischen  Progression  -r-  +  -5  +  •  •  •  in  utf.   Ks  wird 

X  X 

daher  der  Zweck,  das  erste  Glied  grösser  zu  machen,  als  die 
Summe  aller  folgenden  Glieder,  sicher  erreicht,  sobald  man  nur 
dafür  sorgt,  dass 

x  1 

welche  Progression  zur  Summe   —  ==  hat.  Daher  braucht 

A  X  A 

X 


1  =   oder 

x  —  1 

x — oder  x=C+l  zu  sein  d.h.  für  jeden  Werth 
von  x,  der  gleich  oder  grösser  ist  als  der  um  1  vermehrte  abso- 
lute Werth  des  grössten  Coeflizieuten  (nach  Division  des  Poly- 
noms durch  den  Coeffizienten  des  ersten  Gliedes)   wird  f{x)  das 
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Vorzeichen  des  ersten  Gliedes  annehmen;  es  wird  somit  fix)  stets 
positiv  bleiben,  sobald  man  x  von  C-\-l  an  bis  -J-oo  variiren  lässt. 

Betrachten  wir  nun  2tens  eine  nach  steigenden  Potenzen  von 
x  geordnete  Funktion,  so  ist  der  Satz  leicht  nachweisbar,  wenn 
die  Funktion  kein  von  x  unabhängiges  Glied  enthält.    Sei  z.  B. 

y=f(x)=Alx-hA.1xn-+AsX*+  . . .  A„,xm,  so  ist  klar,  dass 
y^k(x  +  x1  +  xz+  ...xm),  wenn  A-  den  absoluten  Werth 
des  grössten  dieser  Coeffizienten  bedeutet;  daher  jedenfalls 

y  <  k(x+Xt+X*+  ...  in  infinitum), 
wo  die  Reihe  in  der  Klammer  für  jedes  x<l  wieder  eine  abneh- 
mende, in's  Unendliche   fortgehende  Progression  vorstellt,  deren 

Summe  =  =  X    ;  daher  wird  u  — °L . 

l—q     l—x1  y  \—x 

Verlangt  man  nun,  dass  y  <o>  werde,  so  darf  man  nur  x  so 

Jcx 

wählen,  dass  «  TSm  werde  oder 

1 — X  ~ 

kx~w — wx  oder 
(k+ü))x  —  io  oder  x  —  ,  —  . 

Man  darf  also  nur  x  gleich  oder  kleiner  als        setzen,  um 

k+co 

sicher  zu  sein,  dass  f[x)  selbst  kleiner  als  10  wird,  wie  klein  auch 
U)  sein  mag. 

Hieraus  folgt  aber  unmittelbar,  dass  man  auch  bei  einer  be- 
liebigen, nach  steigenden  Potenzen  von  x  geordneten  Funktion  die 
Variable  x  stets  so  wählen  kann  ,  dass  die  Funktion  das  Vorzei- 
chen des  ersten  Gliedes  annimmt;  denn  wenn 

fix)^Ä+AiX^42^+4z(ci+ . . .  A:ilxm, 

so  kann  der  von  x  abhängige  Theil  AiX+A2X^+  .  . .  Amxm  nach 
dem  eben  Bewiesenen  kleiner  gemacht  werden,  als  jede  noch  so 
kleine  Zahl  td,  also  auch  kleiner  als  A.  Wie  aber  das  der  Fall 
ist,  so  bekommt  f\x)  das  Zeichen  von  A. 

Wir  ziehen  aus  diesem  Satze  folgende  Consequenzen: 
1.    Jede  ganze  algebraische  Funktion  ist  eine 
stetige  Funktion  vonx    Die  Aenderung,   welche /"(a;)  erlei- 
leidet,  wenn  x   in  x+h  übergeht,  ist  nämlich  nichts  anderes  als 
die  Differenz  f(x  +  h  ) — fix). 

Allein  nach  dem  Taylor'schen  Satz  ist 

27* 
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Nun  kann  aber  der  Werth  der  Reihe  rechts,  da  sie  kein 
von  h  unabhängiges  Glied  enthält,  unter  jede  noch  so  kleine  end- 
liche Zahl  herabgedrückt  werden  dadurch,  dass  man  h  klein  ge- 
nug wählt;  es  entspricht  somit  einer  unendlich  kleinen  Aendorung 
h  der  Variabein  auch  eine  unendlich  kleine  Aenderung  der  Ku  ik 
tion  d.h.  f[x)  ist  eine  stetige  Funktion. 

2.  Eine  Funktion  nimmt  mit  positiv  wachsen- 
dem x  zu  oder  ab,  je  nachdem  ihre  Derivirte  positiv 
oder  negativ  ist. 

Nach  unserm  Lehrsatz  kann  man  h  stets  klein  genug  wäh- 
len, dass  die  Differenz  f(X+h)—f(x)  in  Gleichung  (1)  das  Vorzei 
chen  ihres  ersten  Gliedes  f(x).h  annimmt.  Gibt  man  aber  dem 
X*  positiv  wachsende  Werth  e  d.h.  wählt  man  h  positiv,  so  wird 
das  Produkt  f(x)h  und  damit  auch  die  Differenz  f(x-\-h)—f{x)  po- 
sitiv oder  negativ,  je  nachdem  f(x)  positiv  oder  negativ  ist. 
Wenn  aber  f{x+h)—f(x)  positiv,  so  ist  /1>+A)  grosser  als  der 
vorangehende  Werth  f(x)  d.h.  f(x)  wächst  mit  positiv  wachsendem 
X\  ist  dagegen  f(x-\-h)—f(x)  negativ,  so  fallt  der  Werth  fa+h) 
kleiner  aus  als  der  vorangehende  oder  die  Funktion  nimmt  ab  mit 
positiv  wachsendem  x.  Man  kann  somit  aus  dem  Vorzeichen  der 
Derivirten  erkennen,  ob  eine  Funktion   mit  positiv  wachsendem  x 

zu-  oder  abnimmt. 

306.  Definition.  Ks  folgt  aus  dem  Vorangehenden,  dass 
fx)  eine  mit  x  stetig  variirende  Grösse  ist  und  es  lässt  sich  da- 
rum auch  vermuthen,  dass  im  Allgemeinen  Werthe  von  x  existiren 
werden,  für  welche  /i.r)=0  wird;  namentlich  leuchtet  das  ein  für 
den  Fall,  dass  f\x)  von  ungeradem  Grade  ist;  denn  aus  Nro.  305 
folgt,  dass  wenn  man  in  einer  solchen  ganzen  algebraischen  Funk- 
tion die  Variable  x  von  —  ^  biß  +QQ  stetig  variiren  lässt,  auch 
f(x)  stetig  von  — ?c  bis  sich  ändern   inuss,  dass  sie  also 

bei  diesem  stetigen  Uebergang  von  negativen  Werthen  zu  positi- 
ven nothwendig  ein  oder  mehrere  Male  durch  Null  hindurchge- 
hen muss.  Man  nennt  nun  diejenigen  Werthe  der  Variabel])  X% 
welche  f{x)  =  0  machen,  die  Wurzeln  der  Gleichung  f(u)  =  0. 
Wir  nehmen  hier  ohne  Beweis  an,  dass,  wie  die  ganze  Funktion 
f(x)  übrigens  auch  beschaffen  sein  möge,  stets  ein  Werth  von  x 
von  der  Form  aJcßi  öxißüre,  für  welchen  f(x)=0  werde  d.h. 
dass  jede  algebraische    Gleichung  wenigstens  oino 

Wurzel  habe. 

807.  Lehrsatz,  Wenn  man  eine  ganze  algebraische 
Funktion  f{x)  vom  mlen  Grade  durch  ein  Binom  x  —  a  des  er- 
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ten  Grades  dimdirt,  so  ist  der  Re*t  stet»  =  f(a)  d.h.  gleich  dem 
Werth  von  f\x)  für  x  =  a. 

Denn  da  der  Divisor  x — a  vom  ersten  Grade,  so  kann  man 
die  Division  stets  fortsetzen,  bis  man  einen  von  X  unabhängigen 
Rest  erhält.  Bezeichnen  wir  diesen  mit  R,  mit  Q  aber  den  Quo- 
tienten aus  f(x)  durch  x — a,  so  ist  der  Dividend  immer  gleich  dem 
Produkt  aus  dem  Divisor  in  den  Quotienten  mehr  dem  Rest. 
Man  hat  daher  die  identische  Gleichung: 
f(x)={v-a)Q  +  R. 

Diese  Gleichung  gilt  fiir  jeden  Werth  von  X\  also  auch  für 

x  =  a  \  man  hat  daher 

fU)  =  {a-a)Q  f  R  oder  f(a)  =  R. 
Der  Divisionsrest  ist  also  in  der  That  gleich  dem  Werth, 

welchen  fix)  annimmt  für  x=a. 

Beispiel.  Sei  f(x)  =  2x>  —  6#*-Hz3-f-3#2— 10^+ 12  zu 
dividiren  durch  x — 1,  so  wird  behauptet,  der  Rest  sei  =/(l)  = 
2— 6+14  3— 10+12  =  18— 16  =  2.  Führt  man  die  Division  wirk- 
lich aus,  so  hat  man 

^>x5—6x*+Xz  +  3x-— 10*+12)  :  (x—  1) 

2xs—2x*   2x*  —  ixz—  3^—10 

— 4x<+x*+3x2-  10a;+12 

— 4q;H-4a;3  

— W+Sx1—  I0a,4-12 

—Z^+Sx2  

— 1024-12 
— 10art-10 
2  ~  ; 

also  wirklich  der  Rest  =  2=/(l), 

Dividiren  wir  das  gleiche  Polynom  durch  x+1^  ßo  sollte  der 
Rest  =  f\  —  1)  sein,  da  hier  <z  =  —  1 ; 

allein  /(— 1)  =  2(—  1  )*-  Ü(— l)4  4-(-l):M-3(— 1)2— 10(— 1  )4-12 

—  _2— 6— 14-34-104-12=— 94-25=16 
was  man    bei  wirklicher  Ausführung   der  Division  auch  bestätigt 
lindet. 

Zusatz  1.  Wenn  (/  eine  Wurzel  ist  der  Glei- 
chung f(x)—0j  so  musß  f{x)  theilbar  sein  durch  x*—*a. 
In  der  That!  Wenn  a  eine  Wurzel  ist  der  Gleicliung  f(x)~0,  so 
ist  f\a)=0  d.  h.  der  Rest  der  Division  von  fix)  durch  x — a  ist 
=0;  also  f(x)  theilbar  durch  x  -a. 

Zusatz  2.  Umgekehrt  wenn  f[x)  theilbar  ist 
durch  x — a,  somuss  r  eine  Wurzel  sein  der  Glei- 
chung f{x)t=0.    Denn  wenn  f(x)  theilbar  durch  x—  u,  so  muss 
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gleich  einem  ganzen  Quotienten  sein.  Bezeichnen  wir  diesen 


X —  a 

mit  Q,  so  hat  man  unmittelbar  nach  Voraussetzung  die  Gleichung 
fix) 

=  Q  oder  f(x)=(x-a)Q. 

Da  diese  eine  identische  ist,  so  gilt  sie  für  jeden  Werth  von 
X,  also  auch  für  gas  a\  man  hat  daher:  f(a)  =  (fl—a)Q—0 
d.  h.  a  ist  eine  Zahl,  welche,  an  die  Stelle  von  x  gesetzt,  f(x)  zii 
Null  macht,  also  eine  Wurzel  der  Gleichung  f(x)=0. 

308.  (Bildungsgesetz  des  Quotienten  aus  fix)  durchs— a.) 

Lehrsatz:  Wenn  man  eine  ganze  algebraische  Funk- 
tion f[x)  vom  mten  Grade  durch  ein  Binom  x — a  ersten  Grades 
dividirt,  so  erhält  man  als  Quotient  ein  Polynom  vom  (m-l)ten 
Grade,  bei  welchem  der  Coefßzient  des  ersten  Gliedes  mit  dem 
entsprechenden  in  f(x)  übereinstimmt,  während  der  Coefßzient  je- 
des folgenden  Gliedes  aus  dem  des  unmittelbar  vorangehenden  er- 
halten wird,  wenn  man  diesen  mit  a  multiplizirt  und  zum  Pro- 
dukt noch  den  Coefßzienten  des  nächsten  Gliedes  von  f{x)  addirt. 

Sei  pl^AiF^ 
so  ändern  wir  den  Werth  dieses  Polynoms  nicht,  wenn  wir  noch 
folgende  Glieder  addiren: 

—Aam—At a'n  l—A2 a"'-'2— Az am"3— ...  -  Am- , a 

+Aam+At  am~  '  -t-A2 a'»-*+AA o*~«  +- .  .  .+Am- ,  a, 
deren  Summe  gleich  Null  ist.    Wenn  wir  dann  die  Glieder  der 
ersten  Zeile  mit  den  entsprechenden  des  gegebenen  Polynoms  zu- 
sammenziehen, so  kommt 

f(x)=A(xm—am)+At  (%m~ 1  —am~  ■ ) 

+^2(^-a"- 2)+. . .  .Am_2  ^-a^Am^  (x-a 

+Aa>»+Aiam-  X+A,am~2\-...  Am_2a*+Am   i  a+Am 

Hier  erkennt  man  sofort,  dass  der  in  der  ersten  Zeile  ste- 
hende Theil  von  f(x)  durch  x — a  theilbar  ist  und  dass  die  Divi- 
sion von  f(x)  durch  x — a  gerade  die  zweite  Reihe,  die  nichts  an- 
deres als  f(a)  ist,  zum  Rest  liefert.    Der  Quotient  aber  ist  gleich 

4  x-a  tM       x-a        Mf  ^  :     If — 


\  x—a  I 


Führen  wir  diese  Division  aus,  so  erhalten  wir 
fix) 
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+A,(xm-*  +axm-*+a!xm-<  +...am-3  x  +nffl-2) 
+A,(xm~3  +axm-'+a2x"'  :'  +...a"'-i x+am~  3 ) 
+A](x"'~t  W~5  +...am-* x+a^'* ) 

+  .•  

+Äm-i  (x-  i-ax-i-a2) 

4-  M.. 

x — a 

oder  nach  Zusammenziehung  der  gleichartigen  Glieder: 
M  =  Axm~x  +Ua+Ax )xm   2  +(Aa'l-{-Ala+A2)xl  3 

MAa3+Ala1+A,a+At)xm-^Aa*+Ala3+A1ai+Asa+AA)xm-!> 
+  ...(Aam-2  +A,a"-3+A,a"'   4  +...  Am-Za +  Am^)x 

+Aa'"-1  +4,«'"   2  +A,a'"~3  +...+Am_  2a  +A,n_  , 

# — a 

worin  das  behauptete  Bildungsgesetz  ausgesprochen  liegt. 

Anmerkung.    Die  Vergleichung  des  letzten  Gliedes  von 

mitdemRest/ra)=^am-f-^,am~l  +A  tam~2  +A3am~3+... 

x — a 

Am_.2a2  +Alh_^a-\-Am  zeigt,  dass  f[a)  nach  dem  gleichen 
Gesetz  aus  dem  letzten  Gliede  des  Quotienten  abgeleitet  werden 
kann. 

309«  Wir  werden  von  diesem  sehr  einfachen  Bildungsge- 
setz später  häufig  Gebrauch  machen  und  wollen  daher  hier  an 
einigen  Beispielen  die  Rechnung  durchführen.  Dabei  ist  zu  be- 
merken, dass  wenn  das  gegebene  Polynom  unvollständig,  die  feh- 
lenden Glieder,  mit  dem  Coeffizienten  Null  versehen,  eingeführt 
werden  müssen.  Wir  schreiben  in  eine  erste  Zeile  die  Coeffizien- 
ten von  f{x)\  darunter  die  Produkte  aus  dem  Faktor  a  in  den 
ersten,  2ten,  3ten  Coeffizienten  des  Quotienten  u.  s.  f.,  endlich  in 
eine  neue  durch  einen  Strich  von  jener  getrennte  Zeile  die  Coef- 
fizienten des  Quotienten  und  den  Rest. 

1.  Beispiel:  2xb  —  :U,4+5.r3— #-h648  soll  dividirt  werden 
durch  2. 

Darstellung:  2      0  —3         5         0      —1  +648 
2|  4     8       10       30        60  4-H8 

~2     4~   5    +T5    +30      +59     +766  ~ 


Der  Quotient  heisst  daher: 

ix 5  -\-4x 4  +5/;3+l  5#2+30#+59 
und  der  Kest  /(2)  =+766. 

In  der  That  zeigt  die  Ausführung  der  Division  auf  dem  ge- 
wöhnlichen Wege  den  hier  gefundenen  Quotienten  und  den 
Rest  766. 

2.  Beispiel.  f(x)=z3x5+2x*  —  4x2+5x2  —  lO.r  +  21  soll 
durch  x — 5  dividirt,  Quotient  und  Rest  bestimmt  werden! 

3  +  2—4     +5      —10  +21 

a_=  K    15     85  +405  +2050  4-10200 

a  3+17  +81  +410* +2040  +10221 

Somit  =3#4+17#3+81#2+410a;+2040 
X — 5 

und  der  Rest  ist         =  /(5)  =  10221. 

3.  Beispiel:  f{x)  ~  3x3+2xA — 4#3+5#2— 10#+21  soll 
dividirt  werden  durch  #+5.  Hier  ist  der  Faktor  a«=— 5  ;  denn 
x+b=x — (—5). 

3    +2    —4     +5      —10  +21 
rz  =  —  5)  —15   +65  —305  +1500—7450 

ü       °        3  —13   +61  —  300  +1490—7429 

Somit         =  3#4— 13#3+61a;2— 300#+1490 
und  Rest    = — 7429. 

4.  Beispiel.  /{a;)=#5— 4#3+6#2— 5#+100  soll  durch 
X — 0,2  dividirt  werden. 

10—4      +6        —5  +100 
a=02,         0,2      0,04  —0,792  +1,0416  —0,79168 
— 1  1  +0,2  —3,96  +5,208  —3,9584  +99,20832 
fix) 

Oafcer  x_^2  =  #4+0,2a;3— 3,96a?2+5,208a;— 3,9584  und  Rest 

=  /{0,2)  =  99,20832. 

5.  Beispiel:  f(x)  =  2z*  —  3x2  +  7#  +  10  zu  dividireu 
durch  1,2. 

2     0—3      +7  +10 
-  2|        2,4      2,88  —0,144  +  8,2272 
a    Jü  2  +2,4  —0,12  +6,856  +18,2272 

f(x) 

Somit  ~^Y-=2a;3+2,4x2— 0,12^+6,856 
x —  i  ,  ä 

Rest  =  +18,2272. 

In  allen  diesen  Fällen  kann  man  sich  leicht  durch  Ausfüh- 
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rang  der  Division  auf  dem  gewöhnlichen  Wege  von  der  Richtig- 
keit der  Resultate  überzeugen. 

310.  Lehrsatz.  Jede  ganze  alyebraisc/ie  Funktion  vom 
mten  Grade  lässt  sich  in  m  binomische  Faktoren  des  ersten  Gra- 
des zerlegen. 

1.  Fall:  Sei  f(x)=xm+Pxxm- i+P.1xm~'l-\-...Pm_xx+Pm 
d.  h.  ein  Polynom,  welches  die  Einheit  zum  Coeftizienten  des  er- 
sten Gliedes  hat. 

Setzen  wir  f(x)=Q,  so  liisst  diese  Gleichung  jedenfalls  eine 
Wurzel  zu  (Nro.  306)  und  wenn  at  diese  Wurzel,  so  ist  nach  Nro. 
307,  Zusatz  1,  f(x)  theilbar  durch  % — ff,  und  liefert  einen  Quotienten 
von  einem  um  1  niedrigem  Grade,  den  wir  nach  Nro.  308  au. 
f(x)  abzuleiten  wissen.  Bezeichnen  wir  diesen  Quotienten  mit 
fi(x),  so  haben  wir 

f(x)^x— 0,y,(aO. 
Dieser  Quotient  ft(x)  muss  ebenfalls  einen  Faktor  ersten 
Grades  zulassen;  denn  wenn  wir  ft(x)  =  0  setzen,  so  hat  diese 
Gleichung  wieder  eine  Wurzel  a2,  und  es  muss  daher  f(.c)  theil- 
bar sein  durch  x — a2.  Bezeichnen  wir  mit  f2(x)  diesen  Quotien- 
ten, der  vom  Grade  m — 2  und  von  derselben  Form  sein  wird,  wie 
f(x)  und  f{(x),  so  muss 

/iO)=0— «2)A(#)- 
Aus  demselben  Grunde  hat  f2(x)  wieder  einen  Faktor  er- 
sten Grades  von  der  Form  x — a3,  wo  a3  Wurzel  der  Gleichung 
f3(x)=0  sein  wird  u.  s.  f.    Wir  bekommen  daher  successive  fol- 
gende Gleichungen  : 

f(x)=(x— a,)/i(a?) 
ft(x)=(x—  a2)f2(x) 
f2(x)={x—a3)f\(x) 


/;„_2(#)=(*— )fm_mt  \x) 

woran*  durch  Multiplikation  und  Weglassung  der  gleichen  Fakto- 
ren auf  beiden  Seiten  folgt: 

t\x)=(x—  ax)(x— a.,)(x—  a3). . .  (x— flm- ,  )(x — am) 
2.  Fall:  Sei  f(x)==  Axln+Ä{xm- x +A2xm-* -\-..Am~iX-\-Am 

so  ist  mz\xf(x)=A\xm+^±3(?*-  +42^m"2+..- 4^^+4-1 
u      A  A  A         A  -» 
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Allein  das  Polynom  in  der  eckigen    Klammer  hat  die  Ein- 
heit zum  Coeffizienten  des  ersten  Gliedes,  ist  also  in  m  binomi- 
sche  Faktoren  ersten  Grades  zerlegbar;  daher  auf  f(x)  gleich  dem 
Produkt  jener  m  binomischen  Faktoren,  multiplizirt  mit  A\  also 
f{i)=A{x—  ai){x— a2)(x— ö3)  ....  {x— am). 

311.  Lehrsatz.    Eine  Gleichung  mten  Grades  hat  immer 
m  Wurzeln. 

Sei  f[x)=Axm+Alxm-]+A2xm-*+  .  .  . 

Äm_2x*-{-Am_{x+Am  =  0  (1) 
unsere  Gleichung,  so  lässt  sich  nach  dem  Vorigen  f(x)  zerlegen  in 
A{x — fl|)(# — a2)(x — a3)...  (x — am)  und  daher  kann  man  die 
Gleichung  ersetzen  durch 

(2)  A(x — ax){x— a2){x— a3) . .  .  (x~ am_}){x — om)=0 
Ein  Produkt  von  mehreren  Faktoren  kann  nur  =  0  wer- 
den, wenn  einer  seiner  Faktoren  =  0.  Der  erste  Faktor  ist  nun 
weder  an  sich  gleich  Null,  noch  kann  er,  weil  von  x  unabhängig, 
durch  irgend  einen  speziellen  Werth  von  x  zu  Null  werden.  Da- 
gegen wird  jeder  der  m  übrigen  Faktoren  für  einen  speziellen 
Werth  von#  zu  Null  ;  so  z.  B.  x — a,  für  #=cr,,  x — a.,  für  x=a2 
u.  s.  f.,  endlich  x — am  für  x=nm.  Es  gibt  somit  m  Werthe  von 
x,  für  welche  die  ganze  Funktion  mten  Grades  =  0  wird  d.h. 
die  Gleichung  f(x)=Q  lässt  m  Wurzeln  zu. 

312,  Man  erkennt  nun  leicht: 

1.  dass  eine  Gleichung  mten  Grades  nicht  mehr  als 
m  Wurzeln  haben  kann,  wenn  sie  nicht  identisch 
sein  soll.  Denn  setzt  man  in  Gleichung  (2)  an  die  Stelle 
von  x  irgend  eine  Zahl  Ä',  verschieden  von  a,,  r/2,  a3  ... 
bis  am,  so  ist  klar,  dass  keiner  der  m  binomischen  Faktoren 
—  0  und  daher  das  Produkt  selbst  ebenfalls  nicht  —  0  wird, 
dass  somit  die  Gleichung  nicht  mehr  als  m  Wurzeln  zulässt. 
Daraus  folgt  auch,  dass  fix)  sich  nur  auf  eine  einzige  Art 
in  Faktoren  des  ersten  Grades  zerlegen  lässt. 

2.  dass  dagegen  diese  m  Wurzeln  keineswegs  alle 
verschieden  zu  sein  brauchen.  Wären  z.B.  die  4 
ersten  Wurzeln  a,,  at.  0.,  und  a4  einander  gleich,  wäre  also 
fl4  =cr;t  =  cfj  ,  so  würde  das  Produkt  der  ihnen  entspre- 
chenden binomischen  Faktoren  =  (x — ax  )4  und  man  würde 
a,  dann  eine  v i  e r  f  a  c  h  e  oder  eine  4  mal  wiederholte 
Wurzel  von  f(x)=Q  heissen. 
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313.  Aus  Nro.  311  folgt,  dass  man  den  Lehrsatz  von 
Nro.  310  auch  in  folgender  Weise  bestimmter  aussprechen  könnte: 

Jede  ganze  algebraische  Funktion  vom  mten 
Grade  ist  zerlegbar  in  m  Faktoren  des  ersten  Gra- 
des, deren  erste  Glieder  =  x,  deren  zweite  Glieder 
aber  die  mit  umgekehrtem  Zeichen  geno  m  menen  Wur- 
zeln der  Gleichung  f(x)  =  Q  sind.  Daraus  geht  hervor, 
dass  man  stets  Gleichungen  mit  gegebenen  Wurzeln  bilden  kann« 
indem  man  diese  Wurzeln  von  x  subtrahirt  und  das  Produkt  der 
so  erhaltenen  Differenzen  =  0  sHzt.  Sollen  z.  B.  1,  2,  3  und  4 
die  Wurzeln  sein,  so  heisst  die  Gleichung: 

(x—  l){x—  2)(x— 3)(a;— 4)=0  oder 
x*— 10xz+:ibx2— 50#-f24=0. 

Wären  dagegen  —  1,  —  2,  — 3  und  — 4  die  Wurzeln,  so 
wären  x-\-l>  x+3  und  #-f-4  die  ihnen  entsprechenden  bino- 

mischen Faktoren;  somit  die  Gleichung: 

(x+i  )(&4-2)(#+3)(a;-H)=<> 
oder  x*+10x*+3bx2-r-»Ux+2±=O. 

314.  Lehrsatz.  ///  jeder  algebraischen  Gleichung  von 
der  Form 

rtm+Plo;m--,4-P2a;w,-2+P3^m--s+....Pm-i  x+Pm  =  0 
ist  der  Coeffizient  des  zweiten  Gliedes  gleich  der  Summe  der  mit 
umgekehrtem  Zeichen  genommenen  Wurzeln,  der  des  drittelt  Glie- 
des gleich  der  Summe  ihrer  Combinationen  zur  zweiten  Klasse, 
überhaupt  der  Coeffizient  irgend  eitles  Gliedes  gleich  der  Summe 
der  Combinationen  der  mit  umgekehrten  Zeichen  genommenen 
Wurzeln  zur  sovielten  Klasse,  als  ihm  Glieder  vorausgehen:  (all- 
fällig fehlende  Glieder  mit  dem  Coeffizienten  Null  hergestellt  ge- 
dacht). 

Denn  wenn  a2>  a 3  .  .  bis  am  die  Wurzeln  bedeuten, 
so  ist  nach  Nro.  313 

(x — at)(x — a2)(# — a3)  .  .  .  (x—am). 
Allein  nach  Nro.  *243  ist  das  Produkt  rechter  Hand  ein  aus 
m-hl  Gliedern  bestehendes,  nach  fallenden  Potenzen  von  x  geord- 
netes Polynom,  in  welchem  der  Coeffizient  irgend  eines  Gliedes 
gleich  ist  der  Summe  der  Combinationen  der  2ten  Glieder  zur  so- 
vielten Klasse,  als  ihm  Glieder  vorangehen;  also 

OO*— a2)...(a?-~«m)=.Tm4-S1.'rm--|-r-S2a;n,-2-T-  Sm-%X*Sm 
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wo  af)+(— fl3)+...(_  am) 

S3  =(~fl|).  (~«2).  (— <0+(— <!,).(— fl2)  .  (-ö4)+. 

^»=(— öo)  ....  (— <iWI)=(—  l)wl.flla2a3 . . ..  am 
Somit  haben  wir  die  identische  Gleichung: 

welche  erfordert,  dass  />,=£,,  />2=S2,  P3=S3  u.  s.  f.,  was  zu 
beweisen  war. 

Anmerkung:  Die  Combinationen  der  2ten,  4ten.  6ten . . . 
2/ ten  Klasse  der  mit  umgekehrten  Zeichen  genommenen  Wurzeln 
sind  auch  gleich  den  Combinationen  2ter,  4ter,  6ter  .  . .  2r-ter  Klasse 
der  Wurzeln  selbst,  da  ein  Produkt  unverändert  bleibt,  sobald  eine 
gerade  Anzahl  von  Faktoren  ihr  Zeichen  wechselt.  Es  ist  da- 
her auch 

Pf  =  —  (a,-f-a2+a3-K.am)  oder  ai+art-at+...+am=z—Px 
P  2  =aia>+ffia;{-f-flr1fl44-... 

Pm  =  ( — l)wl .  flf  fl2ff3"«fltM  unc^  man  könnte  den  Satz  daher  ebenso 
gut  mit  Hülfe  der  Wurzeln  selber  ausdrücken. 

315.  Wir  ziehen  aus  dem  vorigen  Satze  folgende  Conse- 
q uenzen : 

1.  Gleichungen  mit  gegebenen  Wurzeln  können  auch  mit 
Hülfe  dieser  Kelationen  gebildet  werden.  Der  Grad  einer  solchen 
Gleichung  ist  immer  gleich  der  Anzahl  der  Wurzeln;  die  Coeffi- 
zienten  aber  werden  erhalten ,  wenn  man  die  Vorzeichen  aller 
Wurzeln  ändert,  dann  die  Summe  ihrer  Combinationen  zur  lsten. 
2ten,  3ten  bis  letzten  Kl  asse  l>ildet. 

2.  Ist  die  Summe  der  positiven  Wurzeln  gleich  der  Summe 
der  negativen,  so  fällt  das  2te  Glied  weg  und  umgekehrt  muss 
in  einer  Gleichung,  deren  zweites  Glied  fehlt,  die  Summe  aller 
Wurzeln  sr  0  sein.  In  der  That :  Wenn  die  Summe  der  Wur- 
zeln =  0,  so  ist  auch  die  Summe  der  mit  entgegengesetztem  Zei- 
chen genommenen  Wurzeln  d.h.  der  Coeffizient  des  2ten  Gliedes 
=  0 ;  umgekehrt  wenn  dieser  =  0,  so  ist  das  nur  dadurch  möglich, 
dass  die  Summe  der  positiven  Wurzeln  ==  der  Summe  der  nega- 
tiven ist. 
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3.  Ist  eine  Wurzel  der  Gleichung  gleich  Null,  so  muss  das 
letzte  Glied  verschwinden;  denn  dieses  ist  das  Produkt  der  mit 
umgekehrtem  Zeichen  genommenen  Wurzeln.  Wenn  nun  eine 
Wurzel  =  0,  so  ist  ein  Faktor  dieses  Produktes  =  0  und  daher 
das  Produkt  selber  =  0.  Ist  umgekehrt  das  letzte  Glied  =  0, 
so  ist  das  Produkt  der  mit  umgekehrten  Zeichen  genommenen 
Wurzeln  =  0,  was  nur  möglich  ist,  wenn  ein  Faktor  desselben 
d.  b.  eine  der  Wurzeln  selber  =  0  ist. 

Sind  gleichzeitig  mehrere  z.B.  2,  3,  4..  oder  r  Wurzeln 
gleich  Null,  so  fallen  die  2,  die  3,  . . .  die  r  letzten  Glieder  der 
Gleichung   weg  und  umgekehrt,   wenn  in  einer  Gleichung  die  2, 

3,  .  .  .  oder  r  letzten  Glieder  fehlen,  so  hat  die  Gleichung  eben- 
soviel Wurzeln,  die  =  0  sind.    In  der  That: 

Wenn  z.  B.  3  Wurzeln  gleich  Null  sind,  so  verschwinden  1.  das 
Produkt  der  mit  entgegengesetzten  Zeichen  genommenen  Wurzeln. 
2.  die  Combinationen  derselben  zur  (in — l)ten  Klasse  und  3.  ihre 
Combinationen  zur  (in — 2)ten  Klasse,  weil  im  ersten  3  Faktoren 
=0  sind,  in  den  zweiten  je  zwei  und  in  jeder  der  letzten  endlich  je  ei  u 
Faktor  gleich  Null  ist ;  es  müssen  somit  auch  die  Summen  dieser  Com- 
binationen d.  h.  das  letzte  Glied,  der  Coeftizient  des  vorletzten  und 
der  des  drittletzten  Gliedes  verschwinden.  Die  Gleichung  wird 
daher  die  Form  haben: 

Axm-\-Axxm  ~ 1  +A2xm~ 1  H- ...  Am_ 3^  =  0. 
Umgekehrt  wenn  eine  Gleichung  diese  Form  hat,  so  müssen 
drei  ihrer  Wurzeln  =  0  sein;   denn  durch  Absondern  von  xz  be- 
kommt man  x\Axm~*  +AiXm^  -f-  .  .  .  Am_2  )  =  0, 
welche  zerfallt  in 

X2  =  0  und 
Axm~*  +  A\  xm  -4  -f-  . . .  Am_A  =  0, 
deren  erste  3  Wurzeln  jede  =  0  liefert . 

In  gleicher  Weise  können  wir  weiter  schliessen,  dass  wenn 

4,  5...r  Wurzeln  =0  sind,  dann  ausser  dem  Produkt  der  mit 
umgekehrtem  Zeichen  genommenen  Wurzeln  auch  noch  die  Com- 
binationen derselben  zur  (in — l)ten,  (m — 2)ten,  (m — 3)ten  etc.  bis 
zur  (m — r-f-l)ten  Klasse  verschwinden;  daher  fallen  die  r  letzten 
Glieder  aus  der  Gleichung  weg  und  es  bleiben  bloss  noch  m-\-l — r 
=  ?w — r-f-1  Glieder  übrig,  so  dass  die  Gleichung  heisst: 

4xm+Atvm- 1  +42xm- *  +  .  .,  äm^  xr=  o. 

Dass  umgekehrt  jede  Gleichung  von  dieser  Form  r  Wurzeln 
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hat,  jede  =  0,  wird  wieder  sofort  klar,  wenn  wir  die  linke  Seite 
in  ein  Produkt  aus  2  Faktoren  zerlegen,  deren  einer  =  x'\ 

4.  Sind  alle  Wurzeln  einer  Gleichung  reell  und  positiv,  so  müs- 
sen die  Coeffizienten  abwechselnd  positiv  und  negativ  sein.  Denn  die 
mit  entgegengesetzten  Zeichen  genommenen  Wurzeln  sind  dann 
negativ,  somit  die  Summe  derselben  oder  der  Coeffizient  des  2ten 
Gliedes  negativ;  die  Combinationen  zweiter  Klasse  werden  als 
Produkte  von  je  zwei  negativen  Faktoren  positiv,  ihre  Summe  d.h. 
der  Coeffizient  des  3ten  Gliedes  auch  positiv.  Die  Combinationen 
3ter  Klasse  sind  Produkte  von  je  3  negativen  Faktoren,  also  ne- 
gativ, ihre  Summe  ebenfalls  negativ,  daher  der  Coeffizient  des 
4ten  Gliedes  negativ  u.  s.  f.    Die  Gleichung  hat  also  die  Form  : 

x'"~ l\xm-{  +  P2xm-2  —Pzx!"-*  -h  . . .  ±P,n  =  o 
wo  Pn  f*2,  P3  etc.  an  sich  positive  Zahlen  bedeuten. 

Umgekehrt  kann  eine  vollständige  Gleichung,  deren  Coeffi- 
zienten abwechselnd  positiv  und  negativ  sind,  keine  negativen 
Wurzeln  zulassen.  Denn  setzt  man  hier  an  die  Stelle  von  x  ir- 
gend eine  negative  Zahl  — Of,  so  werden  die  sämmtlichen  Glieder 
der  Gleichung  p  os  iti  v,  wenn  m  gerade,  dagegen  negativ, 
wenn  m  ungerade  ist,  Nun  kann  aber  eine  Summe  von  lauter 
positiven  Zahlen  eben  so  wenig,  wie  eine  Summe  von  lauter  nega- 
tiven Zahlen,  gleich  Null  sein. 

5.  Wenn  sämmtliche  Wurzeln  einer  Gleichung  reell  und 
negativ  sind,  so  hat  sie  nur  positive  Glieder;  denn  die  mit  entgegenge- 
setzten Zeichen  genommenen  Wurzeln  sind  dann  positiv,  somit  ihre 
sämmtlichen  Combinationen  positiv,  deren  Summen  ebenfalls  positiv 
und  demnach  die  sämmtlichen  Coeffizienten  wieder  positiv.  Um- 
gekehrt kann  eine  Gleichung,  deren  sämmtliche  Coeffizienten  posi- 
tiv sind,  keine  potitive  Wurzel  zulassen ;  denn  durch  Einsetzung 
irgend  einer  positiven  Zahl  an  die  Stelle  von  x  bekäme  man  eine 
Summe  von  lauter  positiven  Gliedern,  also  nie  Null. 

Anmerkung  !  :  Die  vollständigen  Umkehrungen  der  in 
4  und  5  erwähnten  Schlüsse  wären  —  wie  sich  später  zeigen 
wird  —  durchaus  falsch  d.  h.  man  dürfte  nicht  schliessen,  dass 
eine  vollständige  Gleichung,  deren  Coeffizienten  abwechselnd  posi- 
tiv und  negativ  sind,  nur  reelle  und  positive  Wurzeln,  eine  voll- 
ständige Gleichung  aber  mit  lauter  positiven  Coeffizienten  nur  ne- 
gative reelle  Wurzeln  haben  könne, 

A  ii  nie  r  k  u  n g.  J )iese  Relationen  zwischen  den  Coeffizien- 
ten  und  den  Wurzeln  führen  uns  der  wirklichen  Auflösung  der 


Gleichungen  nicht  näher.  Wenn  wir  nämlich  die  Wurzeln  einer 
Gleichung  wten  Grades  als  m  Unbekannte  betrachten,  so  liefern 
uns  diese  Relationen  m  Bedingungsgleichungeu,  aus  welchen  die 
Unbekannten  bestimmbar  sind.  Allein  wenn  wir  alle  Unbekannten 
bis  aut  eine  elirainireu,  so  ist  die  Endgleichung  nichts  anderes  als 
die  ursprüngliche  Gleichung.  Bezeichnen  an  ai?  a3  z.  B.  die  Wur- 
zeln der  Gleichung: 

a:3H-/,ia,2+/,oJ+/>3  =  0,  so  haben  wir  zu 
ihrer  Bestimmung  folgende  Gleichungen: 

-*ßi—ßl— «3  =  Pl 

ala2-i-alaz-ha1aA  =  Ps 
—aia1az  =  P3 

Multipliziren  wir,  um  a2  und  as  zu  eliminiren,  die  erste  mit 
a^,  die  zweite  mit  aly  so  bekommen  wir: 

2,  -ha2ia2-{-a^a3-i-ala1a2  =  P>ai 

3,  —  ala2az  =  #>, 
aus  deren  Addition  sich  ergibt: 

— Aj  =  P,a j-f-P2ai+'>3  0(*er 

was  eine  Gleichung  ganz  von  derselben  Art,  wie  die  gegebene  ist. 

3 IG.  Lehrsatz.  In  jeder  Gleichung  mit  reellen  Coef/i- 
zienlen  kommen  die  complexen  Wurzeln  in  gerader  Anzahl  und 
paarweise  konjugirt  vor. 

Sei  f(x)  =  0  eine  Gleichung  mit  reellen  Ooeffizienten,  wel- 
che die  Wurzel  habe;  so  behaupten  wir  zunächst,  sie  lasse 
auch  die  konjugirte  Wurzel  a — fii  zu.  Denn  wenn  wir  x  durch 
die  Wurzel  a+ßi  ersetzen  und  f(ct-\-fii)  nach  dem  Taylor'scheu 
Satze  entwickelt,  so  bekommen  wir: 

(l)  f(a+ßt)^f(a)+fXa).ß{+fs(a).  f^+/*(«)  •         +  •  •  •  • 

oder,  wenn  wir  die  reellen  Glieder  in  eine,  die  imaginären  in 
eine  zweite  Zeile  schreiben  : 

wo  die  erste  Zeile  und  der  Faktor  von  t  in  der  zweiten  Zeile 
reelle  Grossen  sind;  bezeichnen  wir  die  erste  mit  Py  den  zweiten 
mit  Q,  so  haben  wir  also  : 
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f\a-\-ßi)  =  P-\-Qi  und  da  ct+ßi  Wurzel  der  Gleichung  f(x)=0,  so 
hat  man : 

eine  Gleichung,  welche  sofort  zerfällt  in 
P  =  0  und  Q  =  ( I 
Allein  wenn  P  =  0  und   (J  =  0,  so  muss  auch  P — Qi  =  O 
sein.    P—  Qi  geht  aber  aus  P-\-Qi  hervor,  wenn  man  j  durch  —  ? 
ersetzt.    AVenn  man  aber  in  Gleichung  (2)  t  durch  — t  ersetzt,  so 
geht  sie  über  in 

f(a—ßi)=  P—Qi  und  da  P—Qi  =  0,  so  ist  auch  f((t—ßi)=?ß 
d.  h.  et — ßi  ist  eine  Wurzel  der  Gleichung  f(x)=0. 

Wenn  daher  eine  Gleichung  mit  reellen  Coeffizienten  die 
complexe  Wurzel  ct-\-ßi  zulässt,  so  muss  sie  auch  die  zu  jener 
kon  jugirte  Wurzel  a — ßi  zulassen  ;  und  daraus  folgt  unmittelbar, 
dass  die  complexen  Wurzeln  nur  paarweise,  also  stets  in  ge- 
rader Anzahl  vorkommen. 

317.  Grenzen  der  Wurzeln.  Schon  bei  Aufsuchung 
der  kommensurablen  Wurzeln  einer  Gleichung  ist  man  auf  eine» 
Anzahl  von  Versuchen  angewiesen.  Je  mehr  man  die  Zahl  der- 
selben beschränken  kann,  desto  rascher  kommt  man  zum  Ziel.  Es 
ist  daher  wiinschbar,  Grenzen  zu  kennen,  innerhalb  deren  die 
reellen  Wurzeln  liegen  müssen  und  diese  Grenzen  so  enge  als  mög- 
lich zu  ziehen.  Man  versteht  nun  unter  einer  obern  Grenze 
für  die  positiven  Wurzeln  jede  Zahl,  welche  grösser  ist,  als 
die  grösste  positive  Wurzel,  dagegen  unter  einer  untern  Grenze 
derselben  jede  positive  Zahl,  die  kleiner  ist,  als  die  kleinste  positive 
Wurzel.  Unter  einer  absoluten  obern  Grenze  für  die  ne- 
gativen Wurzeln  verstehen  wir  jede  negative  Zahl,  die  dem 
absoluten  Werthe  nach  grösser  ist,  als  die  grösste  negative  Wur- 
zel. Wenn  z.  B.  —5,  — 3,  —  4,  2,  3,  6  und  7  die  reellen  Wur- 
zeln einer  Gleichung  wären,  so  lägen  die  sämmtlichen  positiven 
Wurzeln  zwischen  0  und  8,  die  negativen  zwischen  0  und  —  (> 
und  somit  die  sämmtlichen  reellen  Wurzeln  zwischen  — 6  und  -}-8- 
Es  wäre  daher  8  eine  obere  Grenze  für  die  positiven,  —  6 
aber  eine  absolute  obere  Grenze  für  die  negativen  Wurzeln.  Wir 
werden  in  der  Folge  meist  nur  die  obern  Grenzen  der  Wurzeln 
aufsuchen. 

317.  Lehrsatz.  Jede  obere  Grenze  der  positiven  Wurzeln 
einer  Gleichung  f{x)=Q  hat  die  Eigenschaft,  dass  für  sie  und  jede 
noch   grössere  positive  Zahl  die  Funktion  f\x)  positiv  ausfällt; 
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umgekehrt  ist  jede  positive  Zahl,  welche  diese  Eigenschaft  besitzt, 
eine  obere  Grenze  für  die  positiven  Wurzeln  der  Gleichung 
/la?)=0. 

Nach  Lehrsatz  von  Nro.  310,  und  Nro.  313  ist  f[x)  zerleg- 
bar in  m  binomische  Faktoren,  deren  erste  Glieder  gleich  x,  deren 
zweite  Glieder   aber  die  mit  umgekehrten  Zeichen  genommenen 
Wurzeln  der  Gleichung  f(x)=Q  sind.    Gesetzt  die  Gleichung  ent 
hielte  etwa  die  positiven  Wurzeln  a,,  a2,  az  -  "  a^  ferner  die  ne- 
gativen Wurzeln  — 6j,  — b2,    — 63  .  .  .  — br  und  endlich  noch  die 
zwei  complexen  Wurzelpaare  al^zßii  und  a2  ±:ß2t\  dann  wäre 
f{x)=(x— ax)(x— a2) . .  .  (x— )(x-f-&2) .  . .  (x+br)}  multi- 
plizirt  mit  (x— cfj—  Ä0(*— «i+Ä0(^— "2—  ß2i)(x—  a^+ß2i). 
Nun  ist  (x— a,—  «.+/V)=(*—  at)*+ßt2 

tx—a2—ß2i)(x—a2+ß2i)=(x—a2)H-ßS' 
und  diese  einem  complexen  Wurzelpaar  entsprechenden  Faktoren 
bleiben  ausschliesslich  positiv  für  jedes   positive  und   negative  x. 
Setzen  wir  zur  Abkürzung:  1 

(x—at)(x—a2) . (x— an)=g(x) 

{x+bt){$+bt)...(s+  br)=<f(x) 
[(x—  ai)2-f-Ä2].[(#— a2)2+/V]==i/>(#),  so  ist 
f(%)==9(%)  <f(x)  .il>(x).    Wenn  man  nun  an   die  Stelle   von  x  ir- 
gend eine  positive  Zahl  setzt,  so  bleiben  s:immtliche  Faktoren 
von  <f(x)  und  somit   (f[x)   selber  positiv;   das  Gleiche  gilt  von 
\p{x),  dessen  Faktoren  sogar  für  negative  Werthe  von  x  noch  po- 
sitiv ausfallen  würden.    Dagegen  wird  das  Produkt  g(x)  der  den 
positiven  Wurzeln  entsprechenden  Faktoren  noch  keineswegs  für 
edes  positive  x  positiv  ausfallen,  sicher  aber  jedenfalls  dann, 
wenn  man  x   durch  eine  obere  Grenze  der  positiven  Wurzeln 
ersetzt;   denn    da    diese  grösser    ist   als  die   grösste  positive 
Wurzel,  so  werden  sämmt liehe  Faktoren  von  g(x)  positiv,  so- 
mit y(x)  selber  positiv  und  daher  auch  das  Produkt  y{x)(f(x)ll)(x) 
positiv.    Dasselbe  gilt  für  jede  noch  grössere  positive  Zahl. 

Sei  umgekehrt  Ä*  eine  positive  Zahl,  die  f(x)  positiv  macht, 
so  muss,  wenn  f\x)  auch  für  jede  positive  Zahl  grosser  als  k  po- 
sitiv bleibt,  k  eine  obere  Grenze  der  positiven  Wurzeln  sein.  Denn 
da  sowol  für  fc,  als  für  jede  noch  grössere  positive  Zahl  f(x) 
positiv  bleibt,  so  kann  man  x  von  k  an  bis  -f-  oc  variiren  lassen, 
ohne  je  auf  eine  Zahl  zu  stossen,  welche  f(x)  annullirt  d.  h.  welche 
Wurzel  der  Gleichung  f\x)=0  wäre.    Somit  liegen  die  sämmtlichen 

Orclli,  Algebra.  2te  Auflage.  23 
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reellen  Wurzeln  der  Gleichung  f(x)^=0  unter  k  und  es  ist  also 
Ä'  nach  unserer  Definition  eine  obere  Grenze  der  positiven  Wurzeln. 
319.    Bestimmung  oberer  Grenzen   für  die  positiven 
Wurzeln  einer  Gleichung. 

a.  Beim  Beweise  des  Satzes  in  Nro.  305  haben  wir  gesehen, 
dass  wenn  C  den  absoluten  Werth  des  grössten  der  Coeffizieu- 
ten  in  f(x)  bezeichnet,  nachdem  man  durch  den  Coeffizienten 
des  ersten  Gliedes  dividirt  hat.  alsdann  für  C-f-l  und  für  jede 
noch  g  r  <">  s  s  e  r  e  Zahl  die  Funktion  f(x )  positiv  ausfallt  ; 
somit  ist  nach  dem  vorigen  Lehrsatz  C-f-l  eine  obere  Grenze 
der  positiven  Wurzeln. 

b.  Enthält  die  Gleichung  auch  negative  Glieder,  so  kann  man 
sie  durch  Division  mit  dem  ( 1oefnzienten  des  ersten  Gliedes 
erst  auf  die  Form  bringen  : 

xm+  P,  u  '-f-  P2xm-?+  .../>,„  x  +  fm =0 
Ist  alsdann  X  der  absolute  Werth  des  grössten  der  nega- 
tiven Coernzienten,  so  behaupten  wir,  es  sei  Ar4-1  auch  eine  obere 
Grenze  der  positiven  Wurzeln.  Denn  selbst  wenn  alle  auf  das 
erste  folgenden  Glieder  negativ  wären,  so  müsste  die  Summe  aller 
negativen  Glieder  dem  absoluten  Werthe  nach  doch  kleiner  oder 
höchstens  gleich  sein 

i\(xm~]+xm-''+xm-3-{-. . . .  a?+l ) 
Wenn  man  daher  x  so  wählt,  dass 

xw>S{xm~x+xm  -  2+xm~z  +  ....X+1)  oder 
N  l—      —        1  ~\ 

<'    \!T+ä?5  +  £a  +  "-'  xm-*  +  x™)' 
so  ist  man  sicher,  dass  für  jede  solche  Zahl  f{x)  positiv  bleibt. 

1    .         11,1  ... 
Allein  _+—+...--.  ist<  _+_  +  _  +  ...  .  m  inf., 
x     a?2        xv  x      x1  x3 

was  für  #>1  eine  abnehmende  geometrische  Progression  ist,  deren 

1 

1 


Summe  =  — 


_1         x—  1 

X 


Somit  genügt  es,  l^iV  (     -    -joder  x — 1— A'oder  x=N+l 
\  x—1  f 

zu  machen. 

Es  ist  also  iV+1  eine  positive  Zahl,   die  nicht  nur  f[x)  po- 
sitiv macht,  sondern  auch  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  für  jede 
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-nissere  Zahl  f(x)  positiv  bleibt;  daher  ist  nach  No.  318  auch 
N+l  eine  obere  Grenze  der  positiven  Wurzeln.  Von  diesen  bei- 
den obern  Grenzen  C+l  und  N+l  fallt  die  zweite  mit  der  er- 
sten zusammen,  so  oft  der  grösste  Coeffizient  negativ  ist;  dage- 
gen liegt  N+l  stets  unter  der  ersten,  also  näher  ander  grössten 
Wurzel,  wenn  der  grösste  Coeffizient  der  Gleichung  positiv  ist. 

c.  Bestimmung  einer  obern  Grenze  durch  Zer- 
legung. Man  bekommt  meist  einfachere  und  darum  näher 
liegende  Grenzen,  wenn  man  f\x)  in  2  oder  mehrere  Polynome 
mit  je  einem  positiven  Anfangsglied  zerlegt. 

Ist  z.  B.  f^^x1— 2xfi— x*+100x*— 80a;3— 50a?2+30x— 50 
=  U,  so  wäre  hier  6+1  =  101 

#+1  =  80+1  =  81 

Wir  können  nun  aber  f{x)  in  3  T heile  zerlegen. 
f(x)  =  (x'l-2x«— x*)+(100x*— $»x*—b0x2)+(S0x— 50) 
=x:>(x2— 2x—  l)+100x2(a?2— ±x-i)+30(x—$) 

Nun  wird  x1— 2x  — 1  für  #  =  2+1=3  entschieden  positiv, 
x2 — fi—  ^  für  x  =  2,  daher  um  so  mehr  für  /r=3  und  der  3te 
Theil  wird  für  x  =  2  und  um  so  mehr  für  #  =  8  positiv.  Es 
macht  daher  x  =  3  jeden  der  3  Bestandtheile  von  f{x)  und  somit 
/"(a?)  selber  entschieden  positiv;  jede  noch  grössere  Zahl  bewirkt 
das  Gleiche;  daher  ist  Z=  3  eine  obere  und  zwar  weit  näher 
liegende  und  darum  bequemere  Grenze,  als  die  vorigen. 

Beispiel  2.         x5+bx*+xz—  16a;2— 20a?— 16=0 

Hier  fallen  die  beiden  Grenzen  C+l  und  A+l  zusammen, 
da  der  grösste  Coeftizient  negativ  ist.  Man  hat  1=  C+l  = 
A+l=21. 

Um  eine  noch  näher  liegende  Grenze  zu  bekommen,  grnppi- 
ren  wir  die  Glieder,  wie  folgt  : 

f(  x) = (a> 5 — 1  ex2) +( 5  x 4  —  20a?  j+(*3—  1 6 ) 
=.>;2(V — 1  (i )+  5x(.r« — 4  )+(x*—l  6) 
Für  a:{=16  oder  a;  =>/l<>  würde  das  erste  und  dritte  Glied 
verschwinden;  für  x  =  3  werden  beide  entschieden  positiv,  während 
— 4  schon  für  x  ==  2  positiv  ausfiele;  a?=3  macht  daher  alle  3 
Bestandtheile  von  f(x)  und  somit  fix)   selber  positiv,  und  jede 
noch  grössere  Zahl  bewirkt  das  Gleiche ;   somit  ist   L  =  3  eine 
obere  Grenze  für  die  positiven  Wurzeln  dieser  Gleichung. 

Beisp  iel  t.f\x)=x«—x:> —2$x*+W+19C)x2+68x— 250=0 
Die  durch  £=(7+1    und   iV+1    gelieferten  Grenzen  wären 

28* 


B 
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von  geringem  Nutzen.  Wir  zerlegen  daher  die  Funktion  wieder 
und  zwar,  wie  folgt: 

flp)  =:(xb—x 5  —2  9 x  4 )+( 1 9  6a;2— 2  40)+5#3+6&r 
oder     f(x)=X*{x*  -a?-29)+196(a?2— -iU)+(bx"+68x) 

Der  3te  Bestandteil  wird  positiv  für  jedes  positive  der 
zweite  fallt  positiv  aus  schon  für  #=2,  indem  22— >< >. 
Beim  ersten  ist  zu  untersuchen,  welche  Werthe  x1 — X  29  ent- 
schieden positiv  machen.  Wollten  wir  die  Kegel  £=.Y+1  anwen- 
den, so  bekämen  wir  29+1  =  30  als  eine  obere  Grenze.  Allein 
auch  diese  liegt  uns  noch  zu  fern-,  wir  bestimmen  daher  die 
Wurzeln  der  Gleichung  x1  —  x  —  29  =  0,  welche  sind  x  =  \  zfc 
^+297  Nun  ist  ^ J+29  < >/36  oder  als  6;  daher  die  positive 
Wurzel  kleiner  als  J+6  und  um  so  mein- <7 ;  somit  macht  7  und 
jede  noch  grössere  Zahl  das  Trinom  X'— X— 29  positiv,  und  da 
der  übrige  Theil  vou  f\x)  schon  für  #=2  positiv  ausfallt,  so 
wird  1=7  eine  obere  Grenze  der  positiven  WTurzeln  sein. 
320.  Bestimmung  einer  absoluten  obern  Grenze  der 
negativen  Wrurzeln  einer  Gleichung  f[x)  =  lK 

Wir  verwandeln  die  Gleichung  in  eine  andere,  deren  Wur- 
zeln das  Entgegengesetzte  von  den  Wurzeln  der  gegebenen  Glei- 
chung sind,  suchen  dann  die  obere  Grenze  für  die  positiven  Wur- 
zeln dieser  neuen  Gleichung,  so  ist  diese,  negativ  genommen,  die 
absolute  obere  Grenze  für  die  negativen  Wurzeln  der  ersten  Glei- 
chung. Aus  f(x}  =  0  kann  man  aber  eine  Gleichung,  deren  Wur- 
zeln entgegengesetzt  sind  denen  der  ersten  Gleichung,  einfach  da- 
durch ableiten,  dass  man  x  durch  —x'  ersetzt.  In  der  That  ist 
jede  WTurzel  der  Gleichung  fX—x')  =  0  entgegengesetzt  einer 
Wurzel  von  /(#)  =  0.  Denn  wenn  OSf—a  eine  Wurzel  der  Glei- 
chung f(—  .i')=°>  so  folgt  aus  #  =  —  x'  auch:  x= — a  d.h.  wenn 
a  eine  Wurzel  der  Gleichung  /|— j')=0,  so  ist  a?=—  a  eine  Wur- 
zel von  f(x)=0. 

Beispiel:  Sei  x> -x*  2 7x:J+l \X'+ 106a;— 120=0  (1) 
unsere  Gleichung.    Setzen  wir  x\  so  geht  sie  über  in 

x*  5  _xm+2  Ix'  3+4 1*'2 — 1 06a?—  1 20 = 0 
oder  a'M-a;'4— 27x'*— 41x"2+106a?'+120=0  (2). 

Die  Vergleichung  von  (2)  mit  (1)  zeigt,  dass  die  ersten,  3ten, 
5ten  Glieder  unverändert  geblieben  sind,  dagegen  das  2te,  4te, 
6te  Glied  ihr  Zeichen  geändert  haben,  dass  sie  somit  mechanisch 
aus  (1)  abgeleitet  werden  könnte,  wenn  man  die  Vorzeichen  der 
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Glieder  geraden  Ranges  ändert.  Suchen  wir  nun  von  (2)  die  obere 
Grenze  der  positiven  Wurzeln,  so  ist  1=120-1-1  =  121  die  eine, 
1=2 ,y+i=41+l  =  12  eine  zweite. 

Zur  Bestimmung  einer  bequemern  Grenze  könnten  wir  f[ — x') 
in  die  Form  bringen 

f(— a;')=(a;'5__27a;'3)+(a;,4~41a;/2,+106a7'-M20 
=^^3(^2_27)+j?'2(:c/2--41)-f-10t)a;'+120 
wo  man  nun  sc'=7  als  eine  Zahl  erkennt,  für  welche  f{—rf)  je- 
denfalls positiv  wird. 

Noch  etwas  vortheilhafter  wäre  folgende  Gruppirung: 
j{—x') = ( x* 5 — 2  Ix' 3—  * 1  xn  )+x'*+  106a?'+l  20 
=x'n-(x'z—  27a?'— 41)+jp'4+106a;'+120 
Für  a?'  =  G  wird  hier  der  Faktor  lC'*—21x'— 41—216—  1«  2— 41 
=  216-203,  also  entschieden  positiv  und  bleibt  positiv  für  jedes 
noch  grössere  x1)  daher  ist  L'=6  die  obere  Grenze  für  die  positi- 
ven Wurzeln  der  Gleichung  (k2)  und  somit  — G  die  absolute  obere 
Grenze  der  negativen  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung. 

Die  Gleichung  (1)  lässt  die  Wurzeln  1,  3,  4,  —2  und  —5 
zu;  daher  werden  — 1,  — 3,  — 4,  2  und  5  die  Wurzeln  der  Glei- 
chung (2)  sein. 

321.  Lehrsatz.  Soll  eine  ganze  Zahl  a  Wnrzel  einer 
Gleichung  f{x)=0  mit  reellen  Coeffizienten  sein,  so  muss  sie  1. 
das  absolute  Glied  theilen,  2.  den  erhaltenen  Quotienten,  vermehrt 
um  den  Coeffizienten  des  vorangehenden  Gliedes  (in  x),  3.  diesen 
neuen  Quotienten,  vermehrt  um  den  Coeffizienten  von  x2  u.  s.  f 
bis  man  den  Coeffizienten  des  zweiten  Gliedes  (in  a;",_l)  addirt 
hat,  welche  Summe  dann  wieder  durch  a  theilbar  sein  und  einen 
Quotienten  liefern  muss,  der  gleich  ist  dem  Coeffizienten  des  er- 
sten Gliedes  mit  entgegengesetztem  Zeichen. 

Wir  zeigen  zunächst,  dass  jede  ganzzahlige  Wurzel  alle 
diese  Bedingungen  erfülle  und  sodann,  dass  jede  ganze  Zahl,  welche 
diese  Bedingungen  erfüllt,  auch  Wurzel  der  Gleichung  sein  muss. 

Sei  f(x)  =  ia^+lt*?^ 
=  0  unsere   Gleichung.    Wenn  a  eine  ganzzahlige  Wurzel  der- 
selben, so  muss 

oder 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  offenbar  theilbar  durch 
a\  die  ihr  gleiche  rechte  Seite  muss  es  daher  ebenfalls  sein  und 
wenn  wir  die  Division  ausführen,  so  kommt 


(1)  ia'-'+i,«*  *+4«W78+.-.4-»«+i*-i  =-- 

a 

wo  —  ganz  sein  muss.    Setzen  wir  —  =  Qt  und  bringen  in  (1) 
das  Glied  Anl__l  noch  auf  die  rechte  Seite,  so  erhalten  wir : 
Aa^  +  A^-  1+A2a"'-3+...Am_ia  =  -<01+im_1) 
und  indem  wir  hier  beide  Seiten  durch  a  dividiren,  so  kommt: 

(2)  Aam-*+Aiam-3+A2a>»-i+....Am_^  =  -  Ql+A»-t  . 

a 

Da  die  linke  Seite  dieser  .Gleichung  eine  ganze  Zahl  ist,  so 
muss  auch  die  rechte  Seite  ganz  sein.  Setzen  wir  daher  ®l^*m  -}  =0 
und  subtrahiren  gleich  Am_9  auf  beiden  Seiten,  so  geht  (2)  über  in 

Indem  wir  beide  Seiten  dieser  Gleichung  durch  a  dividiren, 
kommt 


(3)  Aa«~*+Atam-*+  +^,_3  = 


a 


wo  die  rechte  Seite  wieder  eine  ganze  Zahl  sein  muss.  Wir  setzen  daher 

wieder  =Q3,  wodurch,  wenn  wir  gleich  das  letzte  Glied 

Aw__3  auf  die  rechte  Seite  schaffen,  die  Gleichung  (3)  übergeht  in 

Aa"'-»+Al  am~ '+  .  .  .  A        a  =  —  (Q.+A  ). 

Fahren    wir  in  gleicher  Weise  fort,  so  bekommen  wir  als 
(m — 3)te  Gleichung: 

0  ~M4 

(m—S)    :       Aa*+Aka*+A,a+A.=  5=*  

a 

0  +A4 

wo  die  rechte  Seite  wieder  ganz  sein  muss.  Wir  setzen  —  -  

d 

so  bekommen  wir  durch  Subtraktion  von  AÄ  und  Di- 
vision des  Resultates  durch  a 

:  Aa*+Axa  +  A2  =—  J£~L  1 

a 


Hier  muss  die  rechte  Seite  wieder  eine  ganze  Zahl  sein; 

Qm—t  +43 

wir  setzen  daher    =  Q         So  finden  wir  durch  Fort- 

a  «»—2 

etzung  desselben  Verfahrens  aus  (//*—  2): 
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(m  -1)  :  ,»-f  ,1,= 
und  hieraus 

m.,  :  A 


%=1  \A1 
a 


+  4 


oder 


Wenn  daher  a  eine  ganzzahlige  Wurzel  unserer  Gleichung 
ist,  so  erfüllt  sie  nach  einander  folgende  Bedingungen: 

i)  fe 


2) 

o 

m-2) 
m—V) 
m) 


=  0. 


=  0a 


=  04 


)  («)• 


e  m  — 3 


+  .43 


-2 

a 


=  Q 


— 1  1 


m— l 


Umgekehrt  behaupten  wir,  dass  wenn  eine  ganze  Zahl  a 
alle  diese  Bedingungen  erfüllt,  sie  nothwendig  Wurzel  unserer  Glei- 
chung sein  muss.  Denn  multipliziren  wir  die  erste  der  Gleichun- 
gen (cc)  mit  n,  die  2te  mit  r/2,  die  3te  mit  a3  u.  s.  f.,  die  letzte 
mit  an\  so  bekommen  wir 

1.,  Am  =<?|tf 

2.,  Qia+AmT.ia    =  02a2 

3.,  Q2rt2+,4m-2fl2=03«3 

4.,  Q,a3-M,n_3ö3=  04«4 
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durch  deren  Addition  unter  Weglassung  der  beiden  Seiten  gemein- 
schaftlichen Glieder  sich  sofort  ergibt: 

oder  ^"'-M, a"'" 1  +^2am-2+^1an,-:,-f-...^„,_,«2+^m_la+A,„  =0 
d.  h.  a  ist  eine  Wurzel  unserer  Gleichung 

Zusatz.     Die  m  Quotienten:  Qx ,  Q2,  ()3,  Q4  ... . 

und  — A  sind,  in  umgekehrter  Ordnung  und  mit  entgegengesetzten 
Zeichen  genommen,  gerade  die  Coeflizienten  des  Quotienten  aus 
fix)  durch  x — a.  Inder  That,  wenn  wir  die  Gleichungen  (a)  mit 
a  multipliziren  und  in  umgekehrter  Ordnung  anschreiben,  so  be- 
kommen wir: 


0- 

l  ~~ 

— Aa — Ax 

2  = 

Q  ta—A<> 

in — l 

Q,„- 

-3  = 

Q  o*-^3 

Q» 

Q<a—A 

*  4            »I —  3 

Qi 

Qi 

Q2a — A 
1        m — i 

Ä 

m 

0,a 

und  wenn  wir  liier  in  der  2ten,  3ten,  4ten  Gleichung  etc.  die 
Werthe  von  Q       ,  Q     o,  Q        etc.  einführen  und  die  erhalte- 

III'—  |  711   171  —  3 

nen  Gleichungen  mit  —1  multipliziren,  so  erhalten  wir: 
-Q^^Aa+At 

-QU1_2  =  Aa*+Ata  +  A2 

— 0,M_4  =  Aat+Atdt+Aiai+Aza+At 

u.  s.  f.,  was  gerade   die  Coeflizienten  des   Quotienten  JSiQ  sind 

x — a 

nach  Nro.  308. 
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Nach  diesen  Vorbereitungen  können  wir  unmittelbar  zur 
Aufsuchung  der  kommeusurabeln  Wurzeln  einer  Gleichung  über- 
gehen. 

322.  Aufgabe:  Die  ganzzahligen  Wurzeln  ei- 
ner Gleichung  f(x)~0  zu  bestimmen,  deren  Coeffi- 
zie nteu  als  ganze  Zahlen  vorausgesetzt  werden. 

Auflösung.  Wenn 

die  gegebene  Gleichung  ist.  so  bestimmen  wir  zunächst  die  obere 
Grenze  L  der  positiven  Wurzeln,  dann  die  absolute  obere  Grenze 
der  negativen  Wurzeln  ( — Z'),  zerlegen  das  absolute  Glied  in  seine 
Primfaktoren  und  bestimmen  mit  deren  Hülfe  die  zwischen  L  und 
— V  liegenden  Divisoren  desselben.  Um  zu  erfahren,  ob  ein  sol- 
cher Divisor  a  des  letzten  Gliedes  auch  Wurzel  der  Gleichung  sei, 
dividiren  wir  Am  durch  a,  addiren  zum  Quöticnten  den  Coeffizienten 
Am_l  des  vorletzten  Gliedes  und  dividiren  die  Summe  wieder  durch  a. 
Fiele  der  Quotient  gebrochen  aus,  so  könnte  a  keine  Wurzel  sein  und  es 
müsste  also  dieser  Divisor  als  NichtWurzel  weggeworfen  werden.  Wird 
aber  der  Quotient  ganzzahlig,  so  addiren  wir  zu  demselben  den  Coeffi- 
zienten  4m_.,  des  vorangehenden  Gliedes  und  dividiren  die  Summe  wie" 
der  durch  a.  Fällt  dieser  Quotient  wieder  ganz  aus,  so  addiren  wir 
zu  demselben  den  Coeffizienten  Am_.A  des  vorangehenden  Gliedes 
und  dividiren  die  Summe  wieder  durch  a.  Erhalten  wir  als  Quo- 
tient eine  ganze  Zahl,  so  addiren  wir  zu  derselben  den  Coeffizienten 
Am_4  des  vorangehenden  Gliedes,  dividiren  die  Summe  durch  a 
und  fahren  —  wenn  die  Quotienten  stets  ganzzahlig  ausfallen  — 
so  lange  fort,  bis  wir  den  Coeffizienten  Ax  des  2ten  Gliedes  addirt 
und  die  Summe  wieder  durch  a  dividirt  haben.  Ist  dieser  letzte 
Quotient  gleich  dem  Coeffizienten  des  ersten  Gliedes  mit  entgegen- 
gesetztem Zeichen,  so  ist  a  Wurzel  unserer  Gleichung. 

Statt  nun  in  gleicher  Weise  die  übrigen  Divisoren  von  Am 
an  der  Gleichung  /'(.]•)= 0  zu  probiren,  können  wir  die  Sache  ver- 
einfachen durch  folgende  Ueberlegung:  Wenn  a  eine  Wurzel,  so 
ist  f\x)  durch  x— a  theilbar  und  der  Quotient  muss  das  Produkt 
der  den  übrigen  Wurzeln   entsprechenden  binomischen  Faktoren 

sein,  die  Gleichung  f^fU.  =  0   also  die  übrigen  Wurzeln  liefern. 

X — CL 

Nun  sind  ja  die  bei  Prüfung  des  a   erhaltenen  Quotienten  gerade 

die  Coeffizienten  der  Gleichung  — =0,  die  mit  =  0 

x — a  x—a 
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vollkommen  identisch  ist.     Mau  wird  also   diesen   Quotienten  be- 

f(x) 

nutzen  und  die  Wurzeln  der  Gleichung  ~ — -  =  Ö  aufsuchen ,  wo- 

X — OL 

bei,  bevor  man  an  die  Prüfung  der  übrigen  Divisoren  geht,  erst 
untersucht  werden  muss,  ob  a  auch  Wurzel  dieser  neuen  Glei- 
chung, somit  eine  2  mal  vorkommende  Wurzel  der  ursprünglichen 
Gleichung  sei. 

lstes  Beispiel.  Sei 

f(x)=x*—xA—27x3-h41x2+10Sx— 120=0  (1) 
die  gegebene  Gleichung,  so  bestimmen  wir  erst  die  obere  Grenze 
L  der  positiven  Wurzeln,  indem  wir  die  Glieder  in  folgender  Weise 
gruppiren : 

f(x)=(x5—  x4— 27x*)+(106x—  120)+41x2 
=x\x~— x—  27)+106(ar— \%»)+Ux2 

Für  #=6  und  jede  noch  grössere  Zahl  wird  x2— x — 27 
positiv;  der  zweite  Theil  106(a?—  \\%)  würde  schon  für  jede  Zahl, 
die  gleich  oder  grösser  als  2,  positiv  und  das  3te  Glied  bleibt 
stets  positiv  für  jedes  positive  X)  somit  ist  Z  =  6  die  obere  Grenze 
der  positiven  Wurzeln  unserer  Gleichung.  Als  absolute  obere 
Grenze  der  negativen  Wurzeln  haben  wir  schon  in  Nro.  320  ge- 
funden I'= — 6. 

Das  letzte  Glied  120  ist  =1.2.2.2.3.5  und  die  zwischen 
den  Grenzen  +6  und  — 6  liegenden  Divisoren  des  letzten  Glie- 
des sind  demnach  1,  2,  #j  4  und  5,  ferner  — 1,  — 2,  — 3,  — 4 
und  — 5. 

Um  nun  zu  erfahren,  welche  dieser  Divisoren  Wurzeln  der 
Gleichung  seien,  schreiben  wir  erst  die  Gleichung  an,  dann  in  eine 
von  dieser  durch  einen  Strich  getrennte  2te  Zeile  die  bei  diesem 
Versuch  entstandenen  Quotienten,  über  den  Strich  aber  die  ein- 
zelnen Dividenden  <1.  b.  die  Summen  aus  je  einem  Quotienten  und 
dem  Coetfizienten  des  vorangehenden  Gliedes  und  zwar  stets  un- 
ter das  Glied,  dessen  Coefrizient  addirt  wird.  Indem  wir  zuoi>t 
den  Divisor  1  prüfen,  haben  wir: 

xs  _  a?4_27a?3+4ia?2+10G        201 =0 

—1       0    +27   -  14   

—1       0    +27   —  14  — 120Wl 
mit  folgender  Rechnung: 

—  120,  dividirt  durch  1.  gibt:  —120; 

—  120+106=— 14  ;  —11,  dividirt  durch  1,  =—14; 

—  14+  41  =+27;  +27,  dividirt  durch  1?  =+27; 
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+27-f-(—  27)=     0;       0,  dividirt  durch  1,  =  0; 
0+( — 1)  —  —  1;  und  —1  dividirt  durch  1,  =—1. 

Da  nun  dieser  letzte  Quotient  — 1  gleich  ist  dem  Coeffizienten 
des  ersten  Gliedes   mit  entgegengesetztem  Zeichen,  so   ist  1  eine 

Wurzel  der  Gleichung  (1).    Die  Gleichung  =  0  liefert  die 

x  —  1 

noch  übrigen  Wurzeln.     Nun  sind  aber  — 1,  0,  27,   — 14  und 

 ffx\ 

— 120  gerade  die  Co  effizienten  des  Quotienten  — -— -  ;  daher  wird 

x — 1 

die  mit  ^  ^  =  0  identische  Gleichung  — =  0  sein  : 
x — 1  x — 1 

— a;4+0 .  ar*+27a?2—  14a;—  1 20=0  (2). 

Bevor  wir  nun  die  folgenden  Divisoren  prüfen,  untersuchen 
wir  erst,  ob  #=1  vielleicht  auch  noch  Wurzel  der  Gleichung  (2) 
sei,  indem  wir  entweder  direkte  f(\)  berechnen  oder  das  eben  ent- 
wickelte Verfahren  auf  die  Gleichung  (2)  anwenden.  Wir  rinden 
auf  dem  einen,  wie  auf  dem  andern  Wege,  dass  1  nicht  mehr 
Wurzel  der  Gleichung  (2)  ist.  Wir  probiren  daher  den  nächsten 
Divisor  +2.  Da  wir  bloss  mit  den  Coeffizienten  rechnen,  so  ge- 
nügt es,  bloss  diese  hinzuschreiben,  wodurch  wir  erhalten: 
—1  0  +27  —14  —120 
__5  —10  —74 


x=2 


—  5  —37  —  60: 

mit  folgender  Rechnung: 

— 120,  durch  2  dividirt,  gibt  — 60; 
-  60+(— 14)=— 74;  —74,  dividirt  durch  2,  =—37; 
—37+27       =—10;  —10,  dividirt  durch  2,  =—  5; 
— 5+0        = — 5;     — 5,  durch  2  nicht  theilbar; 
also  ist  2  keine  Wurzel.    Wir  gehen  daher  an  die  Prüfung  von  3: 
—1     0  +27  —14  — 12()| 

+3  +  9  —54  

+1+3      18  —  40ÖT-3 
— 120,  durch  3  dividirt,  =—40 

— 40+(— 14)  =  — 54;  ^54,  dividirt  durch  3,  =—18; 

—18+27      =+9;    +9,     dividirt  durch  3,  =+  3 ; 

(+3)+0         =-+3;    3,         dividirt  durch  3,  =+  1, 
was  gleich  und  im  Zeichen  entgegengesetzt  ist  dem  Coeffizienten 
— 1  des  ersten  Gliedes;  somit  ist  3   eine  Wurzel   der  Gleichung 
(2)  und  daher  auch  Wurzel  der  Gleichung  (1).    Die  von  der  Wurzel 
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3  befreite  Gleichung  (2)  oder  die  von  den  2  Wurzeln  1   und  3 
befreite  ursprüngliche  Gleichung  wird  daher  lauten: 
a?3+3j?2—  \Sx— 40=0  (3). 
Da  3    hier  kein  Divisor  des  letzten  Gliedes  mehr  ist,  so 
probiren  wir  den  nächsten  Divisor  4  und  bekommen: 


1  +3 

-18 

—40 

—4 

—28 

—1 

—  7 

—10 

./;  =  1 

denn:  — 40,  durch  4  dividirt,  gibt  — 10. 

— 10+( — 18)=— 28;  —28,  dividirt  durch  4,  =—7 
— 7-j-3= — 4,  und  — 4,  durch  4  dividirt,         = — 1. 
Da  —  1  gleich  ist  dem  Coeffizienten  des  ersten  Gliedes  mit  ent- 
gegengesetztem Zeichen,   so  ist  x=4  eine  Wurzel  der  Gleichung 
(3),  somit  auch  Wurzel  der  Gleichung  (1);  und    die  Gleichung,  wel- 
che die  noch  fehlenden  Wurzeln  liefert,  ist 
—x2— 7a;— 10=0  oder 
a~4-7x+10=0  (4) 
Da  diese  vom  2ten  Grade,  so  könnten  wir  die  Wurzeln  der- 
selben unmittelbar  finden.     Wir  wollen  dieselben  aber  auf  dem 
gleichen,  noch  kürzern  Wege,  wie  die  übrigen,  bestimmen.  Da 
die  Coefiizienten  der  Gleichung  (4)  alle  positiv  sind,  so  kann  dieselbe 
nach  Nro.  315,  (5)  keine  positiven  Wurzeln  haben;  es^bleiben  also  nur 
noch  die  zwischen  0  und  — 6  liegenden  Divisoren  von  10  zu  un- 
tersuchen, nämlich  —1,  —2  und  —5.    Dass  —  1  keine  Wurzel  ist, 
erkennt  man  sogleich,  da  f(  — 1)  =  1— 7+10=+4.    Wir  probiren 
daher  x= — 2  und  haben: 

X~+Ix+10\  =0 

+2  1  

—1     -5a;=  — 2 
d.  h.  +10,  dividirt  durch  —2,  gibt  —5; 

(_5)_l_(+7)  =+2  und  +2,  dividirt  durch  —2,  gibt  —1, 
was  gleich  ist  dem  Coeffizienten  von  x-  mit  entgegengesetztem  Zei- 
chen; folglich  ist  a?=  —  2   eine  Wurzel  und  die  von  dieser  Wur- 
zel befreite  Gleichung  ist: 

—  x — 5=0,  woraus  a?= — 5,  was  wir  übrigens 
durch  nochmalige  Anwendung  desselben  Verfahrens  fänden. 

— 1  -5[  «  

TTj7=^5; 

denn  — 5,  durch  — 5  dividirt,  gibt  +1,  was  gleich  ist  dem  Coeffi- 
zienten — 1  des  ersten  Gliedes  mit  entgegengesetztem  Zeichen;  so- 
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mit  ist  x  =  — 5  noch  eine  Wurzel  unserer  Gleichung,  welche  da- 
her die  Wurzeln  1,  3,  4,  — 2  und  —5  zuläs>t.    Ks  wird  daher 
x*-x*-27x*+±lx'i+10Sx-l20  =  (x-l)(x— 3)(x-\)[x+2)(x+5) 
sein,   was  die  Ausführung  der  rechts  angedeuteten  Operationen 
auch  bestätigt. 

Wenn  wir  die  Versuche  mit  den  Divisoren,  welche  nicht  als 
Wurzeln  sich  erweisen,  weglassen,  so  könnte  die  ganze,  zur  Be- 
stimmung der  5  Wurzeln  erforderliche  Kecbnung  in  folgender 
Weise  übersichtlich  angedeutet  werden : 


—1       0  +27    —  14 

=  0 

—  1       0  +27    —  14  —120 
+3  +  9    _  54 

u,=  1 

+1   +  3    —  18  —  40 
—  4    —  28 

a=  3 

—  1    —  7—10 
—  2 

X=  4 

+    1    +  5 

X-=  —2 

—  1 

x=  — 5 

2tes  Beispiel.    Wir  nehmen  die  Gleichung 

(1)  a;i—42a;5+^a;4+189x3— 420x2— 148j:+o36  =  0 
Behufs  Aufsuchung  der  obern  Grenze  L  haben  wir 

/•(x)=(^  -  42#5J+(84a?4— 420x2)+(18l)x:{— 14&r)+336 
oder  /(x)=x5(^— 42)+84^2—  W)+189x(x2  —  J  $)+336 

Für  x~^yj±'2  wird  f\x)  entschieden  positiv;  somit  Z=^42 
oder  =  der  nächst  über  ihr  liegenden  ganzen  Zahl  7. 

Zur  Bestimmung  der  absoluten  obern  Grenze  für  die  negati- 
ven Wurzeln  setzen  wir  x== — x*  und  bekommen 

x"*1— 42^5__84jt/4+189^'a+420^-— 148#'— 336  =  0 
oder  f[— ^)=ÄM(^2_42^---84)+18toV2-{  H)+420(a^— JS«) 

Für  V  =  8  wird  xa — 42^' — 84  entschieden  positiv  und 
bleibt  positiv  für  jedes  noch  grössere  x' ;  die  übrigen  würden  schon 
für  x'  —  1  positiv  •,  sonnt  — 8  eine  obere  Grenze  der  negativen 
Wurzeln  der  Gleichung  (1). 

Es  ist  nun  336  =  2.2.2.2.3.7.  Die  zwischen  den  beiden 
Grenzen  7  und  — 8  liegenden  Divisoren  desselben  werden  daher 
sein:  1,  2,  3,  4,  6  und  — 1,  — 2,  — 3,  —4,  —6  und  — 7. 

Um  zu  ermitteln,  welche  dieser  Divisoren  Wurzeln  unserer 


Gleichung  seien,  stellen  wir  das  -fehlende  2te  Glied  mit  dem  Coef- 
h'zienten  0  her  und  prüfen  zunächst  den  Divisor  1. 
(1)  #M-0.*6- 42#5+84#4+189#3— 420#2— 148#+336|  =0 

—  1     —  1    +41   —  43   —232  +188   

— 1     -  1    +41    -  43    -232    +188   +336!#  =  1 
Der  letzte  Quotient  —1  ist   gleich  dem  Coeffizienten  des 
ersten  Gliedes   mit  entgegengesetztem  Zeichen;  folglich  ist  x  =  1 
Wurzel   unserer  Gleichung  und   die  von  der  Wurzel    1  befreite 
(ileichung 

— x6— x5+Ux*  —  43a;3— 232#2+188;r+336  =  0 
oder  (2)  :  x*+x5— 4U-4+43#3+232a;2— 188#— 336=0 
lässt  offenbar  die  Wurzel  1  nicht  mehr  zu,  indem  die  Summe  der 
negativen  Coeffizienten  augenscheinlich  die  der  positiven  überragt. 
Wir  prüfen  daher  den  Divisor  2  und  haben,  indem  wir  bloss  die 
Coeffizienten  anschreiben : 

1     l  — 41  +43  +232  —188  — 336j 

—2  —  6  +70  +  54  —356  '  

—  1  —  3  +35  +  27  —178  — 168  j#  =  2 
Der  letzte  Quotient  ist  = —  1   d.  h.  gleich  dem  Coeffizienten 
des  ersten  Gliedes  mit  entgegengesetztem  Zeichen ;  somit  x=2  eine 
Wurzel  der  Gleichung  (2),  und  die  Gleichung,  welche  die  noch 
fehlenden  Wurzeln  liefert,  wäre 

— x»— 3.x-4+35x3+27x-—  1 78a—  1 68  =  0  oder 
(3)  x*  +3x*—  35s3— 27o;'i+178x+168  =  0 

Da  2  hier  noch  Divisor  des  letzten  Gliedes,  so  prüfen  wir 
vor  Allem,  ob  2  noch  Wurzel  dieser  Gleichung  (3)  sei.  Wir  be- 
kommen so: 

1  +3  —35  —27  +178  +168 
+17+104  262 


x=  2 


+  52  +131  +  84|; 
Die  Summe  +17  ist  nicht  mehr  theilbar  durch  2 ;  daher  2 
keine  Wurzel  der  Gleichung  (3)   oder  keine  wiederholte  Wurzel 
der  Gleichung  (1). 

Wir  probiren  daher  den  nächsten  Divisor  des  letzten  Gliedes 
in  (3),  nämlich  3  und  bekommen: 

1  +3  _35  _27  +178  +168| 
_3  _18  +51  +234 


x  =  3 


_1  _  6  +17  +  78  +  56; 
Es   ist  somit  a?  =  3  eine  Wurzel  der  Gleichung  (3).  Nach 
Division  derselben  durch  x — 3  bekommen  wir  die  Gleichung: 
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des  letzten 


(4)    —  6x3+17a?2+78a;+5G=0, 
deren  letztes  Glied  nicht  mehr  durch  3  theilbar  ist. 

Wir  untersuchen  daher  den  nächsten  Divisor  4 
Gliedes  und  bekommen: 

—  1  — G  +17  -f-78  +561 

+4  +40  +92  ;  

+1  +10+23  +14  $s4 
Da  der  letzte  Quotient  +1  gleich  dem  Coeffizienten  des 
lsten  Gliedes  mit  entgegengesetztem  Zeichen,  so  ist  4  eine  Wur- 
zel der  Gleichung  (4)  und  somit  auch  der  ursprünglichen  Glei- 
chung (1).  Indem  wir  durch  Division  mit  x  —  4  die  Gleichung 
(4)  von  der  Wurzel  4  befreien,  bekommen  wir  die  Gleichung 

(ft )    xz+ 1 0ar+23a+-14= o, 
also  eine  Gleichung  3ten  Grades  mit  lauter  positiven  Coeffizienten. 
Diese  Gleichung  hat  daher  keine  positiven  Wurzeln  mehr  und 
wir  untersuchen  die  negativen  Divisoren  des   letzten  Gliedes 
+14,  welche  siud  — 1,  — 2  und  — 7. 

Prüfen  wir  zunächst  —1,  so  kommt 


1  +10  +23  +14 

+  1  +  9 

_1_9  —14. 

X—  — 

Es  ist  also  x= — 1  eine  Wurzel  der  Gleichung  (5)  und 
— X-—  9a?— 14=0  oder  a;2+9a;+14=0  die  Gleichung,  welche  die 
noch  fehlenden  Wurzeln  liefert.  Dass  —  1  keine  Wurzel  der 
Gleichung  (5)  mehr  ist,  zeigt  sich  sofort.  Wir  probiren  daher 
— 2  und  finden 


-1  —9 
—2 


-14! 


+1  +  7|  x=—2 
Es  ist  somit  — 2  eine  Wurzel  der  Gleichung  a;-+92?+14=0 
und  nach  Entfernung  derselben  erhalt  man   die  Gleichung  ersten 
Grades  #+7=0  oder  o?=  —  7. 

Wenn  wir  die  Divisoren,  welche  keine  Wurzeln  sind,  weg- 
lassen, so  stellt  die  nachfolgende  Uebersicht  die  zur  Bestimmung 
der  Wurzeln  nöthigen  Operationen  dar: 
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xi+0.x«— 4  2x  5+84 x*+ 1 89a3—  1 20a?2— 1 48#+3 36 
 i             i      i  4.1           43   932  4-188 

=0 

—  1    —  1    +41    —  43    —232     +188  +330 
i9     iß          70           54  4-356 

x=l 

+  1    +  3  —  35    —  27     +178  +168 
  3          )8     +51  +234 

x=2 

—  1—6+17     +78  +  56 
_i_     1     4-  40      4-  92 

x=3 

+    1     +10      +'23  +  14 

+  i    +  y 

x=4 

  i                 q        i  a 

a?= — l 

+  1+7 

#=— 2 

3  tes  Bei  spiel :                                  —  1 

f(x)=xb—18x*+12$xz—428x2—70bx—4b0=0 
Da  diese  Gleichung  vollständig  ist  und   einen  regelmässigen 
Zeichenwecbsel  darbietet,  so   hat  sie    keine  negativen  Wurzeln 
(siehe  Nro.  315,  (4));   wir  brauchen. daher   nur  die  obere  Grenze 
der  positiven  Wurzeln  aufzusuchen.    Es  ist  nun 

Aa;)=a;Ha;-18)+126a;2(a;  -  *2J)+705(a;—  f^), 
woraus  man  sofort  erkennt,  dass  für  a?=18  und  jede  noch  grös- 
sere Zahl  fix)  positiv  ausfällt.  Es  ist  daher  1  =  18  eine  obere 
Grenze  der  positiven  Wurzeln  und  die  sämmtlichen  reellen  Wur- 
zeln liegen  demnach  zwischen  0  und  18.  Nun  ist  450=  2.3.3.5.5 
und  die  zwischen  diesen  Grenzen  liegenden  Divisoren  des  letzten 

Gliedes  sind  demnach 

1,  2,  3,  5,  6,  9,  10  und  15. 
Die  Prüfung  von  1  zeigt,  dass  1  keine  Wurzel  ist  und  durch 
nachstehende  Rechnung  finden  wir  2  als  einfache,  3   und  5  dage- 
gen als  doppelte  Wurzeln. 


a;5_i8a;4+i26a;3- 
—  2    +  32  — 

-428a?-+705a;— 450 
188  +480 

=0 

—  1     +  16  — 

+    3  — 

94    +240  —225 
39  +165 

a?=2 

+    1  — 

13   +  55   —  75 
3+30 

#=3 

—    1  +10—25 
+  5 

a?=3 

+    1    —  5 

j:— 5 

—  1 

|  a;=5 
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Es  ist  somit 

xs  —  i  $x*+i  26a?3— mx2+70bx—i50= (x— 2  )(x— 3)*(a?--5)* 
wie  man  sich   leicht  durch   Ausführung   der  Multiplikation  über- 
zeugt. 

323.  Wir  gehen  nun  an  die  Bestimmung  der  gebroche- 
nen kommensurabel  n  Wurzeln  einer  Gleichung  /(x)  =  0, 
nnissen  aber  zunächst  noch  einige  vorbereitende  Aufgaben  lösen. 

Inf  gäbe:  Eine  Gleichung 

(1 )    x"'+Ptx'"-i+i>y^  *+....Pm-m+Pm**Q 
zu   verwandeln  in   eine  andere,  deren  Wurzeln  das 
A'fache  von  den  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung 
seie  u. 

Auflösung.  Bezeichnen  wir  die  Wurzel  der  neuen  Glei- 
chung mit?/,  so  wird  verlangt,  dass  y^kx  oder  x=  —  sei.  Durch 

k 

Hinführung  dieses  Werthes  von  x  in  die  Gleichung  (1)  erhalten 
wir  unmittelbar  die  gesuchte  Gleichuug.    Sie  wird  daher  sein 

ar+ ■■■>*-, 

m  m  —  l  m —  3 

J=  +  +  **  pPT  +  « •  ^ ,  f  *  %  *  0,  oder 

(2)       +  P{kym  ~ 1  -HP^V1"'  +  •  •  k»1-1  y+PJm  =  0 

eine  Gleichung,  welche  aus  (1)  abgeleitet  werden  könnte,  wenn 
man  die  Glieder  von  (1)  successive  mit  A'°,  A*1,  k2  .  .  .  km~[  und  km 
multipliziren  würde. 

324.  Aufgabe.  Eine  Gleichung  mit  gebroche- 
nen Coeffizi  en  ten  in  eine  andere  mit  ganzzahligen 
Coeff  iz  ienten  zu  verwandeln,  welche  die  Einheit 
zum  Coe  ffiz  ienten  des   er  st  en  Glied  es  h  abe. 

Auflösung.  Wir  suchen  das  kleinste  gemeinschaftliche 
Vielfache  der  Nenner.  Wenn  A*  dasselbe,  so  multipliziren  wir  die 
Glieder  unserer  Gleichung  der  Keine  nach  mit  ft»,  A'1,  k2..Jcm,  so 
ist  die  neu  entstandene  Gleichung  die  verlangte.  Denn  offenbar 
sind  die  Coeffizienten  dieser  Gleichung  sammtlich  ganze  Zahlen 
und  der  Coeffizient  des  ersten  Gliedes  ist  «1.  Ihre  Wurzeln  sind 
nach  dem  Vorigen  das  A'fache  von  den  Wurzeln  der  gegebenen 
Gleichung. 

Soll  z.  B.  die  Gleichung 

(1)     x*-%x2+ix-l  =  0 

Orelli,  Algebra,  '2te  Auflage.  29 
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in  eine  andere  verwandelt  werden,  deren  Coeffizienten  ganze  Zah- 
len sind  und  welche  die  Einheit  zum  Coeffizienten  des  ersten  Glie 
des  hat,    so   setzen    wir  /.  =  dem   kleinsten  gemeinschaftlichen 
Vielfachen  der  Nenner,  also  =  3.8=24  und  bekommen: 

(2)    x*—*Ux-+lkh:—lk*  =  0, 
die  offenbar  ganzzahlige  Coeffizienten  bekommt,  wenn  man  Ä  =  J4 
setzt.    Man  erhält  dann  nämlich 

(3)         16#2+432.2,—  1 2096  =  0. 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  nach  dem  Vorigen  das 
24fache  von  den  Wurzeln  der  Gleichung  (1). 

Anmerkung.  Häufig  kann  man  die  Zahl,  mit  deren  ver- 
schiedenen Potenzen  die  Glieder  der  Gleichung  multiplizirt  wer- 
den müssen,  um  eine  von  Nennern  freie  Gleichung  zu  erhalten, 
kleiner  wählen,  als  das  kleinste  gemeinschaftliche  Multiplum  der 
Nenner.    In  der  That  zeigt  der  blosse  Anblick  der  Gleichung  (2), 

dass  der  Coeffizient  ^  für  k  =  3,  die  beiden  andern  -j^  und 
3  4 

7/c3 

— aber  schon  für  k  =  2  zu  ganzen  Zahlen  würden.  Wenn  man 

daher  k  =  2.3  =  6  wählt,  so  erhält  man  statt  der  Gleichung  (3) 
die  viel  einfachere: 

(4)  xz—4xi+2ix— 189  =  0 
Sei  ferner  die  Gleichung 

xt-lx^+lx— £  =  0 
zu  transformiren,  so  setzen  wir  fc= 4.9=36  und  bekommen 
a;3—90o;2-f-972^— 36288  =  0. 
Mau  erreicht  aber  den  Zweck  auch,  wenn  man  k  =  2.3  =6 
setzt,  wodurch  man  die  einfachere  Gleichung 

a;3_1 5^27^—168  =  0  bekommt. 
Sei  3tens  gegeben  die  Gleichung 

(1)  *«-***+rtaHTVr-o,  - 

so  brauchen  wir,  um  sie  in  eine  andere  zu  verwandeln  mit  ganzen 
Coeffizienten,  welche  aber  doch  die  Einheit  zum  Coeffizienten  des 
ersten  Gliedes  habe,  nicht  k  =  dem  kleinsten  gemeinschaftlichen 
Vielfachen  der  Nenner  d.  h.  nicht  =  675  zu  setzen,  sondern  es 
genügt  schon,  £  =  3.5  =  15  zusetzen.  In  der  That:  WTenn  wir 
die  Glieder  der  Gleichung  mit  A*°,  j%  /c2,  multipliziren,  so  be- 
kommen wir 
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und  da  erkennt  mau  nun  sofort,  dass  ^  für  k  =  5,  und 

5  75  135 

für  /.  =  3.5  ganz  werden.  Wir  bekommen  f ür  k  =  15  die  Glei- 
chung 

(3)    x3— 12a;2  +  24-*-f-275=0, 

eine  Gleichung,  deren  Wurzeln  das  15  fache  von  den  Wurzeln  der 

( rleichtmg  (1)  sind. 

Die  hier  gelöste  Aufgabe  könnte  mit  andern  Worteu  auch 

bo  gestellt  werden:  Eine  beliebige  Gleichung 

Axm+Aixfn-]+Anx'n-'+  ...A     t  x+A  =0 
1  -  w — 1  m 

in  eine  andere  zu  verwandeln,  welche  die  Einheit  zum  Coeffizien- 
ten des  ersten  Gliedes  und  daneben  lauter  ganzzahlige  Coeffizien- 
ten  habe. 

325.  Lehrsatz:  Eine  Gleichung,  deren  erstes  Glied  den 
Coeffizienten  1  hat  und  deren  übrige  Coeffizienten  sämmtlich 
(jd/ize  Zahlen  sind,  kann  keine  gebrochenen  kommensurah ein  Wur- 
zeln haben. 

Gesetzt,  die  Gleichung 

xM+Pxxm'  ,+P2rrm-2-f- .  .  .Pm_x+Pm  =0  (1), 
deren  Coeffizienten  P,,  P2  bis  Pm  sämmtlich  ganze  Zahlen  seien, 

Hesse  den    nicht  reduzirbaren  Bruch  —  als  Wurzel  zu,  so  miisste 

6 


m—  l 


oder,  wenn  man  .    auf  die  andere  Seite  schafft  und  dann  noch 
om 

mit  bm~l   beide  Seiten  multiplizirt : 
P,a—i  +P2»«"  2+P,6^m~:i-h....Pm6m-1  =-  |?  (2) 

Da  a  prim  zu  b,  so  ist  die  rechte  Seite  ein  Bruch,  die  linke 
aber  eine  Summe  von  lauter  ganzen  Zahlen;  also  ist  die  Glei- 
chung (2)  unmöglich  und  daher  auch  die  Annahme,  welche  uns 
auf  die  Gleichung  (2)  geführt  hat,  unzulässig. 

Die  reellen  Wurzeln  einer  solchen  Gleichung  können  also 
nur  ganze  oder  dann  inkommensurable  Zahlen  sein. 

Zusatz  1.    Soll  ein  nicht  reducirbarer  Bruch  Wurzel 

einer  Gleichung  f\x)  =  0  sein,  so  muss  sein  Zahler  a  Divisor  des 
letzten  Gliedes  und  sein  Nenner  b  Divisor  vom  Coeftizicnten  A 
des  ersten  Gliedes  sein. 

29* 
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Zusatz  2.  Legt  man  deu  (Koeffizienten  P,,  P2 .  . .  Pm  in 
Gleichung  (D  nicht  mehr  die  Bedingung  auf,  dass  sie  ganze  Zah- 
len sein  sollen,  sondern  nur  noch  die,  geschlossene  dekadische  Zah- 
len zu  sein,  dann  kann  die  Gleichung  (1)  allerdings  gebrochene 
W  urzeln  zulassen;  diese  sind  dann  aber  Brüche,  welche  endliche 
Decimalbrüche  liefern.    So  lässt  die  Gleichung 

x3—  1,65a?2-  0,685aM-l,02  =  0 
die  Wurzeln  x  =  0,75  =  \ 

m          17    M 

und  #=  —  0,8= — |  zu. 

32C.  Wir  wollen  nun  die  Bestimmung  der  gebrochenen  kom- 
mensurablen Wurzeln  an  speciellen  Beispielen  zeigen. 

Beispiel  1.  36#5—  36a?4+47a?a— 37#2-f-l lx— 1=0 
Diese  Gleichung  hat  jedenfalls  keine   negativen  Wurzeln, 
weil  sie  vollständig  ist  und   einen  regelmässigen  Zeichenwechsel 
darbietet  i4te  Consequenz  in  No.  315).    Um  die  obern  Grenzen 
der  positiven  Wurzeln  zu  finden,  bringen  wir  f{x)  in  die  Form 

fe)=3ßx*(x— 1)4-1 7x--(^~ Ji)^11^— A)^ 
woraus  wir  sofort  erkennen,  dass  für  .?:=  oder  grösser  als  1  f(x) 
stets  positiv  wird,  die  reellen  Wurzeln  dieser  Gleichung  also  zwi- 
schen 0  und  1  liegen  müssen.  "Um  sie  zu  finden,  dividiren  wir 
die  Gleichung  durch  den  Coeffizienten  des  ersten  Gliedes  und 
bekommen 

(1)  +         H*J  +  .Ur-*V  =  0 
Setzen  wir  nun  .r=        so  geht  (1)  über  in 

Hier  erkennt  man  gleich,  dass  für  A  =  6  sämmtliche  Coeffi- 
zienten ganze  Zahlen  werden.    Man  erhält  nämlich  für  A==6: 

(2)  y5__6z/4  +  i7z/3  _222f/2+396#— 216  =  0 

als  neue  Gleichung,  deren  Wurzeln  gerade  das  6  fache  von  den 
Wurzeln  der  Gleichung  (1)  sind.  Diese  liegen  zwischen  0  und  1, 
somit  die  reellen  Wurzeln  von  (2)  zwischen  0  und  6  und  wir  ha- 
ben daher  nur  die  unter  6  liegenden  Divisoren  des  letzten  Glie- 
des zu  prüfen,  also  die  Zahlen  1,  2,  3  und  4.  Wir  bekommen 
dabei  folgende ,  aus  dem  Vorangegangenen  verständliche  Rech- 
nung : 
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yt  —  6?/«+47y3-  222^+396*,-216 
_1    +  5    _  42  4-180 

—1    +  5   —  42  +180  —216 

+  2    —    6  +  72 

+  1—3+36  —  1U8 

—    3   +  0 

1    .h    0  —  36 

Es  sind  daher  y  =  1,  2  und  o  Wurzeln  der  Gleichung  (2) 
und  die  übrigen  Wurzeln  werden  gefunden  durch  Auflösung  der 
Gleichung 

—1,2—36  =  0 
y*+36  =  0 
woraus  folgt:  y  =  +6^ — 1« 

Die  Gleichung  (2)  hat  somit  die  5  Wurzeln 

Vi**},  #2  =  2>  y3=3'  y4=+6>/"-1  und  y5= — 6V — 1 

Nun  war         -|£  ;  daher  werden 
b 

#t  =£,  ^2=^  ^.<=i)  #4=+V  — 1  und  o; 6  =  —  V — 1 
die  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  (l)  sein. 

Beispiel  2.    Es  sollen  die  Wurzeln  der  Gleichung 
(1)  180a;6— 684#5+667a;*+2l7a;3  — 768*2+436.z— 80  =0 
bestimmt  werden. 

Zur  Bestimmung  der  obern  Grenze  für  die  positiven  Wur- 
zeln haben  wir: 

f{x)=  1  8te*6»4$ff)  4-  607.^— i|f )  +  247te3— ^+436* 
Für  o;  =  4   und  jede  noch  grössere  Zahl  wird  /ft/;)  positiv, 
daher  L  =4.    Um  die  absolute  ol  ere  Grenze  der  negativen  Wur- 
zeln zu  finden,  setzen  wir  X  =  — x\  so  kommt 
(2)    f{x)=f{— #')=180#'M-684#'5+667#'4~ 247a"3—  768a?'2— 

436a?'— 80  =0 

Zur  Bestimmung  der  obern  Grenze  der  positiven  Wurzeln 
dieser  Gleichung  gruppiren  wir  die  Glieder,  wie  folgt: 

/|^a*)Ä(180 

ä  >         ^  e 

Für  0J==2  wird  jede  der  3  Gruppen  ^4,  5  und  C  positiv 
und  ebenso  für  jedes  #>2  ;  daher  £=2  eine  obere  Grenze  für 
die  positiven  Wurzeln  der  Gleichung  (2  )  und  daher  -  eine  ab- 
solute obere  Grenze  für  die  negativen  Wurzeln  der  ursprünglichen 
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Gleichung.  Es  liegen  daher  die  reellen  Wurzeln  unserer  Gleichung 
(1)   sämmtlich  zwischen    — J   und  +  4  und  wir  können  zunächst 
die  ganzzahligen  Wurzeln  derselben  aufsuchen.    Da   /Il)  =  1530 
— 1532=     2,  so  ist  1  keine  Wurzel  und  wir  probiren  daher  von 
den   3  einzigen    zwischen  -  2   und  -f4  liegenden  Divisoren  1,  2 
und  — 1  des  letzten  Gliedes  den  Divisor  2  zunächst  und  bekommen  : 
180jf6-684.r5+667./;4  +  247#3-  768#2+436#— 80 
—360    -f-648    —  38    -570  +396 
—180   +324     -  19   -285   -f-198  —40  ~^T2 
Der  letzte  Quotient  ist  gleich  dem  Coeftizienten   des  ersten 
Gliedes  mit  entgegengesetztem  Zeichen;  folglich  ist  2  eine  Wurzel. 
Um  zu  erfahren,  ob  2  nochmals  Wurzel  sei,  haben  wir  folgende 
Rechnung : 

—180+324—  19—285+198—40 

 —117—196+178  I 

—  98+  89— 20\x^2~ 
Da  —117  nicht  mehr  durch  2  theilbar,  so  ist  2  keine  Wur- 
zel unserer  Gleichung  und  da  überdies  2  der  grösste  unter  der 
obern  Grenze  4  liegende  Divisor  des  letzten  Gliedes,  so  hat  die 
Gleichung  überhaupt   keine  ganzzahlige   positive   Wurzel  mehr. 
Wir  haben  daher  nur  noch  den  Divisor  — 1  zu  probiren. 
—180+324—  19— 285+ÜI8— 40 
—180+504—523+238  ' 
+180—504  +523— 238+4  0|i^^l. 
Da  der  letzte  Quotient  gleich  ist  dem  Coeffizienten  des  er- 
sten Gliedes  mit  entgegengesetztem  Zeichen,  so  ist        — 1  eine 

Wurzel  unserer  Gleichung  und  die  von   den  Wurzeln  2  und   1 

befreite  Gleichung  lautet: 

(3 )  1 80a;4— 5'  >4*3+523x2 — 238a?+40  =  0. 
Diese  Gleichung  ist  vollständig  und  hat  einen  regelmässigen 
Zeichenwechsel;  sie  knun  folglich  keine  negativen  Wurzeln  mehr 
zulassen.  Wenn  sie  also  noch  reelle  Winzeln  hat,  so  können  es 
nur  gebrochene  oder  inkommensurable  positive  Wurzeln  sein. 
Eine  obere  Grenze  derselben  ist,  wie  sich  durch  Zerlegung  leicht 
findet,  jedenfalls  3. 

Um  noch  die  gebrocheneu  inkommensurabeln  Wurzeln  zu 
finden,  dividiren  wir  erst  durch  den  Coeffizienten  des  ersten  Glie- 
des, wodurch  wir  bekommen: 

(3a)    x*  -  ^aj'+Hf»1—  'sVs+ff =0 
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Setzen  wir  x  =       so  kommt 

n 

*        5  "      18u    J        90    *  9 
Setzt  man  hier  A*  =  30,  so  werden  alle  Coeffizienten  ganz 
und  man  erhält  als  transformirte  Gleichung: 

(4)  y4__  84^+2615^— 3.">700i/-f-180000=0, 
deren  Wurzeln  das  30  fache  der  Wurzeln  der  Gleichung  (3)  sind, 
und  da  die  letzten  /.wischen  0  und  3  liegen,  so  werden  die  der 
Gleichung  (4)  zwischen  0  und  90  liegen.  Die  zwischen  diesen 
Grenzen  liegenden  Divisoren  des  letzten  Gliedes  sind:  1,  2,  3,  4, 
5,  6,  8,  10,  12,  15,  18,  20,  24,  25,  30,  32,  36,  40,  45,  48,  50, 
60,  75,  80. 

Die  Prüfung  derselben  zeigt,  dass  von  1   bis  12  keiner  die 
Gleichung  verifizirt,    dass  dagegen  15,  20,  24  und  25  Wurzeln 
der  Gleichung  (4)  sind,  welche  Rechnung  mit  Weglassuug  der  Di- 
visoren, die  keine  Wurzeln  sind,  in  Folgendem  dargestellt  ist: 
y4_84y3_j_2615f/2— 35700^+180000 
—  15   +1035  —23700 


_  1    +    69    —  1580  -f-  12000  ^=15 
+    20    —    980  _ 

/  =  20 


_l-      i    _     49  +     600 1 
Die  von  den  Wurzelu  15  und  20  befreite  Gleichung  heisst 

somit : 

yt— 49</+60')«=0 
woraus  folgt:  y=  V  ±  V(V  )*— 600 

49W2  4  Ol  —  2 100      49  ±  1 

V=  —  ^  =  ~2"; 

daher  #=^  =  25  und  ?/=  V=24  die  beiden  andern  Wurzeln. 
Die  Wurzeln  der  Gleichung  (4)  sind  also: 

V|  =  15,  y2«20,  .v3=21,  y4=2b 
und  daher  die  Wurzeln  von  (3)  : 

%*tj«4?  ^=12=!^  »s*!H  und  •i-IIHh 

somit  die  sämmtlichen  Wurzeln  der  Gleichung  (1): 

— 1,  2,  |,  J,  |  und  |  und  daher  das  Polynom 
180a;6— 684sc5+667x4+247a;3— 768x2+436x— 80= 

180(aH-l)te— 2)(x— hyx— f  )(*'-4X*-*  )* 
(#+1)0— 2)(2#-l)(3#—  2)(5a-4)(6#— 5),  was 
man  bei  wirklicher  Ausführung  der  Multiplikation   auch  bestätigt 
findet. 
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327.  Beschränkung  der  Anzahl  der  als  Wurzeln  zu 
prüfenden  Divisoren  desletzten  Gliedes. 
Wenn,  wie  in  dem  eben  behandelten  Beispiel,  die  Anzahl 
der  zu  prüfenden  Divisoren  gross  ist,  so  kann  man  eine  Anzahl 
von  Faktoren,  die  keine  Wurzeln  sind,  durch  ein  einfaches  Verfah- 
ren ausschliessen.  Wenn  nämlich  a  eine  Wurzel  der  Gleichung 
/•(#)=0,  so  ist  f(x)  theilbar  durch  x—a   (Nro.  307,  Zusatz  1) 

und  die  sämratlichen  Coeftizienten  des  Quotienten  sind  nach 

X — n 

Nro.  308  ganze  Zahlen,  wenn  die  Coeffizienten  von  fx\  es  sind. 
Bezeichnen  wir  mit  fx  (x)  diesen  Quotienten,  so  haben  wir  also  die 
identische  Gleichung:      f[x)=(x- a)ft(x). 

Aus  dieser  ergeben  sich  folgende  2  Gleichungen: 
1.,  für  x=l:  /tlMl-^0)^-(»^^(l) 
2.,  für  1:  /( — 1 ) = (— 1  —  u ;/',  (— 1 ) = — ( a-*- 1 )/;  (—  1 ) 

Da  aber  /(l)  und  /'( — 1)  beide  ganze  Zahlen  sind,  so  er- 
kennen wir  hieraus,  dass  wenn  a  eine  Wurzel  der  Gleichung 
/(#)=0ist,  alsdann  die  um  1  verminderte  Wurzel  /'(l),  die  um 
1  vermehrte  Wurzel  aber  f( — 1)  theilen  muss. 

Jede  ganze  Wurzel  der  Gleichung  f{x)=0  hat  demnach  die 
doppelte  Eigenschaft,  um  1  vermehrt  f[~  1),  und,  um  1  vermin- 
dert, fi+l)  zu  theilen.  Divisoren,  welche  diese  beiden  Eigenschaf- 
ten nicht  zugleich  besitzen,  können  daher  von  vorn  herein  als 
nicht  Wurzeln  weggeworfen  worden. 

So  hatten  wir  im  vorigen  Beispiel: 

/X^)=<y4-84?/3-f2r,15//2_35700^-hl80000=0 
als  zu  prüfende  Divisoren  des  letzten  Gliedes: 
1,  2,  3,  4,  5,  6,  8,  10,  12,  15,  18,  20,  24,  25,  30,  32,  36,  40, 
45,  48,  50,  60,  75,  80. 

Nun  ist  /(1)  =  1_ 84+2615— 3570O-f-180000=146832= 

2«. 3.  7.  19.  23  und 
/*(—!)=  1 +84+2 6 1 5-f-  3 5 700+1 8(  0<  0 = 2 1 8 1 00 = 2  * .  3  .  52 . 7 . 1 3. 

Wir  haben  hier  f\l)  und  /(— 1)  in  ihre  Priniiaktoren  zer- 
legt, weil  man  dann  unmittelbar  die  Tlieilbarkeit  beurtheilen  kann. 
Die  Divisoren  2,  3,  4  und  5  erfüllen  beide  Bedingungen,  dagegen 
6  nicht;  denn  f(l)  ist  nicht  theilbar 'durch  6—1  oder  5;  also  ist 
6  zu  streichen-,  ebenso  8;  denn  8+1  =  9  theilt  nicht  f( — 1); 
ebenso  10  und  12;  denn  10+1  theilt  nicht  f{— 1)  und  10—1 
nicht  /(l);  12  ist  zu  streichen,  weil  12+1  =  13  zwar  wohl  /*(—  1), 
dagegen  12—1  =  11  nicht  fil)  theilt,  u.  s.  f.    Wenn  wir  in  dieser 
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Weise  fortfahren,  so  finden  wir,  dass  18  und  sämmtliche  auf  25  fol- 
gende Divisoren  weggeworfen  werden  müssen.  Es  bleiben  dem- 
nach als  Wurzeln  nur  zu  prüfen:  1,  2,  3,  4,  5,  15,  20,  24  und 
25,  wodurch  die  Rechnung  sehr  vereinfacht  wird. 

328.  Bestimmung  des  grössten  gemeinschaftli- 
chen Divisors  zweier  ganzen  algebraischen  Funk- 
tionen f(x)  und  ff(x).  Denkt  man  sich  jede  der  beiden  Funk- 
tionen f(x)  und  ff{x)  in  ihre  Faktoren  des  ersten  Grades  zerlegt 
(Nro.  313),  so  kann  es  geschehen,  dass  einzelne  dieser  Faktoren 
beiden  Funktionen  gemeinschaftlich  zukommen.  Das  Produkt 
sämmtlicher  den  beiden  Funkti  onen  gern  einschalt  1  i- 
chen  Faktoren  des  ersten  Grades  heisst  dann  ihr 
grösster  gemeinschaftlicher  Divisor. 

Die  Bestimmung  desselben  ist  ganz  analog  der  des  grössten 
gemeinschaftlichen  Divisors  zweier  ganzen  Zahlen.  Wenn  z.  B. 
f(x)  von  höherem  Grade  ist  als  ff(x\  so  dividiren  wir  f(x)  durch 
cpix)  so  lange,  bis  wir  zu  einem  Rest  kommen  von  niedrigerem 
Grade  als  der  Divisor.  Mit  diesem  Rest  dividiren  wir  in  den  er- 
sten Divisor  wieder  bis  wir  einen  Rest  erhalten  von  niedrigerem 
Grade  als  der  als  Divisor  verwendete  erste  Rest  und  fahren  so 
fort,  bis  wir  zu  einer  Division  kommen,  die  aufgeht  oder  dann  zu 
einem  von  x  unabhängigen  und  von  Null  verschiedenen  Rest.  Im 
ersten  Fall  ist  dann  der  Divisor  der  letzten  Division  der  gesuchte 
grösste  gemeinschaftliche  Divisor;  im  letzten  Fall  existirt  gar  kein 
gemeinschaftlicher  Divisor  zwischen  f(x)  und  ff(x)  d.  h.  die  beiden 
Funktionen  sind  prim  unter  sich. 

Gesetzt  f(x)  '  ff  (x)  gebe  als  Quotient  Q  und  als  Rest  R 


so  schreiben  wir  wieder  so  viele  Gleichungen  an,  als  Divisionen 
vorkommen,  deren  jede  ausdrückt,  dass  der  Dividend  gleich  dem 
Produkt  aus  dem  Divisor  in  den  Quotienten  mehr  dem  Rest  sei. 
Wir  haben  dann: 


(f  {x)  :  R 
R  :  «, 
Bt  :  R, 


Ä, 

«3 


fi4=0, 


1.,  fix)  ='/(*;.(?  +R 
2.,  59(as)*  R  .Q,+R, 
3.,    R  =  /f,  .  Q.+R, 
4.,    fi,  =  «,  .Qa+Rl 
B.,    /{,=  Rt.Q, 
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Durch  Wiederholung  des  Kaisonnements  vou  Nro.  154  finden 
wir,  1.,  dass  R3  wirklich  gemeinschaftlicher  Divisor  der  beiden 
Funktionen  f(x)  und  (fix)  ist,  und  2.,  dass  kein  gemeinschaftli- 
cher Divisor  von  höherem  Grade  als  RA  existirt. 

Anmerkun g.  Der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  zweier 
Funktionen  f[x)  und  <f(x)  wird  nicht  verändert,  wenn  man  eine 
derselben  mit  irgend  einer  Grösse  multiplizirt  oder  dividirt,  welche 
zu  der  andern  prim  ist.  Denn  die  den  beiden  Funktionen  ge- 
meinschaftlichen Primfakturen  werden  nach  dieser  Multiplikation 
oder  Division  noch  genau  dieselben  sein,  wie  vorher,  weil  ja  nach 
Voraussetzung  die  Grösse,  mit  der  man  die  eine  der  beiden  Funk- 
tionen multiplizirt  oder  dividirt  hat.  mit  der  andern  gegebenen 
Funktion  keinen  Faktor  gemein  hat.  Es  wird  somit  auch  das 
Produkt  der  den  beiden  gemeinschaftlichen  Primfaktoren  d.h.  der 
grösste  gemeinschaftliche  Divisor  nachher  noch  derselbe  sein,  wie 
vorher. 

Man  kann  hievon  Gebrauch  macheu,  um  die  Rechnung  zu 
vereinfachen,  indem  man,  um  die  bei  der  Division  entstehenden 
gebrochenen  Coeffizienten  zu  vermeiden,  den  Dividenden  mit  einem 
passenden  Zahlenfaktor  multiplizirt.  Ebenso  wird  man,  wenn  in 
einem  Pest  ein  allen  Gliedern  gemeinschaftlicher  Faktor  vorkommt, 
diesen  ohne  weiteres  weglassen  können. 

B  e  i  s  p  i  e  1 1 .  Den  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  zwischen 
/  (a?)=a;4 — 1 4#3+7  Ix2—  1 54a?+ 1 20 
und  (f>{x)  =  x* — 10x2+29x — 20  zu  suchen. 

Erste  Division. 

xi—Uxt+llx1— 154^+120         10x2+2$x— 20 

x*— I0x*+2dxl—  20x  X—4 

—  4x3+tex2— 134x4-120 

—  4x3+40x2— 116x+  80 

2x2—  18x+  40 
Dieser  Rest  ist  theilbar   durch  2;  wir  lassen   daher  diesen 
Faktor  2  weg  und  nehmen  x2 — 9#-f-20  als  Divisor  für  die  nächste 
Division. 

2  t  e  Di  v  isio  n. 
x3— li)x2+2dx—2Q  \x2— jMHkgg 
x3—  9x-+20x  x—1 

—  x2-b  9#-20 

—  ag+  9x—20 

0 
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Da  dieser  Rest  =  0,  so  ist  x1 — 9^+20  der  grosste  gemein- 
schaftliche Divisor  dieser  beiden  Funktionen. 

Beispiel  2 .  Den  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  zu 
suchen  zwischen 

f{x)=x'  -%x*+\$x*+blxl— 198oH-135 
und  </>(x)=2xz—l  bx2+S7x—  1 5. 

Zur  Vermeidung  von  Brüchen  multipliziren  wir  f(x)  mit  2 
und  bekommen  dann: 

Erste  Division. 

2X 3 _ 1 6a;4 +2 6x*+ 1 1 4 o;- — 396a;+2  70  [2a;3— loq;2+37a;---15 

2g;5  — 15a;4-f-37q;3—  15:<-   x-— x— 37 

ZI    :/;  < — 11  a;3-f-  1 2 §p —3 9  6 j?-f-2 70  oder,  mit  2  multiplizirt : 

—  2x*—  22x?+2b8x2— 792*+ 540 

—  2x*+lbx*—  37a?+  15a; 

_;j 7#3+295a;2— 8<>7a+540  oder,  mit  2  multiplizirt: 
__74#3+590a;2—  1 6 14o+l  OSO 
—7±x3+bbbx'—  1  agggj-  555^ 
ß=  35a;*-  245a;+  525; 

daher  ~  =x- — 7o+15. 

6o 

Zweite  Division : 
2a;3 — 15a?2+37a; — 15  \xl— 7jt+ 15 
2xz—Ux'l+^>x  2x—\ 


— x'l+7x— 15 
—    a;2+  7a;— 15 
0 

Also  ist  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  unserer  2  Po- 
lynome =  x1 — 7a;+15. 

B  e  i  sp  i  e  1  3.  Den  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  zwischen 
/  {x)=x*+2x*-~  3x2+bx—  1 2 
und  /*'(#) =4#3-HGa;2  —  6o+5  zu  bestimmen. 

Iste  Division. 

Um  die  Division  ohne  Brüche  möglich  zu  machen,  multipli- 
ziren wir  den  Dividenden  mit  1  und  bekommen: 

4o;4+8o;3—  12o;2+20a;—  48  14q;3+6a;2—  6q+5 
4o;4+6o;3—  6ar+  bx  x+l 


2a;3--  6a;2+15a;— 4* 
mit  2  :  4^:!— 12o;-+30a;— 96 

4o;3+  6a;2—  Qx+  b 
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Wir  dividiren  diesen  Rest  durch  —  1  d.  h.  nehmen  das  Ent- 
gegengesetzte desselben  als  Divisor  für  die  2te  Division. 

2te  Division. 
4x2+   6x2—  6x+  5  \\8z2— 36q;-H01 
mit  9  :     36o;3+  54a;2— 54o;+45  2x+7 
36xl— 72a??+202a: 
+  126a?-— 256a:+45 
126&»— 252^707 
R=z        —   4a:— 662 

—?  =  2*+331. 

Dritte  Division: 
18a;2—    36o;-f-      101  |2a+331 
18x-+  2979a;  9a;— 3015 

— 3015o;+  101 
mit  2:  _6030o;-h  202 

—6030a;— 997965 
Rest  =  -f-998167 
Es  bleibt  also  ein  von  x  unabhängiger  Rest;  folglich  hat 
f(x)=x*-t-2x2— 3o;2+5o; — 12  mit  ihrer  ersten  Ableitung  f'(x)= 
4x3+Qx2 — 6o;-f-5  keinen  gemeinschaftlichen  Divisor. 

329.  Gemeinschaftliche  Wurzeln  zweier  Glei 
chungen.  Aus  dem  Vorigen  folgt  leicht,  dass  man  die  ge- 
meinschaftlichen Wurzeln  zweier  Gleichungen  f{x)—0  und 
y(a?)  =  0  finden  kann,  wenn  man  den  grössten  gemeinschaftlichen 
Divisor  zwischen  f(x)  und  q>{x)  sucht  und  diesen  =  0  setzt. 
Denn  wenn   D  der   grösste  gemeinschaftliche  Divisor,   so  sind 

die  Quotienten         =  ftfa)  un(l         =  <fx(x)   prim  unter  sich. 

Da  nun  f(x)  —  D.fx(x)  und  (f{x)=D .  Wi(x),  so  können  die  beiden 
obigen  Gleichungen  ersetzt  werden  durch 

D.f\(x)=0  und  />.y1(o;)=0, 
welche  zerfallen  in 

D  =  0  Z>  =  0 

und  tf(aO«0  ^(^fi, 

Weil  aber  f\(x)  undy,(x)  prim  unter  sich,  so  sind  die  Wur- 
zeln von  /*,(jt)  =  0  alle  verschieden  von  denen  von  (f>t(x)=0  und 
es  sind  daher  nur  die  Wurzeln  der  Gleichung  D  =  0  den  beiden 
Gleichungen  gemeinschaftlich. 

So  fanden  wir  in  Nro.  328  (Beispiel  1)  x2— 9a;-f-20  als  gröss- 
ten gemeinschaftlichen  Divisor  zwischen  x4~  14#34-71x*2— 154a;-f-120 
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und  xz — lOxM-2'Jx — 20  \  die  gemeinschaftlichen  Wurzeln  der  bei- 
den Gleichungen  : 

(1)  x4— Ux*-\-71x2—  154x-r-120=0 

(2)  x's—  1 0x2-f-29x— 20=0 
werden  dalier  durch  die  Gleichuug 

x2— 9aH-20=0 
geliefert,  welche  1  und  5  zu  Wurzeln  hat. 

Indem  man  durch  Division  mit  x'1 — 'Jx-r-20  diese  gemein- 
schaftlichen Wurzeln  entfernt,  erhalt  man  in 

x2—  5x4-6=0  und  x — 1=0 
die  Gleichungen,  deren  erste  die  übrigen  Wurzeln  der  Gleichung 
(1),  die  zweite  aber  die  noch  fehlende  Wurzel  der  Gleichung  (2) 
liefert. 

Gtleiehe  Wurzeln. 

330.  Hat  eine  Gleichung  wiederhol te  kommensurable  (ganze 
oder  gebrochene)  Wurzeln,  so  können  wir  sie  nach  den  in  Xo.  32J 
und  326  entwickelten  Verfahren  von  diesen  gleichen  Wurzeln 
befreien. 

In  den  für  die  Ermittlung  der  inkommensurabeln  Wurzeln 
später  abzuleitenden  Methoden  wird  nun  ausdrücklich  vorausgesetzt, 
dass  die  Gleichung  überhaupt  keine  wiederholten  Wurzeln  mehr 
habe.  Es  bleibt  daher  hier  noch  anzudeuten,  wie  man  die  Exi- 
stenz gleicher  Wurzeln  erkennen  und  die  Auflösung  solcher  Glei- 
chungen auf  die  anderer  Gleichungen  zurückführen  kann,  deren 
Wurzeln  sammtlich  verschieden  sind. 

331.  Lohrsatz.  Wenn  für  #=«  die  Funktion  f(x)  und 
ihre  (n-  1)  ersten  Derivirten  verschwinden,  so  hat  die  Gleichung 
/*(#)=()  n  Wurzeln,  jede  =  a. 

Setzen  wir  x—a-t-/iy  so  ist 

f[a+h)=fK  a)+f(a).  A+/2(a).  .  &..../*-!{«)  . :. 

&  oi  (n — l;! 

+  /*(«,.  g  +....+f<»(a). 

Aus  x=(t+h  folgt  auch:  h—x — «;  daher  können  wir  die 
vorige  Gleichung  auch  so  schreiben: 

(1)   f(x)=t(a)+f'(o).(x-a)-hf-^.(x-ay  +  C^-(x-a)^... 
— 1)1  n!  7  m\ 
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Da  nun  nach  Voraussetzung  f(a)  =  0,  f\a)  =  0  etc.  bis 
^»-•(a)=0,  so  reduzirt  sich  die  Gleichung  (1)  auf 

(2)  f(x)  =  —  a)n  .  (fix),  wo  dann  (f(x)  für  x  =  a  weder 
verschwindet,  noch  unendlich  wird  d.  h.  x — ü  weder  als  Faktor, 
noch  als  Divisor  enthält. 

Aus  (2)  erkennt  man  aber  sofort,  dass  die  Gleichung  f(x)=Q 
die  n  fache  Wurzel  a  enthält. 

332.  Lehrsatz.  Umgekehrt  xoenn  f(x)=Qn  Wurzeln  hat, 
jede  =  a.  so  müssen  für  x—a  ausser  fix)  auch  noch  ihre(n—\) 
ersten  Derwirim  verschwinden» 

Denn  wenn  a  eine  n  fache  Wurzel  von  f{x)  =  0,  so  muss 
fix)  theilbar  sein  durch  (x — a)n  und  somit 
f{x)  =  (x— a)n  .<f{x), 
wo  (f(x)  den  Faktor  x — a  nicht  mehr  enthält. 

Damit  aber  f(x)  oder  die  in  Gleichung  (\)  von  Nro.  331 
stehende  Entwicklung  theilbar   sei    durch  (x—  o)n,    müssen  alle 

vor  (x^n\nC^J  stehenden  Glieder  =  0  sein  und  zwar  für  je- 
v  n ! 

den  Werth  von  x,  was  nur  möglich  ist,  wenn  ihre  sämmtlichen 
Coeffizienten  einzeln  =  0  sind,  woraus  dann  folgt,  dass  nicht  nur 
/(«),  sondern  auch  f'(a),  p(a)  .  ..bis  f^y{a)~ 0  sein  müssen. 

:J3:J.  Betrachten  wir  die  n  Gleichungen,  welche  erforder- 
lich sind,  damit  a  eine  n  fache  Wurzel  der  Gleichung  fix)  =  0 
sei,  nämlich  die  Gleichungen: 

f(a)«0,  f(«0=O. /2(a)=n....,  /-'(fl)  =  °* 
so  drücken  die  (n—  1)  letzten,  nämlich  die  Gleichungen:  /'(//)=0 
bis  />»-1(a)  =  0  aus,   dass  x=a   auch  Wurzel  ist  der  Gleichung 

=  0  und  ihrer  (ft — 2)  ersten  Derivirten;  nach  Lehrsatz  331 
muss  daher./  =a  eine  (n— 1) fache  Wurzel  der  Gleichung  f\x) 
=  0  sein  und  wir  bekommen  daher  folgendes  Resultat  : 

Wenn  eine  Gleichung  f(x)  =  0  die  »fache  Wurzel  X «  a 
zulassen  Soll,  so  muss  die  Gietehtmg  f'(x)  «  0  dieselbe  Wurzel 

l)mal  zulassen;  somit  existirt  zwischen  f{x)  und  f'(x)  ein 
gemeinschaftlicher  Divisor,  der  =  (x— a)n~K  Würde  daher  /*(#) 
=  0  n  mal  die  Wurzel  a  und  rmal  die  Wurzel  h  zulassen,  so 
müsste  die  Gleichung  f\x)  =  0  (n— l)mal  die  Wurzel  a  und 
(^r— l)mal  die  Wurzel  b  zulassen  d.h.  (x—  a)»-x(x—  h)r-{  wäre 
gemeinschaftlicher  Divisor  zwischen  f(x)  und  f'(x). 
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Der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  zwi- 
schen f(x)  und  ihrer  Derivirten  f'{x)  ist  demnach 
gleich  dem  Produkt  der  den  wiederholten  Wurzeln 
entsprechenden  hinomischen  Faktoren,  jeder  der- 
selben erhoben  zu  einer  um  1  n  i  e  d  rig  er  n  P  o  t  en  z  , 
als  die  Wiederholungszahl  der  betreffenden  Wur- 
zel Einheiten  hat. 

334.  Um  zu  erfahren,  ob  eine  Gleichung  f(x)  =  0  wie- 
derholte Wurzeln  habe,  darf  man  nur  zwischen  f(x)  und  f'(x) 
den  grösstcn  gemeinschaftlichen  Divisor  aufsuchen.  Wenn  kein 
solcher  vorhanden  ist,  so  hat  die  Gleichung  auch  keine  wieder- 
holten Wurzeln.  Wollte  man  dann  bloss  die  Gleichung  von  den 
wiederholten  Wurzeln  befreien  d.  h.  nur  eine  Gleichung  ableiten, 
in  welcher  jede  Wurzel  nur  einmal  vorkommt,  so  dürfte  man 
nur  f(x)  durch  diesen  grbssten  gemeinschaftlichen  Divisor  zwischen 
f(x)  und  f'{x)  dividiren  und  den  Quotienten  =0  setzen.  Ge- 
setzt z.  B.  die  Gleichung  enthielte  die  einfachen  Wurzeln  a,  6,  c, 
die  doppelten  Wurzeln  d  und  e  und  die  3  fachen  Wurzeln  f  und  g, 
so  wäre 

f\x)  =  (x-a)(x—  b){x—c)(x— dY{x— e)\x—f)\x— gf 
Der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  zwischen  f{x)  und  ihrer 
Derivirten  f\x)  wäre 

D  =  (x-d){x—e)(x-fy\x-gy-;  daher 

ü  =  ^-a^-b)(x-cXx-d)(x-~eXx-fXx  -g) 
und  somit 

(x—a)(x-b)(x~-cXx— d)(x— e)(x—fXx—: g)  =  0 
eine  Gleichung,  die  lauter  verschiedene  Wurzeln  hat. 

Es  ergibt  sich  mm    hieraus   auch  leicht  eine  Methode  zur 
Krümmung  dieser  Wurzeln.    Setzen  wir  zur  Abkürzung: 
(.x*— a){x— b){x— -c)  =  X% 
(x — d)(x — e)  =  A\ 
{x—f){x-g)=xl 
so  ist  XiX«  X| 

Der  gr<"»sste  gemeinschaftliche  Divisor  D  zwischen  f{x)  und 
f'(x)  wird  daher  sein: 

ö  =  xäx;.  • 

Sei  ferner  Di  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  zwischen 
D  und  seiner  Derivirten,  so  wäre  Dt  =  X3  und  wir  hätten  daher: 
1.,  f{x)=Xlxl  ij   ;  2.,  Z>  =  X,X;    3.,  Dt  =  X3 
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Es  ist  nun  leicht  zu  übersehen,  wie  man  die  Polynome 
X,,  Xo  und  X3  selber  finden  kann.  Indem  wir  jede  der  obigen 
Gleichungen  durch  die  folgende  dividiren,  ergibt  sich: 

1.,  ^^p"  =  Q  =  XiXoX-j 

wozu  wir  noch  schreiben  3.,    Dt  =  Xa 

Indem  wir  wieder  jede  Gleichung  durch  die  folgende  dividi- 
ren, bekommen  wir  endlich 


zu  der  wir  setzen:  Dx  =  X5 

Nun  könnte  man  die  Funktionen  Xn  X2  und  X3  einzeln 
=  0  setzen,  so  bekäme  man  die  Gleichungen 

X|  s0,  X,  =0  und  X3  =0, 
deren  erste  die  einfachen,  die  zweite  die  doppelten,  die  dritte  die 
dreifachen  Wurzeln  liefern  würde. 

Beispiel.  Sei 

fix)  =  x'+x«—  lxh-  7x*+Ux*+llx2— hx—  5=  0 
die  gegebene  Gleichung,  so  ist 

f  (x)  «  7a;6+ßa?s—  35a;4— 28x*+S3x--\'22x  5 

Als  grössten   gemeinschaftlichen   Divisor  zwischen  j(x)  und 
f'(x)  findet  man : 

D=x*+x-—  x—  1 
Ferner  als  grössten  gemeinschaftlichen   Divisor   zwischen  I) 
und  seiner    Derivirten   §x}-\$$ — 1   findet    man  Bt  =  #-f-l  und 
da  Dt  prim   ist   zu  seiner  Derivirten,  so  kann  j\x)  nur  von  der 

Korin  sein    \'    V"   .V'  .     Wir  haben  daher 

1     3  3 

1.,    f(x)  =  A'  A';j  A';^  ^x1^6— 7a;5— 7x4+llx:J+lla'2— 5x  5 

2.,      Z>  =    Ä2A';  =x[i-{-x2—x—l 

3.,      0,=  V,  =  aH-l 

Hieraus  folgt: 
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Daraus  endlich  ergibt  sieb: 

D{     x+1  x  m*% 

Dl  =  x-f-1  =  A*3 

Somit  gibt  uns  Xj  =  x2 — 5  =.0  die  einfachen, 
A'2  =  x — 1  =  0  die  doppelten, 
X3  =  07-1-1     =  0  die  dreifachen  Wurzeln. 
Die  Gleichung  hat  demnach  die  einfachen  Wurzeln   4-  Jfi"  und 
—  ^5,  die  doppelte  Wurzel  1  und  die  dreifache  Wurzel  — 1. 

335.  Lehrsatz:  Wenn  zwischen  zwei  Zahlen  k  und  k',  die 
selber  nicht  Wurzeln  sind  einer  Gleichung  f(x)=0,  ei  n  e,  drei, 
überhaupt  eine  ungerade  Anzahl  reeller  Wurzeln  Heyen,  so  ha- 
ben die  Substitutionsresultate  f(k)  und  f(k')  entgegengesetzte  Zei- 
chen. Umgekehrt  wenn  man  für  die  Substitution  von  h  ein  po- 
sitives, für  die  Substitution  von  k'  aber  ein  negatives  Resultat  er- 
hält oder  umgekehrt,  so  mnss  zwischen  k  und  k'  eine  ungerade 
Anzahl  reeller  Wurzeln  der  Gleichung  f(x)  =  0  liegen. 

Gesetzt,  die  Gleichung  f(x)  =  0  habe  n  reelle  Wurzeln  a,, 
a2,  «3  .  .  .  an  und  r  complexe  Wurzelpaare  a^ß^i,  a2±ß2i,  . .. 
ctrdtßrii  so  entspricht  dem  Wurzelpaare  at±ßti  das  Produkt 
A0(^«1+^1O  =  (a;~a1)2+^2=  x2-2alx+ai*+ß  t2, 
also  ein  trinomischer  Faktor,  der  als  Summe  zweier  Quadrate  er- 
scheint, von  welchen  das  zweite  (ß{2)  nie  =  0  werden  kann,  so 
lange  die  Wurzel  nicht  reell  d.h.  ßi  nicht  =0  ist.  Ebenso  ent- 
spricht jedem  complexen  Wurzelpaar  ein  solcher  trinomischer  Fak- 
tor zweiten  Grades  und  wir  haben  daher 

f(x)=  (x  ~a1)(^a2)...(a;-fl„)[(^  rfiWt^.K^cr^^ 
oder  f(x)  =  (x—  at)(x— a.2).  . .  (X—an)(f>{x),  wenn  (f(x)  das  Pro- 
dukt der  den  complexen  Wurzeln  entsprechenden  Faktoren  bedeu- 
tet, welches  Produkt  stets  positiv  bleibt,  was  man  auch  an  die 
Stelle  von  x  für  eine  reelle  Zahl  setzen  mag.  Gesetzt  nun,  zwischen 
k  und  k'  liege  nur  die  eine  reelle  Wurzel  a3  und  es  sei  etwa 
k<a%<k\  so  wäre  k — a3  negativ,  k'—a^  aber  positiv.  Die  bei- 
den Ausdrücke 


Orelli,  Algchra    2te  Auflage. 


30 


—   466  — 


/•(*)  =  (*— «!)(*— a,)f*— fl3)-f*-tf»W*)  un(1 

sind  dann  so  beschaffen,  dass  die  sämmt liehen  Faktoren  des 
zweiten  Produktes  das  nämliche  Zeichen  besitzen,  wie  die  ihneu 
entsprechenden  des  ersten  mit  Ausnahme  des  dritten,  der  im  ersten 
Produkt  negativ,  im  zweiten  aber  positiv  ist;  somit  hat  f(k4)  daß 
entgegengesetzte  Zeichen  von  f(k).  Ebenso  wenn  zwischen  k  und 
V  3,  7,  überhaupt  eine  ungerade  Anzahl  reeller  Wurzeln 
liegen,  müssen  eben  so  viele  Faktoren  des  Produktes  f(k')  das 
entgegengesetzte  Vorzeichen  von  den  entsprechenden  Faktoren  in 
f(k)  haben,  während  die  übrigen  alle  in  beiden  Produkten  das 
nämliche  Vorzeichen  besitzen;  folglich  müssen  wieder  /  (A)  und 
f(h')  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben. 

Umgekehrt  behaupten  wir:  Wenn  f(k)  und  f(k')  entgegen- 
gesetzte Zeichen  haben,  so  muss  /wischen  k  und  k'  eine  ungerade 
Anzahl  reeller  Wurzeln  liegen;  denn  wenn  das  Produkt 
(x—ai)(x— a2)...(x— On)v(x)  för  x  =  k  etwa  positiv,  für  z=A' 
aber  negativ  ausfällt,  so  ist  —  da  (f(x)  unter  allen  Umständen 
positiv  bleibt,  —  das  nur  dadurch  möglich,  dass  durch  Substitution 
von  k'  an  die  Stelle  von  k  mehrere  der  n  ersten  Faktoren  und 
zwar  in  ungerader  Anzahl  ihr  Zeichen  wechseln.  Soll  aber 
ein  Faktor  x—a2  sein  Zeichen  ändern,  wenn  man  erst  £«t  und 
nachher  x==k4  setzt  d.h.  sollen  k—a*  und*'— a2  entgegengesetzte 
Zeichen  haben,  so  muss  a2  zwischen  k  und  k4  liegen,  entweder 
k<a2<k'  oder  k4  <a2<k  sein.  Und  sollen  durch  diese  Substitu- 
tion von  Ay  an  die  Stelle  von  k  3,  5,  7  . .  .  allgemein  2w+l  Fak- 
toren und  damit  das  Produkt  selbst  das  Zeichen  wechseln,  so  müs- 
sen eben  so  viele,  also  jedenfalls  eine  ungerade  Anzahl  reeller  Wur- 
zeln zwischen  k  und  k4  liegen.  Würden  dagegen  2?  4,  6  Fakto- 
ren ihr  Zeichen  ändern,  so  lägen  eben  so  viele  Wurzeln  zwischen  k 
und  fc';  das  Produkt  selbst  aber  bliebe  im  Zeichen  unverändert 
d.h.  f  (k)  und  f\k4)  hätten  dasselbe  Zeichen. 

336.    Wir  ziehen  aus  dem  obigen  Satze  folgende  Conse- 
quenzen : 

1.    Jede  Gleichung  von  ungeradem  Grade  hat  min- 
destens eine  reelle  Wurzel,  deren  Zeichen  entge- 
gengesetzt ist  dem  Vorzeichen  des  letzten  Glie- 
des.   Denn  sei  z.  B.  das  letzte  Glied  positiv,  wie  in 
/'(j;)=fl?5— 6a?4+7a?3— 10x'H-12aH-20=0 
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so  wird  f(x)  =  +-20  für  x=0-,  allein  für  x=—yo  hat  man/*( — x>) 
= — oo  nach  Nro  305. 

Da  nun  f(0)  und  f( — x>)  Resultate  von  entgegengesetztem 
Zeichen  sind,  so  muss  zwischen  0  und  — ao  eine  ungerade  An- 
zahl reeller  Wurzeln,  also  mindestens  eine  liegen.  Diese  Wurzel 
ist  negativ,  somit  im  Vorzeichen  entgegengesetzt  dem  absoluten 
Gliede  +20. 

Ware  dagegen  das  letzte  Glied  negativ,  wie  z.  B.  in 
x  5  _  6r 4  +±x*+3xl—bx—13 = 0, 
so  hätte  man:  /(0)=— 13  und  /\+oc)==-f-oc ;  die  Gleichung  muss 
somit  zwischen  0  und  eine  gerade  Anzahl  reeller  Wurzeln 

haben,  hat  daher  mindestens  eine  positive  Wurzel. 

2.  Jede  Gleichung  paaren  (geraden)  Grades,  de- 
ren letztesGlied  negativ  ist,  hat  mindestens  zwei 
reelle  Wurzeln,  deren  eine  positiv,  die  andere 
negativ  ist. 

Sei  z.B.    f(X)=x*+bx*—  10x2+2x— 12=0,. 
so  ist  /*(+oc)=-f-oc,    f(0)=—V2  und /(— oc)=+oo. 

Da  nun  f\  0)  und  /(-f-oc)  von  entgegengesetztem  Zeichen  sind, 
so  muss  zwischen  0  und  +oc  mindestens  eine  reelle  Wurzel  lie- 
gen d.h.  die  Gleichung  muss  mindestens  eine  positive  Wurzel 
haben.  Da  ferner  f(0)  und  f( — oc)  auch  entgegengesetzte  Zei- 
chenhaben, so  muss  die  Gleichung  zwischen  0  und  — oo  ebenfalls 
mindestens  eine  reelle  Wurzel  haben-,  diese  ist  also  negativ;  die 
Gleichung  muss  also  mindestens  eine  positive  und  eine  negative 
reelle  Wurzel  haben. 

337«  Die  in  Nro.  335  ausgesprochenen  Resultate  können 
auf  geometrischem  Wege  äusserst  einfach  erkannt  werden.  Hat 
man  eine  Gleichung  f(x)  =  0,  so  ist  f(x)  eine  stetige  Funktion 
von  x  für  das  ganze  Intervall  von  — bis  -f-oc,  sobald  f[x) 
eine  ganze  algebraische  Funktion  ist.  Man  kann  sich  nun  leicht 
ein  graphisches  Bild  von  dem  Verlauf  der  Funktion  f'(x)  machen, 
wenn  man  ein  rechtwinkliges  Achsensystem  wählt  und  dann  die 
Werthe  von  .r  als  Abscissen,  die  zugehörigen  Funktionswerthe  aber 
als  Ordinaten  aufträgt  d.  h.  die  Gleichung  y=f(x)  geometrisch 
konstruirt. 

Es  genügt  im  Allgemeinen,  dem  x  eine  Anzahl  ganzzahliger 
Werthe  zu  geben  und  die  so  erhaltenen  Punkte  durch  einen  zu- 
sammenhängenden Zug  zu  verbinden,  um  eine  Vorstellung  von 
dem  Verlauf  der  Funktion,  von  der  Anzahl  und  der  Lage  ihrer 
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reellen  Wurzeln  zu  bekommen.  Diese  sind)  dann  offenbar  nicht* 
Anderes,  als  die  Abscissen  der  Durchgangspunkte  der  Curve  durch 
die  X  Achse. 


Y 

(1) 

D 


0 

l  m 
c 

B 

-x 


V 


(2)  B 


X 


Wenn  nun,  wie  in  Fig.  (1),  für  zwei  Werthe  x=OA  und 
x=OB  die  entsprechenden  Funktiouswerthe  AC  und  BD  entgegen- 
gesetzte Zeichen  haben,  so  liegen  die  dadurch  bestimmten  Curven- 
punkte  C  und  D  auf  verschiedenen  Seiten  der  X  Achse,  und  es 
muss  daher  die  Curve,  welche  eine  ununterbrochene  ist,  um  vom 
Punkte  C  zum  Punkte  D  zu  gelangen,  die  X  Achse  nothwendig 
in  einem  Punkte  F,  oder  in  3  Punkten  (E*  F  und  G),  jedenfalls 
aber  in  einer  ungeraden  Anzahl  von  Punkten  durchschneiden. 
Es  liegen  also  zwischen  x=Oi  und  x  =  OB  eine  ungerade  Anzahl 
von  Wurzeln. 

Haben  dagegen  die  dem  x=OA  und  x=OB  entsprechenden 
Funktiouswerthe  AC  und  BD  das  Dämliche  Zeichen,  wie  in  Fig. 


—    469  — 


(2),  so  muss  die  Curve,  um  von  C  zu  D  zu  gelangen,  die  Abscis- 
senachse  entweder  gar  nicht  (wie  CMD)  oder  dann  eine  gerade 
Anzahl  mal  schneiden  (wie  CBFD).  Denkt  man  sich  in  Fig.  2  die 
Curve  CEFD  gehoben  oder  die  \  Achse  gesenkt,  so  werden  die 
Durchschnittspunkte  E  und  F  immer  naher  zusammenrücken  und 
schliesslich  in  einen  Punkt  zusammenfallen,  sobald  die  X  Achse  zur 
Tangente  geworden  ist:  analytisch  gesprochen  heisst  das:  Die  bei- 
den Wurzeln  x=OE  und  x=OF  nähern  sich  immer  mehr  und 
fallen  schlics.slich  zusammen ;  die  Gleichung  f(x)  =0  hat  dann 
zwischen  x=0A  und  x=0B  zwei  gleiche  reelle  Wurzeln. 

33S.  Definition.  Betrachtet  man  in  einem  Polynom  irgend 
zwei  aufeinanderfolgende  Glieder,  so  haben  sie  entweder  gleiche 
oder  entgegengesetzte  Vorzeichen.  Sie  bilden  im  ersten  Fall  eine 
Z  e  i  c  h  e  n  f  o  1  g  e,  im  zweiten  einen  Zeichen  Wechsel.  Ein  voll- 
ständiges Polynom  vom  mten  Grade  enthält  m-\-l  Glieder;  das 
zweite  bildet  mit  dem  ersten,  das  dritte  mit  dem  zweiten  u.  s.  f., 
das  (w-H)te  mit  dem  mten  eine  Aufeinanderfolge  zweier  Zeichen, 
also  entweder  eine  Zeichenfolge  oder  einen  Zeichenwechsel,  woraus 
hervorgeht,  dass  in  jedem  vollständigen  Polynom  die  Anzahl  der 
Zeichenfolgen  mehr  der  Anzahl  der  Zeichenwechsel  gleich  der 
um  1  verminderten  Gliederzahl  oder  gleich  dem  Grad  des  Poly- 
noms sein  muss. 

331).    Lehrsatz.    (Zeichenregel  von  Descartes). 
Wenn  f(x)  irgend  eine  ganze  rationale  Funktion  von  x  ist, 
ob  vollständig  oder  unvollständig,  so  hat  die  Gleichung  f(x)  —  0 
nie  mehr  positive  W  urzeln,  als  Zeichenwechsel. 

Sei  y(a?)=0eine  Gleichung,  welche  nur  imaginäre  und  reelle 
negative  Wurzeln  enthalt,  so  können  wir  daraus  eine  Gleichung 
mit  den  n  positiven  Wnrzolu        a.,y  (gj  ableiten,  indem 

wir  die  linke  Seite  (f(x)  mit  dem  Produkt  der  diesen  positiven 
Wurzeln  entsprechenden  binomischen  Faktoren  x — <if,  x — a2  etc. 
bis  x — an  multipliziren,  so  dass  also  die  Gleichung 

(x—a ,  ){x — a  2)(x— a3 )  (x— au)  <y(a?)=0 

n  positive  Wurzeln  hat.  Können  wir  nui  zeigen,  dass  so  oft  ein 
Polynom  (f(x)  mit  einem  Binom  von  der  Form  x — a  multiplizirt 
wird,  wo  a  an  sich  positiv  ist,  das  Produkt  mindestens  einen  Zei- 
chenwechsel mehr  enthält,  als  der  Multiplikand,  so  folgt  daraus, 
dass  durch  Einführung  jeder  neuen  positiven  Wurzel  mindesten 
ein  Zeichenwechsel  mehr  entsteht,  somit  die  Zahl  der  positiven 
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Wurzeln  unter  keinen  Umständen  grösser  sein  kann,  als  die  Anzahl 
der  Zeichemvechscl.    Sei  nun 
(1)  (f{x)  = 

xm+....Axn— Bx1l~ 1 B  V+Ca?^1+....±Fa?'=T=  Gx*-\..PPL, 
worin  Axn  das  letzte  der  unmittelbar  auf  xm  folgenden  positiven 
Glieder  bedeutet.  — Bxn~{  das  erste  und  — B'xr  dann  das  letzte 
der  zunächst  folgenden  negativen  Glieder  vorstellt,  B'  also  =  0 
ist,  wenn  nur  ein  negatives  Glied  auf  Axn  folgt.  Das  nächste,  auf 
— B'xr  folgende  Glied  müsste  also  unter  allen  Umständen  positiv 
sein;  wir  haben  es  mit  Cxr~x  bezeichnet.  Wir  wollen  ferner  an- 
nehmen, auf  Cxr~]  folge  noch  eine  Anzahl  beliebiger,  bald  posi- 
tiver, bald  negativer  Glieder,  deren  letztes  wir  mit  ±  Fx*  bezeich- 
nen, worauf  noch  Glieder  mit  entgegengesetzten  Zeichen  folgen, 
nämlich  lauter  negative,  wenn  dtFxs  positiv  und  lauter  positive, 
wenn  ±  Fx*  negativ  ist.  Es  ist  nun  vor  der  Hand  einmal  klar, 
dass  jedes  beliebige  Polynom,  wie  auch  die  Vorzeichen  der  ein- 
zelnen G  heder  beschaffen  sein  mögen,  durch  das  Polynom  (1)  re- 
präsentirt  wird.  Denn  entweder  enthält  dasselbe  lauter  positive 
Glieder,  in  welchem  Fall  B,  B',  C  etc.  sämmtlich  =  0  und  Axn 
das  letzte  Glied  wäre;  oder  es  enthält  auch  negative  Glieder. 
Folgt  das  erste  negative  Glied  unmittelbar  auf  xm,  so  wäre  4=0 
und  — Bxn~l  wäre  das  2te  Glied.  Hat  es  auf  dieses  noch  mehr 
negative  Glieder,  so  ist  das  unmittelbar  in  (1)  angedeutet;  würde 
aber  nach  — Bx1l~l  gleich  wieder  ein  positives  Glied  folgen,  so 
wären  alle  Coeffizienten  nach  — B  bis  und  mit  — H'aeO  und  Cxr~l 
wäre  das  nächste  Glied  u.  s.  f. 

Bilden  wir  nun  das  Produkt  aus  (f{x)  in  x—  a,  so  kommt : 

(£)       +•••      +Axn   -Ifaf-i-  ...-g'sr  +Cjr-i+...±F&  =FCS-1=F.. 

[m !#m+,+...     +Axn+i—Bxn           b'af+i+Caf+...    ±Fuf+^Gtf  =F..    TLx  ] 
—axm...+         —Aaxn—...  +   T/for^F...  ±L 

(3)  zm+l+...  —(B+Aa)xn—...     +(C+B'a)xr+...  T(G-hFa)iqF..Tdbl 

Die  Glieder  des  ersten  Partialproduktes  (erste  Zeile  von  (2)) 
haben  sämmtlich  das  gleiche,  die  des  zweiten  Partialproduktes 
(2te  Zeile  von  (2))  dagegen  sämmtlich  das  entgegengesetzte 
Vorzeichen  der  entsprechenden  (gleichvielten)  Glieder  des  Multipli- 
kanden. Wie  steht  es  aber  mit  dem  Totalprodukt  (3)  ?  Das  erste 
Glied  xm+{  ist  nothwendig  positiv;  von  den  m — n  zunächst  da- 
rauf folgenden  Gliedern  lässt  sich  nichts  Bestimmtes  in  Bezug  auf 
das  Vorzeichen  behaupten;  denn  ihre  Coeffizienten  sind  aus  je 
einem  positiven  und  einem  negativen  Theil  zusammengesetzt,  von 
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deren  Grössenverhältniss  das  Vorzeichen  des  ganzen  Coeffizienten 
abhängt.  Dagegen  ist  das  Glied  mit  x11  im  Totalprodukt  entschie- 
den negativ,  denn  von  den  zwei  Bestandteilen  —  ß  und  — Aa 
seines  Coeffizienten  können  nie  beide  gleich  Null  sein.  Es  könnte 
=0  sein,  dann  nämlich,  wenn  (f(x)  lauter  positive  Glieder  ent- 
hielte, so  dass  Ax"  das  letzte  Glied  in  f(x)  und  die  Coef'hzienten 
B,   B',    C  etc.   also   sämmtlich  =  u  wären.    Alsdann  würde 

 ( B-\-Aa)x11  sich  auf  — Aax"  reduziren  und  diess  wäre  dann  das 

letzte  Glied  des  Produktes  {x—a)qp(x)  und  zwar  negativ,  wäh- 
rend die  vorangehenden  Glieder  alle  positiv  wären.  Es  hätte  so- 
mit (X  a)(f(.r)  mindestens  einen  Zeichenwechsel,  während  <f  (x) 

gar  keinen  besässe.  Ist  aber  B  nicht  =0  <1.  lt.  bat  tfitßfi)  auch  ne- 
gative Glieder,  so  könnte  allenfalls  A m  0  sein  (dann  nämlich, 
wenn  in  (p{x)  schon  das  zweite  Glied  negativ  wäre).  Allein  da 
jetzt  B  nicht  =  0  sein  kann,  so  wird  das  Glied  mit  xn  im  Pro- 
dukt jedenfalls  einen  von  Null  verschiedenen  negativen  Coeffizienten 
haben;  folglich  enthält  .las  Produkt  (j:-a)(f(x)  von  xm+l  an  bis  zu  dem 
Gliede — (B+Äa)x?  mindestens  einen  Zeicheuwechsel,  iudessy(x) 
von  dem  Gliede  xm  bis  zu  dem  Gliede  —  Bxn~x  nur  einen  Zei- 
chenwechsel enthält.  Von  dem  Gliede  —  Bxn~l  bis  zu  -f-Caf-1 
in  <f(x)  hat  es  nur  einen  Zeicheuwechsel;  in  dem  Produkt 
(x-a)ff(x)  aber  hat  es  von  ~(B+Ad)xv  bis  zu  +(C+B'a)xr 
wieder  mindestens  einen  Zeicheuwechsel,  da  der  Coeffizient 
C+ll'a  von  Null  verschieden  ist,  sobald  auch  negative  Glie- 

der enthält.  So  können  wir  tortfahren  und  finden,  dass  jedem 
Zeichen  Wechsel  von  (f[x)  mindestens  ein  Zeichenwechsel  in  dem 
Produkt  (±  a)ff  (x)  entspricht  bis  zu  dem  Gliede  ^Gcv8^  in  cp(x) 
und  dem  Gliede  ^Q+Fßjqf  im  Produkt.  Allein  (f(x)  enthält 
von  ^G.rs_1  nur  noch  Zeich  eu  f  olge  n,  während  in  dem  Produkt 
(3)  das  letzte  Glied  ±La  dem  Vorzeichen  nach  entgegengesetzt 
ist  dem  Gliede  \-{G-\-I<>)j  .  somit  enthält  v.i-  a<f\x)  mindestens 
einen  Zeichenwechsel  mehr  als  (f(x). 

Es  hat  also  {x—ax)(p{x)  wenigstens  einen  Zeichenwechsei 
mehr  als  <p(x);  (x — a2 )(x— a{  )(f(x)  hat  wieder  mindestens  einen 
Zeichenwechsel  mehr  als  {x— at)<pix),  also  mindestens  zw  ei  mehr  als 
(p(x),  und  so  ergibt  sich,  dass  (a> — a  {)(x — a2)  ....  (x— an)(f(x)  end- 
lich wenigstens  n  Zeichenwechsel  mehr  als  (fix)  enthält. 

Wenn  also  (x—  a{)(x— a2) . . .  {x—Qn)<p(x)  =  f(x) ,  so  hat 
die  Gleichung  f(x)  =  0  gerade  n  positive  Wurzeln  und  mindestens 
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n  Zeichenwechssl,  also  unter  keinen  Umständen  mehr  positive 
Wurzeln,  als  Zeichenwechsel. 

340.  Lehrsatz.  Eine  vollständige  Gleichung  hat  nie 
mehr  negative  Wurzeln  als  Zeichenfolgen]  ebenso  eine  unvollstän- 
dige Gleichung,  in  welcher  die  Glieder  abwechselnd  von  paarevn 
und  unpaarem  Grade  sind. 

Um  das  einzusehen,  denken  wir  uns  in  der  Gleichung  f(x) 
=  0  die  Unbekannte  x  durch  —  x'  ersetzt,  so  sind  die  Wurzeln 
der  neuen  Gleichung  f( — x')=0  dem  Zeichen  nach  entgegenge- 
setzt denen  von  /*(#)  =  0.  Allein  wenn  f(x)=  0  vollständig  tot 
oder  wenn,  falls  sie  unvollständig,  von  je  zwei  aufeinanderfolgen- 
den Gliedern  das  eine  von  geradem,  das  andere  von  ungeradem 
Grade  ist,  so  wird  in  Folge  der  Substitution  von  — x'  an  die 
Stelle  von  x  je  das  2te,  4te,  6te  Glied  etc.  sein  Zeichen  ändern, 
wodurch  eine  Zeichenfolge  in  einen  Zeichenwechsel,  ein  Zeichen- 
wechsel aber  in  eine  Zeichenfolge  ubergeht.  Die  Gleichung  /(—x') 
=  Q  wird  demnach  genau  so  viele  Zeichenfolgen  haben,  wie  die 
frühere  Zeichenwechsel,  und  so  viele  Zeichenwechsel,  als  die  frühere 
Zeichenfolgen.  Nun  kann  aber  f{ — x')  =  0  nicht  mehr  positive 
Wurzeln  haben,  als  Zeichenwechsel  oder,  was  dasselbe  ist,  nicht 
mehr  positive  Wurzeln,  als  die  ursprüngliche  Gleichung  f(x)  =  0 
Zeichenfolgen;  da  aber  die  positiven  Wurzeln  der  zweiten  Glei- 
chung den  negativen  Wurzeln  der  ursprünglichen  Gleichung  f(x) 
=  0  entsprechen,  so  hat  diese  nicht  mehr  negative  Wurzeln,  als 
Zeichenfolgen. 

Anmerkung  1:  Wenn  die  Gleichung  f(x)  =  0  unvoll 
ständig,  aber  nicht  so  beschaffen  ist,  dass  je  zwei  aufeinanderfol- 
gende Glieder  von  verschiedenartigem  Grade  sind,  so  würde  kei- 
neswegs die  Zahl  der  negativen  Wurzeln  übertrofTen  oder  zum 
mindesten  erreicht  werden  von  der  Zahl  der  Zeichentoigen,  So 
hat  nach  No.  336  (1)  die  Gleichung 

x5— Ix't+lOx2— 15a;+20  =  0 
jedenfalls  eine  negative  Wurzel,  obschon  sie  nur  Zeichenwechsel 
und  keine  Zeichenfolge  darbietet. 

Anmerkung  2.  Aus  dem  obigen  Lehrsatz  ergibt  sich 
auch,  dass  wenn  man  von  einer  vollständigen  Gleichung  wtt&iti, 
dass  ihre  Wurzeln  alle  reell  wären,  alsdann  die  Anzahl  ihrer 
positiven  Wurzeln  gerade  gleich  der  Anzahl  der 
Zeichen  we  chsel  ,  die  der  negativen  aber  gleich  der 
Anzahl   der  Zeichenfolgen  sein  müsste.    Denn  wenn  y 
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die  Zahl  der  Zeichenwechsel,  f  die  der  Zeichenfolgen,  p  die  Anzahl 
der  positiven  und  n  die  der  negativen  Wurzeln  bedeutet  so  muss 
sowol  v+fy  als  p+w  gleich  dem  Grade  der  Gleichung,  daher  v+f 
=p-f  n  sein.  Nun  ist  nach  No.  339  die  Zahl  p  der  positiven 
Wurzeln  einmal  nie  grösser,  als  die  Anzahl  v  der  Zeichenwechsel; 
sie  kann  aber  auch  nicht  kleiner  sein;  denn  wärep<y,  so  würde 
aus  v-\-f=zf)  \-n  mit  Notwendigkeit  folgen:  n>/*  was  nach  No. 
3  M)  unmöglich  ist.  Kann  aber  p  weder  grösser,  noch  kleiner  als 
v  sein,  so  muss  p=v  sein,  woraus  dann  folgt,  dass  auch  n=/* 
d.  h.  eine  vollständige  Gleichung  mit  lauter  reellen  Wurzeln  hat 
gerade  so  viele  positive  Wurzeln,  als  Zeichenwechsel  und  so  viele 
negative,  als  Zeichenfolgen.  • 

Damit  ist  natürlich  noch  keineswegs  gesagt,  dass  nicht  auch 
eine  unvollständige  Gleichung  lauter  reelle  W7urzeln  haben  könne; 
so  sind  z.H.  die  Wurzeln  der  Gleichung  x1 — 25=0  reell,  die  eine 
=-f-5,  die  andere  = —  5;  es  entspricht  hier  der  negativen  Wur- 
zel —5  gar  keine  Zeichenfolge;  ebenso  sind  die  Wurzeln  der 
Gleichung  x4— 9xM-20  =  0  alle  reell,  zwei  positiv  und  zwei  ne- 
gativ, ohne  dass  den  letzten  Zeichenfolgen  entsprächen. 

341.  Definition.  Wenn  wir  für  die  beiden  complexen 
Wurzelpaare  atdbßii  und  — flf4di/?,t,  die '  sich  bloss  durch  das 
Vorzeichen  des  reellen  Theiles  unterscheiden,  die  entsprechenden 
binomischen  Faktoren  bilden,  so  erhalten  wir : 

( x+cc  ,  —ß , i)(x+a ,  +ß ( i) = (x+a t )°-+ß , 2  =s2+2a i x+a t2+ßt \ 
Die  erhaltenen  Resultate  unterscheiden  sich  also  nur  durch 
das  Vorzeichen  des  Gliedes  mit  der  ersten  Potenz  von  x.  Wir 
wollen  daher  eine  c  o  m  p  1  e  x  e  Wurzel  p  ö  s  i  t  i  v  oder 
negativ  nennen,  je  nachdem  i  hr  r  e  eller  Thei  1  posi- 
tiv oder  negativ  ist.  Ks  entspricht  alsdann  einem  positiven 
complexen  Wurzelpaar  ein  trinomischor  Faktor  von  der  Form: 
r2 — Px  +  Q,  und  einem  negativen  ein  Faktor  von  der  Form 
x2+Pjc+Q. 

W7ir  haben  früher  (No.  312,  4  und  5)  gesehen,  dass  wenn 
alle  Wurzeln  einer  Gleichung  reell  und  positiv  sind,  die  Gleichung 
vollständig  sein  und  einen  regelmässigen  Zeichenwechsel  darbieten 
muss;  dass  dagegen,  wenn  die  Wurzeln  alle  reell  und  negativ 
sind,  die  Gleichung  ebenfalls  vollständig  wird,  aber  mit  lauter 
Zeichenfolgen.  Aelmliclies  findet  nun  auch  bei  complexen  Wur- 
paaren statt. 
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342.  Lehrsatz:  Eine  Gleichung  mit  lavier  positiven 
complexen  Wnrzelpaaren  ist  vollständig  und  bietet  einen  regel- 
mässigen Zeichenwechsel  dar;  eine  Gleichung  mit  lauter  negativen 
complexen  Wnrzelpaaren  ist  ebenfalls  vollständig  und  hat  nur 
Zeichenfolgen. 

Betrachten  wir  zunächst  eine  Gleichung  mit  zwei  positiven 
complexen  Wurzelpaaren  ,  etwa  Uü3dß.A  und  ctr^ß^i,  so  wird 
diese  sein: 

(1)  (x—ai—ßti){s— 0(tf— cc2—  ß2i)(x—  a2+ß2i)  =  6 
oder   [(x— a,)2+/VK(*— a2)2+ß22}  =  0,  wo  jeder  der  beiden 
Faktoren  die  Form  hat  x2 — Px+Q. 

Bezeichnen  wif  zur  Abkürzung  den  ersten  mit  x2 — P'x-tQ', 
den  zweiten  mit  x2 — P'*x-\  Q'\  so  bekommt  man  durch  unmittel- 
bare Ausführung  der  Multiplikation : 

Die  Gleichung  ( 1 )  hat  daher  die  Form : 

(2)  x*—l>tx*+P2x2—P:ix+Pt  =  0 
d.h.  sie  ist  vollständig  und  hat  einen  regelmässigen  Zeichenwechsel. 
Um  nun  die  allgemeine  Gültigkeit  dieses  Gesetzes  nachzuweisen, 
wollen  wir  einmal  annehmen,  es  bestehe  dasselbe  für  eine  Glei- 
chung mit  n  positiven  complexen  Wurzelpaaren  und  dann  zeigen, 
dass  es  auch  für  n-hl  solche  Wurzelpaare  gelten  muss.    Sei  daher 

(2)  xln—P  xxln-^P.xln~2—  P%dP**+  .... 

eine  solche  Gleichung  mit  n  positiven  complexen  Wurzelpaaren, 
so  erhalten  wir  hieraus  eine  Gleichung,  welche  ein  complexes  Wur- 
zelpaar mehr  enthält,  wenn  wir  die  linke  Seite  mit  dem  diesem 
Wurzelpaare  entsprechenden  trinomischen  Faktor  multipliziren. 
Sei  x2 — Rx-t-S  dieser  Faktor,  so  bekommen  wir: 
(x*H  —  Ptx2n        P2x2*-*—  P*3P^ 

x2«+2—Pt  x2n+i+P2x*»    —  Pa^"1  +  ..+P2n-2a;4-  P*~ix*+  P«nx2 

—  Rx*'1*1  +RPix'ln  —  RP2X*n~X+  ....  —RP2n-2X*+RP>n-lX2—RP2nX 
 +Sx2n—SPlX2n-i       4- .  ..  +SP2n  -<jX2—SPu-\X+SP.2n 

MP2nr-RP2n-\^SP2n-2)x2—(RP^ 

welches  Produkt  ein  vollständiges  Polynom  vom  Grade  2n-f-2 
mit  regelmässigem  Zeichenwechsel  ist.  Indem  wir  es  =  0  setzen, 
bekommen  wir  eine  Gleichung  von  derselben  Form,  wie  (2).  Wenn 
also  jenes  Gesetz  für  n  complexe  Wurzelpaare  gilt,  so   muss  es 
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auch  noch  für  n-f-1  solcher  Wurzelpaare  gelten.  Nun  haben  wir 
aber  die  Richtigkeit  des  Satzes  für  zwei  Wurzelpaare  direkte  er- 
kannt; es  gilt  somit  auch  für  3,  daher  auch  für  4  Wurzelpaare 
u.  s.  f.  d.  h.  es  ist  allgemein. 

Dass  aber  eine  Gleichung  mit  lauter  negativen  complexen 
Wurzelpaaren  nur  positive  und  reelle  Coeffizienten  haben  kann, 
leuchtet  sofort  ein;  denn  jedem  solchen  Wurzelpaar  entspricht  ein 
trinomischer  Faktor  von  der  Form  x2-{-Px-\-Q  d.  h.  ein  Trinom 
mit  lauter  positiven  Coeffizienten;  das  Produkt  derselben  wird  da- 
her auch  nur  positive  Glieder  haben  können. 

Wenn  wir  dieses  Resultat  zusammenhalten  mit  dem  früher 
in  Nro.  312  gefundeneu,  so  können  wir  sagen:  Sobald  eine  Glei- 
chung lauter  positive  Wurzeln  hat,  gleichviel,  ob  reelle  positive 
Wurzeln  oder  complexe  positive  Wurzelpaare  oder  beides  zugleich, 
so  ist  sie  vollständig  uud  hat  lauter  Zeichenwechsel;  wenn  sie  da- 
gegen nur  negative  Wurzeln  besitzt,  so  ist  sie  ebenfalls  vollstän- 
dig, hat  aber  lauter  Zeichenfolgen. 

Zusatz.  Wenn  umgekehrt  eine  Gleichung  vollständig  ist 
und  einen  regelmässigen  Zeichenwechsel  hat,  so  kann  sie  entweder 

1.  lauter  reelle  positive  Wurzeln,  oder 

2.  lauter  complexe  positive  Wurzelpaare,  oder 

3.  theils  reelle  positive  Wurzeln,  theils  complexe  positive 
Wurzelpaare  haben,  womit  jedoch  noch  keineswegs  gesagt  ist,  dass 
einer  dieser  3  Fälle  stattfinden  müsse  d.h.  dass  eine  vollstän- 
dige Gleichung  mit  lauter  Zeichenwechseln  mcht  auch  durch  an- 
dere Combinationen  der  Wurzeln  erreichbar  sei. 

Ebenso  kann  eine  vollständige  Gleichung  mit  lauter  Zei- 
chenfolgen entweder 

1.  lauter  reelle  negative  Wurzeln,  oder 

2.  lauter  complexe  negative  Wurzelpaare,  oder 

3.  theils  reelle  negative,  theils  complexe  negative  Wur- 
zelpaare haben. 

Lehrsatz  von  Sturm. 

3  AS.  Wir  wissen  bereits,  dass  wenn  zwei  Zahlen  A*  und  Ä'', 
in  f(x)  gesetzt,  Resultate  von  entgegengesetztem  Vorzeichen  ge- 
ben, zwischen  k  und  k4  eine  ungerade  Anzahl  reeller  Wurzeln 
liegen  muss.  Ks  wäre  nun  von  grosser  Wichtigkeit)  die  Anzahl 
der  zwischen  zwei  beliebigen  Zahlen  a  und  ß  liegenden  reellen 
Wurzeln  genau  kennen   zu  lernen,    und  das  lehrt   uns   in  der 
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That  der  Stürmische  Lehrsatz,  an  dessen  Entwicklung  wir  nun 
gehen. 

Vorerst  denken  wir  uns  eine  von  ihren  gleichen  (wiederhol- 
ten) Wurzeln  befreite  Gleichung,  stellen  uns  also  eine  Gleichung 
f(x)=Q  vor  so  beschaffen,  dass  zwischen  f(x)  und  f'(x)  kein  ge- 
meinschaftlicher Divisor  mehr  existirt  d.  h.  dass  f(x)  und  f\x) 
prim  unter  sich  sind.  Dann  verfahren  wir  mit  f(s)  und  fix)  ge- 
rade so,  als  ob  wir  ihren  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  auf- 
suchen wollten,  mit  dem  einzigen  Unterschied,  dass  wir  das  Vor- 
zeichen eines  jeden  Re>u>  .indem,  bevor  wir  ihn  als  Divisor  ver- 
wenden. Wir  dividiren  daher  f(x)  durch  fix)  und  wenn  wir 
dann  mit  f\(x)  den  mit  entgegengesetztem  Zeichen  genommenen 
Best  dieser  ersten  Division  bezeichnen  ,  so  dividiren  wir  f  x 
durch  f  >(x),  bis  wir  zu  einem  Rest  kommen  von  niedrigerem  Grade 
als  der  Divisor  und  den  wir  nach  Aenderung  der  Vorzeichen  aller 
seiner  Glieder  mit  f3(x)  bezeichnen  wollen.  Wir  dividiren  wieder 
f^(x)  durch  f  (x)  und  kommen  so  zu  einem  Reste  von  niedri- 
gerem Grade  als  fyx),  den  wir,  mit  entgegengesetztem  Zeichen  ge- 
nommen, durch  f^(x)  bezeichnen  wollen.  In  gleicher  Weise  fah- 
ren wir  fort,  bis  wir  schliesslich  zu  einem  von? X  unabhängigen  d;  h, 
numerischen  Reste  kommen.  Sei  f  (x)  dieser  mit  entgegengesetz- 
tem Zeichen  genommene  Rest,  so  sind  also  — f.t(l')->  — ffäfti 
— fA(x). . .  — fn(x)  die  successiven  Reste,  fjx),  fax)  .  .  bis  fn(x) 
aber  die  mit  umgekehrtem  Zeichen  genommenen  Reste.  Die  Be- 
trachtung der  Polynome 

fix)*  fix),  ft(x%  ft(x),  ft(x)  f„(x) 

gibt  uns  nun  ein  Mittel  in  die  Hand,  genau  zu  entscheiden,  wie 
viele  reelle  Wurzeln  die  Gleichung  f{x)=0  zwischen  den  beiden 
Zahlen  a  und  ß  enthält,  von  welchen  die  zweite  die  grössere  sein 
möge.  Wir  substituiivn  nämlich  in  jene  Reihe  die  Zahl  a.  hernach 
die  grössere  Zahl       bilden  also  die  zwei  Reihen 

f(*\  /'(«>•  /n(a),  f/al  fjß)  ....  fn(a)  und 

ftfh  f'iß\  Üß\  fz(ß),  fjß)  fn(ß) 

und  zählen  nun  die  Zeichen weehsel,  welche  in  jeder  dieser  beiden 
Reihen  vorkommen.  Wenn  die  erste  Reihe  j>,  die  zweite  v'  Zei- 
chenwechsel darbietet,  so  liegen  gerade  /> — v*  reelle  Wurzeln  der 
Gleichung  f(a)~Q  zwischen  a  und  ß.  Darin  besteht  der  Lehrsatz 
von  Sturm,  den  wir  in  folgender  Weise  ausdrücken  können: 
Lehrsatz:    Wem  man  in  der  Heike 

fix),  fix),  fjfo  f3(x),  0)  ....  fn(x)  (y) 
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die  beiden  Zahlen  a  und  ß%  die  stühet  nicht  Wurzeln  der  Glei- 
chung f(x)=0  sind  und  von  denen  /?>  a  sein  möge,  an  die  Stelle 
von  x  substituirti  so  ist  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  für  x=ß 
höchstens  so  gross  als  die  Zahl  der  Zeichen  Wechsel  für  j;=or,  und 
wenn  sie  geringer  ist,  so  giht  die  Differenz  genau  die  Anzahl 
der  zwischen  a  und  ß  liegenden  reellen  Wurzeln  der  Gleichung 
f(x)=0  an. 

Wir  wollen  mit  q^  q^  q^  etc.  bis  qnl  die  Quotienten  der 
einzelnen  Divisionen  bezeichnen,  so  ist  bei  jeder  derselben  das 
Produkt  aus  dem  Divisor  in  den  Quotienten  mehr  dem  Rest  gleich 
dem  Dividenden.  Wir  bekommen  daher  folgende  identische  .Glei- 
chungen : 

f(x)  =ql.f\x)  —  f«(s) 
Fi*)  =q2.Ux)~fz(x) 

fM   =qz-fz(*)-fA(x)  (i) 
ÄAt  =q*f^)-t\{x) 

tn-o{*)=qn-X-fn-Sx)--fn(*) 

Wir  wollen  uns  nun  zunächst  Folgendes  merken: 

1.  Für  den  nämlichen  Werth  von  x  können  nie  zwei 
aufeiuander  folgende  Funktionen  der  Reihe  (y)  verschwinden. 
Wenn  also  für  s=a  z.  B.  fr(x)=0  würde  d.h.  wenn  fr(a)  =  0 
wäre,  so  könnten  weder  tr_x(a)  noch  /*r+l(a)=0  sein.  Denn  man  hat: 

m  fr-^)=qtfr(x)-fr+x(x) 
(2)  fr(x)  -q^f^xl-f^x;. 
Wenn  nun  für  x  =  a  die  Funktionen  fr_}(x)  und  fr(x)  ver- 
schwänden, so  müsste  nach  Gleichung  (1)  auch  /*._H(«)=*0  sein. 
Allein  aus  fr(a)—0  und  /r+1(a)=()  würde  mittelst  der  Gleichung 
(2)  sich  ergeben :  /r+Ja)=0,  und  so  könnte  man  fortschliessen 
und  fände  dann,  dass  auch  fn(a)=0  sein  d.  h.  fn(x)  für  x=a  ver- 
schwinden imisste.  Das  ist  aber  unmöglich;  denn  da  nach  Voraus- 
setzung f\x)  und  f{x)  prim  unter  sich  sind,  so  ist  f(x)  von  x 
unabhängig  und  von  Null  verschieden. 

2.  Wenn  für  x  =  a  irgend  eine  der  Funktionen,  z.  B.  fr(x) 
verschwindet,  so  rednziren  sich  die  ihr  vorangehende  und  die 
nachfolgende  auf  unhenannte  Zahlen  mit  entgegengesetztem  Vor- 
zeichen. Denn  setzt  man  in  der  ersten  der  obigen  Gleichungen 
x=a,  so  bekommt  man 

/,._,(«)  =  ?,/>) -/r+1(a) 
und  wenn  nun  fr(a)=0,  so  hat  man:  fr_%(a)  =  —fr+i(n),  woraus 
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hervorgeht,  dass  fr_x(x)  und  fr+x(x)  für  x  =  a  entgegengesetzte 
Vorzeichen  annehmen. 

Wir  wollen  nun  in  der  Reihe  der  Funktionen 
f(x),  f(x),  fM  f3(x)  .  .  .  .  fn(x)  (y) 
die  Variable  x  stetig  wachsen  lassen  von  x=a  bis  zu  x=ß  und 
untersuchen,  welche  Veränderungen  dadurch  in  den  Zeichenwech- 
seln  dieser  Reihe  hervorgerufen  werden. 

Da  ist  nun  einmal  leicht  einzusehen,  dass  keine  dieser  Funk- 
tionen ihr  Zeichen  ändert,  so  lange  x  bei  seinem  Wachsen  nicht 
einen  Werth  annimmt,  für  welchen  irgend  eine  derselben  annullirt 
wircL  Denn  wenn  zwischen  k  und  k'  keine  Zahl  liegt,  welche 
Wurzel  ist  der  Gleichung  fr(x)=0,  so  müssen  fr(k)  und  fr(k') 
gleic  he  Zeichen  haben.  Es  behält  also  dann  jede  der  obigen 
Funktionen  ihr  Zeichen  bei  und  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel 
in  Reihe  (y)  bleibt  demnach  ungestört.  Eine  Aenderung  in  der 
Anzahl  oder  in  der  Aufeinanderfolge  der  Zeichenwechsel  ist  also 
nur  dann  möglich,  wenn  x  bei  seinem  stetigen  Wachsen  durch 
einen  Werth  hindurchgeht,  für  welchen  eine  oder  mehrere 
dieser  Funktionen  verschwinden.  Wir  behaupten  nun:  Wenn  x 
einen  Werth  annimmt,  für  welchen  eine  der  spätem  d.h.  der  auf 
die  erste  folgenden  Funktionen  verschwindet,  die  erste  aber  nicht, 
so  bleibt  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  in  der  Reihe  (y)  unver- 
ändert; so  oft  dagegen  x  einen  Werth  annimmt,  für  welchen 
die  erste  Funktion  selbst  annullirt  wird,  so  muss  ein  Zeichen- 
wechsel in  (y)  verschwinden. 

Um  die  erste  dieser  Behauptungen  nachzuweisen,  nehmen 
wir  auf  es  sei  a  eine  zwischen  a  und  ß  liegende  Zahl,  für  welche 
fr(x)—0  werde  und  es  bezeichne  w  eine  unendlich  kleine  Zahl,  so 
dass  a — co,  a  und  a+w  drei  unmittelbar  auf  einander  folgende 
Werthe  bedeuten,  welche  x  bei  seinem  stetigen  Wachsen  von  a 
bis  ß  annimmt;  da  dann  zwischen  a — w  und  a~\-w  nur  die  eine 
Wurzel  a  von  fXtß)*es  0  liegt,  so  werden  f r(a — io)  und  fr(a+w) 
entgegengesetzte  Zeichen  haben.  Da  ferner,  wenn  /'(«)  =  0  ,  die 
beiden  benachbarten  Funktionen  fr_x(%)  und  fr+x(x)  für  x  =  a 
nicht  verschwinden,  sondern  entgegengesetzte  Vorzeichen  annehmen, 
so  ist  a  weder  Wurzel  der  Gleichung  /,,_,(#)=(>,  n0CÜ  ^er  ^lei" 
chung  fr+1(x)=0.  Zwischen  a — w  und  a+w  liegt  also  keine 
Wurzel  der  Gleichung  fr__x(x)=0\  es  müssen  also  fr_x(a — w)  und 
fr_y(a+€o)  das  nämliche  Vorzeichen  haben.  Da  ebenso  die 
Gleichung  ^    (^  =  0  keine  Wurzel  hat   zwischen  a  —  w  und 
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a+ü),  so  müssen  auch  fr^a~<n)  und  f^a+uj)  das  näm- 
liche Vorzeichen  haben.  Dieses  Vorzeichen  ist  aber  das  Vorzeichen 
von  /'r+,(r/);   denn  nach    dem   Taylor  sehen   Satze   hat  man: 

/,.hl(«+^)=/;H.I(^;+rr4.1(«;.w-i- .  • 

wo  fr+x(a)  einen  endlichen  Werth  hat,  der  bei  unendlich  kleinem 
w  an  Grösse  die  Summe  aller  folgenden  überragt,  also  der  ganzen 
Entwicklung  das  Vorzeichen  des  ersten  Gliedes  fr+{(u)  gibt  (No. 
305)-,  es  hat  also  wirklich  fr^(a-t-iü)  das  Vorzeichen  von  f  (a) 
und  somit  haben  die  3  Grössen  /r+1(a — ü>)9  /r+1(«)  und  f  (a+iü) 
alle  das  nämliche  Vorzeichen.  Ebenso  haben  die  3  Grössen  fr_{(a-  tu), 
fr-i(a)  und  f^^a+w)  alle  das  gleiche. und  zwar  dasjenige  von  fr__x{a), 
welches  entgegengesetzt  ist  dem  von/*r+l(a).  Die  3  Grössen :  jfr_1(a  -  w), 
fr_{(a)  und  ft._x(a+w)  sind  daher  dem  Vorzeichen  nach  entgegen- 
gesetzt den  Grössen  /r+,(ff  — w),  fr^(n)  und  fr+x(a+w).  Man  hat 
also  entweder:  fr_{(a—(o),  fr_{(a)  und  ^'  (a-f-w)  alle  positiv 
und  dann  f^t{*-~ /*r+,(fl)  und  /^(a-fca)  alle  negativ  oder 
umgekehrt.  Welches  also  das  Vorzeichen  von  fr(x)  sein  möge  : 
die  3  Funktionen  fr_{(a^,  fr(x)  und  /*r+l(ic)  bieten  für  sc=a — w 
entweder  einen  Zeichenwechsel  und  eine  Zeichenfolge  oder  dann 
erst  eine  Zeichenfolge  und  dann  einen  Zeichenwechsel,  somit  stets 
einen  Zeichenwechsel  dar,  und  für  x  =  a-t-O)  bilden  sie  abermals 
einen  und  nur  einen  Zeichenwechsel,  weil  ja  die  erste  und 
dritte,  fr_x{x)  und  sowol  für  x=a — Ol,  als  auch  für 

a+io  entgegengesetzte  Zeichen  haben.    Wenn  daher  für  x=a — lj 

die  Funktionen  /'r_,(#)>  fr(x)  und  fr+x(x)  die  Vorzeichen  -f-  H  

hatten,  so  müssen  sie  für  x=a~\~io  die  Zeichen  -|-  —  —  haben. 
Hatten  sie  aber  für  x  =  a  -w  die  Vorzeichen  H  ,  so  müs- 
sen sie  für  x=a+o)  die  Vorzeichen  +  +  —  aufweisen.  Der 
Zeichenwechsel  wäre  also  im  ersten  Fall  von  rechts  nach  links, 
im  zweiten  von  links  nach  rechts  gerückt  d.  h.  er  hätte  bloss  seine 
Stelle  geändert.  Es  bietet  somit  die  Reihe  (y)  für  x=a-hco  genau 
so  viele  Zeichenwechsel  dar,  wie  für  x  =  o — U),  wenn  für  x  =  a 
bloss  eine  der  spätem  Funktionen,  nicht  aber  f(x)  selbst  ver- 
schwindet. 

Um  nun  noch  zu  zeigen,  dass  in  der  Reihe  (y)  jedesmal  ein 
Zeichenwechsel  verloren  geht,  so  oft  x  einen  Werth  annimmt,  für 
welchen  f(x)  selbst  verschwindet,  wollen  wir  annehmen,  es  sei  b 
eine  Wurzel  der  Gleichung  =0;  dann  könnte  b  jedenfalls 
nicht  zugleich  Wurzel  der  Gleichung  f'(x)~0  sein ,  weil  nach 
Voraussetzung  f(x)  =  0  keine  gleichen  Wurzeln  und  daher  mit 


f'(x)=0  keine  gemeinschaftliche  Wurzel  besitzt.  Wenn  daher  (u 
unendlich  klein  ist,  so  muss  die  Substitution  von  b — co  und  b-\-to 
an  die  Stelle  von  x  in  f  (x)  Resultate  von  e  n  t  g  eg  e  n  g  e  s  e  t  z  t  e  in 
Zeichen,  die  gleiche  Substitution  aber,  in  f'{x)  ausgeführt,  Resul- 
tate vom  nämlichen  Vorzeichen  hervorbringen  d.h. 

f(b — (ü)  und  f(b-\-co)  haben  entgegengesetzte, 
f'(b — w)  und  f\b-\-to)  aber  gleiche  Vorzeichen. 

co2 

Allein  aus  f(b+to)=f(b)+fW)jo+f\b).  —      folgt,  da  f(b)=0 

f{b+w)=f\b).iü  +  ...,' 
woraus  man  erkennt,  dass  f(b+w)  dasselbe  Vorzeichen  hat,  wie 
/'(&)  und  umgekehrt  f\b)  das  nämliche  Vorzeichen,  wie  f(b+io  . 
Es  haben  folglich  die  3  Grössen  f\b—to),  f\b)  und  /''(ft-f-w)  alle 
dasselbe  Vorzeichen,  wie  f(b-\-io),  während  f{b—io)  ein  dem  Zei- 
chen von  f(b-\-w)  entgegengesetztes  Vorzeichen  hat.  Also  ist  entweder 
/•(6-w)  :  -  f'ib-io)  :  + 

f(b)  =  0  und  dann  f'{b)  :  + 
A6+w)   :  +  f  :  + 

oder  dann:/*(6 — w)   :  +  f\b — to)  :  — 

/•(6)  =  0  und  dann  f'\b)  :  — 
/■(4+ai)    :  —  f\b+w)  :  — 

Die  zwei  ersten  Glieder  /"(#)  und  fs[x)  der  Reihe  (y)  ha- 
ben also  jedenfalls  für  x=b—w  entgegengesetzte,  für  x~b-\-w 
aber  gleiche  Zeichen;  sie  bilden  also  einen  Zeich enwechsel^ 
bevor  x  den  Werth  b  erreicht,  dagegen  eine  Zeichenfolge,  so- 
bald x  über  den  Werth  b  hinaus  ist.  Wenn  daher  x  zwischen 
a  und  ß  einen  Werth  b  annimmt,  welcher  Wurzel  ist  der  Glei- 
chung /\a?)=0,  so  verschwindet  ein  Zeichenwechsel  in  Reihe  (y) 
d.  h.  die  Reihe 

/(6+cci),  f'(b+w)y  f2(b+w),  f3(b+w)  ....  f£b+<o) 
bietet  einen  Zeichenwechsel  weniger  dar,  als  die  Reihe  f(b — w)> 

/ '(*-«>).  W-<»)>  f3(t>-") ■■■■ 

Wenn  ferner  c  eine  weitere  zwischen  a  und  ß  liegende  Wur- 
zel der  Gleichung  f(x)  =  0  wäre,  so  würde  die  Reihe  (y)  für 
x=c-{-  (o  wieder  einen  Zeichenwechsel  weniger  darbieten,  als  für 
x=c — (o  u.s.  f.  So  viele  reelle  Wurzeln  der  Gleichung  f(x)=0 
zwischen  a  und  ß  liegen,  so  viele  Zeichen  Wechsel  hat  die  Reihe 

f(ß),  f(ß),  fßh  f9m-  ■  --W)  weniger,  als 
die  Reihe   f(a),  /»,  /,(«),  f3(a) . .  ../"», 
und  man  kann  daher  aucli  uragebrt  aus  der  Anzahl  der  Zeichen- 
wechsel, welche  die  erste  Reihe  weniger  darbietet,  als  die  zweite, 
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auf  die  Anzahl  der  zwischen  a  und  ß  liegenden  reellen  Wurzeln 
der  Gleichung  f(x)—0  zurückschliessen. 

Zusatz  1.  Mit  Hülfe  des  Stürmischen  Satzes  lasst  sich  die 
Anzahl  aller  reellen  Wurzeln  einer  Gleichung  f(x)=Q  bestim- 
men.    Man  bildet   nämlich    noch    die   Funktionen   f'{x) ,  f0(x), 

fSx^-  -  •  •  UIl(*  setzt  (^ann  m  äi ie  Reihe 

'  f(x\  f'(x),  f2(x),  f3(x),...fn(.c)  (y) 

1 die  absolute  obere  Grenze  —  V  der  negativen  Wurzeln, 

2.,  die  obere  Grenze  L  der  positiven  Wurzeln.  So  viele  Zei- 
i  lu  nwechscl  jene  Reihe  für  die  letzte  Substitution  weniger  dar- 
bietet,  als  die  erste,  so  viele  reelle  Wurzeln  besitzt  die  Gleichung. 
Damit  ist  zugleich  auch  die  Zahl  der  imaginären  Wur- 
zeln bestimmt. 

Zur  grössern  Einfachheit  kann  man  —  £'  =  —  oc  und 
I  =  +  setzen;  dadurch  nehmen  die  obigen  Funktionen  alle  die 
Vorzeichen  ihrer  ersten  Glieder  an;  man  darf  daher  nur  unter- 
suchen, welche  Vorzeichen  diese  ersten  (Mieder  für  x  =  oo  und 
welche  sie  für  x  =  —  oo  annehmen. 

"Beispiel  1.  Man  soll  untersuchen,  wie  viele  reelle  Wur- 
zeln die  Gleichung  a?3 — 2x — 5=0  halie. 

Es  ist  f(x)=x*—2x—h  und  f'(>J  =  3a?2— 2. 


lste  Division: 


x3 — 2a?- 
3a?3— 2a; 


-  5 
-15 


l  3a;2— 2 


und 


— /o(a?)  =         — 4a?— 15 
f2(x)  =  4a?-H  5. 
2te  Division:      3a;2—  2     4a?  4-15 
12a2—  8     3a? -45 
12a?2 +4  5a? 
—45a?—  8 
—45.4a?—  32 
_45.4a?— 675 


-/.(*)* 

+643 

—643 

Wir  haben  daher: 

fix) 
a?3 — 2a?— 5 

m 

m  i 

4a?-f-l5  1 

x= — 3C  gibt:  — 

x^-{-yo     „  -f- 

-1- 

—643 


Die  Reihe  (/)  bietet   also  i'iir  a?=+oü  einen  Zeichenwechsel 

Orelli,  Algebra,  'ito  Aufluge.  31 


weniger  dar,  als  für  a;= — oc;  somit  hat  die  Gleichung  a;3 — 2a? — 5> 
aO  nur  eine  reelle  Wurzel;  die  beiden  andern  sind  imaginär. 

Beispiel  2.    Die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  der  Glei- 
chung xz — 4a;2 — 2#-f-4=<>  zu  bestimmen. 
Hier  ist  /'(a;)=a?3—  4a;2— 2xH-4 

/*'(a?)=3a?2-8a?— 2. 
lste  Division:     .t3 —  4a?2 —  2a?4-  4    3j?2  —  8a; — 2 
3a;3— 12a;1—  6a?4-12  j   a?  -4 
3a;3—  8a;2—  2a; 

—  4a?2—  4a;-f-12 

—  12a?2— 12aH-36 
— 12a?24-32a?4-  8 


-f2(x)=        — 44a?-f-28 
fl(x)  =  44a?— 28-=4(lla?— 7). 
2te  Di  vision: 
3a;2—  8a;—  2  1  IIa;  — 7 
33a;2— 88a;  —  22  |  3a?-67 
33a;2— 21a; 


—67a;—  22 
—11.67a;— 242 
—11.  67a;-»- 469 


-fM  =  -ln 

fz(x)  =  +711 
Für  unsere  Untersuchung  haben  wir  statt  f2(x)=44x — 28 
den  4ten  Tlieil  davon,  also  IIa?  —  7  genommen,  wie  wir  denn 
überhaupt  auch  hier,  wie  bei  Aufsuchung  des  grüssten  geniein- 
schaftlichen  Divisors,  Dividend  oder  Divisor  durch  irgend  eine  posi- 
tive Zahl  dividiren  oder  multiplizireu  können.    Wir  haben  daher 


a?3— 4a:2— 2x4-4 


f\x)       I  f2(x) 
3a;2-  8x— 2     IIa? — 7 


4-711 


x= — oc:       —  4-  —  + 

a?=4-cc:       4-    |       4-  +    j  + 

Die  erste  Eeihe  hat  :;,  die  letzte  gar  keinen  Zeichenwechsel ; 
folglich  liegen  zwischen  —  oc  und  +oo  3  reelle  Wurzeln  unserer 
Gleichung  d.h.  die  gegebene  Gleichung  hat  lauter  reelle  Wurzeln. 

Zusatz  2.  Will  man  speziell  die  Anzahl  der  positiven  reel- 
len WTurzeln  kennen,  so  setzt  man 

1 .,  x  =  —  oc    2.,  x  =  0  und  3.,  x  =  4-  ^o, 
dann  gibt  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel,  welche   die  2te  Sub- 
stitution weniger  als  die  erste  liefert,  die  Zahl  der  negativen, 
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die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  aber,  welche  die  3te  Substitution 
weniger  als  die  2te  darbietet,  die  Anzahl  der  positiven  reellen 
Wurzeln  an.  Allein  für  x=z+oc  nehmen  die  sämmtlieheu  Funk- 
tionen die  Vorzeichen  ihrer  ersten,  fürx-=0  aber  die  Vorzeichen 
ihrer  letzten  Glieder  an.  Man  darf  daher  nur  abzählen  L  die 
Zeichenwechsel,  welche  die  letzten  Glieder  der  obigen  Funktionen 
bilden,  2.  die  Zeichenwechsel,  welche  die  ersten  Glieder  bilden, 
um  in  der  Dinerenz  dieser  beiden  Zahlen  sofort  die  Anzahl  der 
positiven  reellen  Wurzeln  zu  bekommen,  eine  Untersuchung,  die 
ohne  Rechnung  durch  den  blossen  Anblick  der  Funktionen  (y)  ge- 
macht werden  kann. 

Zusatz  3.  (Bedingung  der  Realität  sämmtlicher  Wurzeln 
einer  Gleichung). 

Damit  eine  Gleichung  mten  Grades  lauter  reelle 
Wurzeln  habe,  ist  erforderlich  1.,  dass  die  Reihe  (y) 
gerade  m+1  Gli  eder  en  tha  lte  und  dass  2.,  die  öoeffi- 
zienten  ihrer  ersten  Glieder  alle  positiv  seien. 

Denn  soll  die  Gleichung  m  reelle  Wurzeln  haben,  so  muss 
die  Reihe  (y)  für  x=+oc  m  Zeichenwechsel  weniger  geben,  als  für 
a;=-  oo;  sie  muss  aber,  um  m  Zeichenwechsel  liefern  zu  können, 
mindestens  m+1  Glieder  haben.  Wenn  aber  /  (#)  vom  mten  Grade 
ist,  so  kann  jene  Reihe  überhaupt  höchstens  m+1  Glieder  enthalten, 
in  welchem  Fall  jedes  folgende  Glied  um  einen  Grad  niedriger 
als  das  vorangehende  ist.  Damit  nun  diese  aus  m+1  Gliedern 
bestehende  Reihe  m  Zeichenwechsel  darbieten  könne  für  x= — oc, 
müssen  die  Coefnzienten  ihrer  ersten  Glieder  alle  positiv  sein;  denn 
dann  werden  für  a?=  —  oo  die  ersten  Glieder  abwechselnd  positiv 
und  negativ  oder  umgekehrt,  für  x=+oo  aber  alle  positiv;  man 
hat  also  dann  für  == — oc  gerade  w,  für  a?i=  +  oo  aber  gar 
keine  Zeichenwechsel. 

Wenden  wir  das  auf  die  Gleichung  3ten  Grades  au,  die  wir 
uns  in  der  Form  xi+Spx+2q=i)  denken  wollen,  so  ist  f(x) 
x3+3px+2q,  f'(x)=3x7+Sp. 
lste  Division : 

x*+3px+2q  \x-+p 
x3+px  X 
—f2(x)  =  2px+2q 

f2(x)  —   -  2px  -2q  =s  2( — px — q) 

31* 
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2te  Division: 


px2+p2 

px2+qx 
— qx  +p2 
— pqx  +  p 
-pqx—q2 


— px — q 


x+q 


3 


und  daher  f  (x)  =  —  q2— p3- 

Wir  haben  also:  f(x)  =  x^px+Zq,  f2(x)  ==  —px—q 
f'(x)  =  to2+3p,       fz(x)  =  —  q2— p3 

Die  Coeffizienten  der  ersten  Glieder  dieser  Funktionen  sind 
demnach:  1,  3,  —  p  und  —  g2— />:5- 

Diese  müssen  sämmtlich  positiv  sein,  damit  die  Wurzeln 
alle  reell  ausfallen-,  es  muss  also 

— p>0  nnd  — q2—  p3>0  sein,  was  erfordert:  1.,  p  negativ  und  2., 
dem  absoluten  Werthe  nach  kleiner  als  p*  oder  Aj-<15  Bedin- 
gungen, die  wir  früher  schon  kennen  gelernt  haben. 

Zusatz  4.  Bdm  kann  sich  die  Untersuchung  zuweilen 
etwas  erleichtern,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  sobald  eine  der 
Funktionen  unserer  Reihe  (y),  z.  B.  fr(x),  zwischen  x=a  und  x=ß 
keine  Wurzel  hat,  alle  auf  fr(x)  folgenden  Funktionen  wegge- 
lassen werden  können.  Denn  unmittelbar  aus  dem  Beweis  des 
Stürmischen  Satzes  ergibt  sich,  dass  wenn  fr(x)  für  keinen  zwi- 
schen a  und  ß  liegenden  Werth  von  x  verschwindet,  die  Zahl  der 
Zeichenwechsel  zwischen  fr(x)  und  fn(x)  völlig  unverändert  bleibt. 
Es  hat  also  die  Reihe  /]{x)  biß  f%(x)  £«r  x=ß  genau  so  viele  Zei- 
chenwechsel, wie  für  x  ä  et  und  bleibt  daher  ohne  Einfluss  auf 
die  Differenz  zwischen  den  Anzahlen  der  Zeichenwechsel,  welche 
die  Reihe  (y)  für  die  beiden  Substitutionen  ./  =  a  und  x  =  ß  dar- 
bietet. Wäre  z.  B.  f\(x)  vom  2ten  Grade,  so  könnte  man  sofort 
erkennen,  ob  ihre  Wurzeln  reell  oder  imaginär  wären ;  im  letzten 
Fall  brauchte  man  die  spätem  Funktionen  nicht  zu  berechnen. 

344.  Bestimmung  der  reellen  Wurzeln  einer 
Gleichung  /'(#)=  0  bis  aui  eine  Einheit  genau.  Um 
jede  der  Wurzeln  einer  Gleichung  f(x)**0  bis  auf  eine  Einheit 
zu  bestimmen,  setzt  man  die  zwischen  den  beiden  Grenzen  L  und 
— L'  liegenden  ganzen  Zahlen  in  f(x)  und  bestimmt  die  Vorzei- 
chen der  Grössen 

/'(£),  /•(£-!),  /U-2)...  AI).  ftP)>  f(-l),...f(-L'). 


Enthält  diese  Reihe  so  viele  Zeichen  Wechsel,  als  der  Grad 
der  Gleichung  Einheiten  hat,  so  sind  die  Wurzeln  sämmtlich  ge- 
trennt und  es  ist  jede  derselben  bis  auf  eine  Einheit  genau  be- 
stimmt. Enthalt  sie  dagegen  weniger  als  m  Zeichenwechsel,  so 
kann  man,  wenn  f(k)  und  f\k+l)  entgegengesetzte  Vorzeichen 
haben,  nicht  mehr  sagen,  dass  zwischen  A'  und  k-\-l  nur  eine, 
und  falls  sie  gleiche  Vorzeichen  haben,  ebenso  wenig  behaup- 
ten, dass  zwischen  ihnen  gar  keine  reelle  Wurzel  der  Glei- 
chung /'(&•) =°  hege.    Man  bildet  alsdann  die  Reihe  der  Polynome 

f{v)i  f'(*)i  f'XX)i  f  ^:)'"fn{X>>  Ulld  tiadet  dUrCl1  öubstituti0n  l*CF 

Zahlen  L,  L-l,  2  etc.  bis  — L'  genau,  wie  viele  reelle  Wur- 
zeln zwischen  je  zwei  dieser  Zahlen  liegen.  Stellt  sich  dann  her- 
aus, dass  zwischen  k  und  M  etwa  3  reelle  Wurzeln  liegen,  so 
kann  man  durch  Substitution  der  Zahlen  fr,  fr-h/n»  ^"i7»+-  bis 
k+r\  und  fr+1  in  /'(x)  jede  derselben  bis  auf  ^  genau  bestimmen. 

°346.  Lehrsatz  von  Bolle.  Zwischen  $wei  unmittelbar 
aufeinander  folgenden  W  urzeln  u  und  b  einer  Gleichung  f(x)—® 
mU$S   mindestens  eine  reelle  Wurzel  der   abgeleiteten  Gleichung 

f\x)  =  0  liegen. 

Es  sind  nämlich  f(x)  und  f'(s)  als  ganze  algebraische  Funk- 
tionen stetig  über  das  ganze  Intervall  von  —  bis  -\-oü.  Wenn 
daher  /*(a)=0  und  f(J)=Ö  und  man  liisst  x  von  a  bis  b  stetig 
variircn,  so  muss  f(x\  von  /'(«)  = ()  ausgehend,  entweder  zuerst 
wachsen  und  nachher  wieder  abnehmen,  am  — /(&)  d.  h.  =  u  zu 
werden  oder  dann  umgekehrt,  wobei  auch  ein  mehrmaliger  Wech- 
sel von  Wachsen  und  Abnehmen  möglich  wäre.  Da  aber  bei 
wachsendem  f\x)  die  Derivirte  /''(./;)  positiv,  bei  abnehmendem 
f(x)  aber  negativ  ist,  so  ttttiss  dieselbe  also  von  positiven  WTer- 
then  zu  negativen  oder  umgekehrt  übersehen,  wbb  bei  ihrer  Stetig- 
keit nicht  anders  möglich  ist,  als  wenn  sie  ein  oder  mehrere 
Male  durch  Null  hindurch  geht.  Es  muss  also  Krischen  u  und  b 
mindestens  einen  Werth  von  x  geben,  für  welchen  f'(x)  =  0 
wird. 

Zusatz.  Zwischen  zwei  aufeinander  folgenden 
reellen  Wurzeln  der  derivirten  Gleichung  fiß)  «=  0 
kann  höchstens  eine  reelle  Wurzel  der  ursprüngli- 
chen Gleichung  liegen.  Vorerst  ist  einmal  leicht  einzusehen, 
dass  zwischen  2  reellen  Wurzeln  der  derivirten  Gleichung  f'(x)-0 
nicht  nothwendig  eine  reelle  Wurzel  der  Gleichung  f(x)  =  0  zu 
liegen '  braucht.    Denn  wenn   a  und     zwei  auf  einander  folgende 


reelle  Wurzeln  von  /»=0  bedeuten,  zwischen  welchen  mehrere 
reelle  Wurzeln  a,  ß  und  y  von  /  '(x)=0  liegen,  so  ist  klar,  dass 
zwischen  a  und  ß,  sowie  zwischen  ß  und  y  oder  zwischen  a  und 
y  gar  keine  reelle  Wurzel  der  Gleichuug  f(x)=0  liegen  kann. 
Dass  aber  zwischen  2  auf  einander  folgenden  reellen  Wurzeln  von 
/'(j)  =  0  unter  keinen  Umstanden  mehr  als  eine  reelle  Wurzel 
von  f{x)=0  liegen  kann,  folgt  unmittelbar  aus  dem  obigen  Lehr- 
satz. Denn  gesetzt,  zwischen  2, auf  einander  folgenden  reellen 
Wurzeln  a  und  ß  der  Gleichung  f'(x)=Ö  könnten  mehrere  Wur- 
zeln, etwa  a  und  b,  der  Gleichung  f(s)  =  0  liegen,  so  befände 
sich  dann  zwischen  den  Wurzeln  a  und  b  der  Gleichung  f{jc)  =  0 
gar  keine  reelle  Wurzel  der  derivirten  Gleichung  f'(X)  =  0,  was 
nach  dem  obigen  Lehrsatz  unmöglich  ist. 

Hieraus  geht  hervor,  dass  wenn  alle  Wurzeln  einer  Glei- 
chung f\x)  =  0  reell  sind,  die  Wurzeln  der  derivirten  Gleichung 
f'(x)  =  0  sammtlich  reell  sein  müssen,  da  ja  zwischen  2  reellen 
Wurzeln  der  Gleichung  f(x)=0  mindestens  eine  reelle  Wurzel 
von  f'(x)  =  0  liegt. 

-UG.  Von  den  verschiedenen  Verfahren,  welche  zur  Be- 
stimmung der  inkommensurablen  Wurzeln  einer  Gleichung  in  An- 
wendung kommen,  wollen  wir  hier  nur  zwei  noch  näher  erwäh- 
nen, die  Newton'sche,  von  Horner  modifizirte  Methode  und 
die  Regula  Falsi,  wollen  aber  vorerst  noch  zeigen,  wie  man  aus 
einer  gegebenen  Gleichung  eine  andere  ableiten  kann,  deren  Wur- 
zeln um  eine  bestimmte  Grösse  von  denen  der  ersten  sich  unter- 
scheiden. 

Aufgabe:     Eine  Gleichung  in   eine  andere  um- 
zuformen, deren  Wurzeln  um   e  ine  gege  be  ne  Zahl 
a  kleiner,  als  die  der  gegebenen  seien. 
Erste  Auflösung.  Sei 
(1)    f(x)=Ax"Ulx>»-*+A2a>»-*+  .  .  .+A^ix+A*<*0 
die  gegebene  Gleichung  und  y  die  Wurzel  der  neuen,  so  sollte 
y  um  a  kleiner    als  x ,  somit  y  =  a;  —  a  und  daher  x  =  y  +  c 
=  cc+y  sein.    Wir  dürfen  daher  nur  in  (1)  x  durch  a+y  er- 
setzen, um  die  transformirte  Gleichung  mit  y  zu  bekommen.  Statt 
diese  Substitution  direkte  vorzunehmen,  können  wir  auch  von  dem 
Taylor'schen  Satz  Gebrauch  machen  und  bekommen  dann : 
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Die  neue,  nach  fallenden  Potenzen  von  y  geordnete  Gleichung 
lautet  daher: 

(2)   1.2.3..  .ro*  +  1.2.3.,(m— l)  '     +  1.2.:3...(m— 2)  y 

+  f\cc).y+f(a)  =  0 

Nun  ist  aber  der  Coeffizient  des  eisten  Gliedes  dieser  Glei- 
chung (2)  gerade  der  Coeffizient  des  ersten  Gliedes  der  Gleichung 
(1);  denn  es  ist 

f»(X)  =  m{m—\)(m—2)  . . .  3.2.1.4  ;  und  somit 

i.2.3...  m 

£üW       =  4  una  die  Gleichung  (2)  kann  daher  auch  so  ge- 

1.2.3  ...m 

schrieben  werden: 

Beispiel.    Es  sollen  die  Wurzeln  der  Gleichung 
(1)    ^)  =  #4— 2a;3—  13a;2+38a;—24  =  0 
um  4  vermindert  werden.    Da  wird  #=4+*/  und  die  transformirte 
Gleichung  somit  lauten: 

."^MW)-«! 


=  4,  also  von  x  unabhängig ;  somit  auch 


1.2.3' 


und  wir  haben  also  nur  noch  die  Coeffizienten  f(4),  f '(4), 


und  '  ^  •!  zu  bestimmen.  Nun  ist 
1 .2  .3 

=  a;4— 2a;3—  I3a;2+38a;—  24 
Ä4a>3_6a£-  26a+38 
12^—123—26 


*(a?)  _ 


1.2.3 

Na?) 

.2.3.4 


1.2 
2l.i--  12 
1.2.3 
24 


=  Ga;2— 6a;— 13 
=4a;— 2 
=  1 


f(4)     ==  256—128—208+152—24 
408— 360=+48 
+94 


^(4) 


1.2 

H4) 
1.2.3 


:+59 

=  +14 


=+1. 


1.2.3.4 

1.2.3.4 

Die  Gleichung  (2)  wird  daher  sein: 

(2a)    y«+14*/3+59f/M-94i/+48  =  0. 
Die  Wurzeln  der  ersten  Gleichung  sind  nun  1,  2,  3  und  — 4; 
die  der  zweiten  Gleichung  werden  daher  sein :  — 3,  — 2,  — 1  und 


— 8,  und  in  der  That  zeigt  sich,  dass  die  Gleichung  (2)  durch 
jede  dieser  4  Wurzeln  verifizirt  wird. 

Zweite  Auflösung:  Sei  wieder 

(1)   fix^Ax^+AiXK-i+AnX™-^  .  .  .  Am-lX+Am  =  () 
die  gegehene  Gleichung.,  so  wollen  wir  vorläufig  mit  B,  Bt, 
Bz  .  .  .  bis  Bm  die  Coefnzienten  der  transforniirten  Gleichung  be- 
zeichnen, wo  wir  zum  Voraus  wissen,  dass  B=A;  dann  wäre  also 

(2)  Ay'n+Biy>»  ^B^-^....^Bm-xy+Bm=0 
diese   transtbrmirte   Gleichung,   deren  Wurzeln  y  mit  den  Wur- 
zeln x  der  Gleichung  (1)  verbunden  sind  durch  die  Relation 
x=y-\-a  oder  y=x — a. 

Wie  nun  die  Gleichung  (2)  aus  der  Gleichung  (1)  dadurch 
entsteht,  dass  wir  x  durch  y-f-a  ersetzen,  so  müsste  umgekehrt  aus 

(2)  die  Gleichung  (1)  wieder  abgeleitet  werden  können,  wenn  wir 
y  ersetzen  durch  x—a.    Die  dadurch  erhaltene  Gleichung  (3) 

(3)  Aix-ay+B^x— ay^+B^x-(c)^-^...-hBm  l{x~a)+Bm=o 
inuss  daher  mit  der  Gleichung  ( 1)  vollkommen  identisch  sein.  Aus 
dieser  Gleichung  (3)  erkennt  man  aber  leicht,  wie  man  die  Coef- 
fizienten  Bm,  Bm-\,  Bm  ^  .  .  .  ff,  und  B{  finden  kann.  In  der 
That  ist  Bm  gerade  der  Divi-ionsrest  der  linken  Seite  der  Glei- 
chung (3)  durchs— a.  Da  aber  (3)  mit  (1)  identisch  ist.  so  darf 
man  auch  nur  die  gegebene  Funktion  f(x)  aus  Gleichung  (1)  durch 
X — cc  dividireu,  dann  wird  der  Rest  das  letzte  Glied  Bm  der  zu 
suchenden  Gleichung  (2)  sein.  Der  Quotient  dieser  Division  ist 
aber,  wie  der  blosse  Anblick  der  Gleichung  (3)  zeigt: 

(3a)  if^cLf^^B^x— aT^Bt(x^a>^' 

-\-Bm^(x—a)-^Bm^i. 
Wenn  man  diesen  Quotienten  wieder  durch  x— a  dividirt,  so 
bekommt  man  als  Rest  /*,„._,  d.h.  den  Coeffizienten  des  vorletz- 
ten Gliedes  der  zu  bestimmenden  Gleichung;  der  Quotient  aber 
wird  sein: 

(3ß):  ä)m^+J^^ 

Mit  Ausnahme  des  letzten  Gliedes  sind  hier  wieder  alle  Glie- 
der theilbar  durch  x — er;  man  erhält  bei  Ausführung  der  Division 
daher  Bm_o  als  neuen  Rest  und  als  Quotienten: 
(3^) :  A(x  -  a)m-*+Bl  (x—a)>'l-''+B2(x--ayn-s+... 

-f-  Bm-i(x— a)-\rBms. 

Dieser  neue  Quotient,  durch  x—a  dividirt,  würde  Z?m_3  als 
Rest  und 

(3cf)  A(x— x  -cc)"-"+B2ix—u)m  -li+ -4 
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als  (Quotienten  liefern  u.  s.  f.    Wenn  man    in  gleicher  Weise  fort- 
fahrt, so  erhält  man  successive  die  Coeffizienten  l?m_5  .  .  . 
ß3,  ß2,  Bx  und  #.    Wir  haben  daher  zur  Bestimmung  der  Coeffi- 
zienten  dieser  transformirten  Gleichung  folgende  Kegel: 

Man  dividirt  1.  die  gegebene  Gleichung  durch  x — a, 

2.  den  erhaltenen  Quotienten  durch  x — or, 

3.  den  neuen  Quotienten  wieder  durch  x — et, 

4.  den  neuen  Quotienten  abermals  durch  x — et 
u.  s.  f.,  bis  man  zu  einem  von  unabhängigen  Quotienten  kommt. 
Die  hiebei  zum  Vorschein  kommenden  Reste  sind  dann  der  Reihe 
nach  die  Coeftizienten  Bm  Bm-u  Bm-*.  •  •  •  *i  un(^  & 
der  transformirten  Gleichung.  Diese  successiven  Divisionen  werden 
nun  nach  dem  in  Nro.  308  entwickelten  Verfahren  ausgeführt,  wo- 
durch die  Coeftizienten  der  transformirten  Gleichung  auf  viel  kür- 
zerem Wege  bestimmt  werden,  als  durch  das  gewöhnliche,  in  der 
ersten  Auflösung  augewandte  Verfahren. 

Beispiel.  Wir  nehmen  wieder,  die  obige  Gleichung 
./;4  L\/;3—  13x-+38x-— 24=0 
und  wollen  daraus  eine  andere  ableiten,  deren  Wurzeln  sämmtlich 
um  4  kleiner  sind.  Wir  di\ idireri  daher  die  Funktion  durchs — 4, 
den  Quotienten  wieder  durch  x — 1,  den  neuen  Quotienten  abermals 
durch  x — 4  u,  s.  f.  Die  dabei  erhaltenen  Reste  sind  dann  die 
Coeffizienten  des  letzten,  vorletzten,  des  ;Uen,  2ten  und  ersten  Glie- 
des der  transformirten  Gleichung.  Wir  machen  die  Rechnung*  in 
folgender  Weise: 

1    —  2    —13     +38  —24 

+  4     +  8    -20  +72 

^  =  4   !  !  !  

1     +  2    —  5     +18  (+48) 

+  4  +24  +7(3  

1     +  6  +19  (+94) 

+  4  +40  

1     +10  (+59) 

+  * 
1  (+14) 

Also  sind  48,  94,  59  und  14  die  Coeffizienten  des  letzten, 
vorletzten,  dritten  und  zweiten  Gliedes;  der  Coeffizient  des  ersten 
Gliedes  ist  immer  gleich  dem  Coeftizienten  des  ersten  Gliedes  der 
ursprünglichen  Funktion.  Somit  heissf  unsere  transformirte  Glei- 
chung 

T/4+14<vx+.r)9.v2-f-94^+48  =  o,  wie  oben. 
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Beispiel  2.  Es  sollen  die  Wurzeln  der  Gleichung 
7x*-8x*+2x— 10=0 
um  2  vermindert  werden.  Wir  setzen  x  =  y  +  2 ,  woraus  folgt 
?/=a? — 2,  und  müssen  daher  zur  Bestimmung  der  transformirten 
Gleichung  f(x)  durch  x—  2  dividiren,  den  Quotienten  wieder  durch 
X — 2  u.  s.  f.  und  dann  die  Reste  als  Coeflizienten  des  letzten,  vor- 
letzten Gliedes  etc.  nehmen.  In  unserer  Gleichung  fehlen  die  Glie- 
der mit  x*  und  x2\  wir  denken  uns  dieselben  mit  dem  Coeffizien- 
ten  0  hergestellt  und  haben  dann  zur  Bestimmung  der  Coeffizien- 
ten  der  transformirten  Gleichung  folgende  Rechnung: 


a=2 


7 

—  8 
14 

0 
12 

0 
24 

+  2 
48 

—  10 
100 

7 

6 
14 

12 
40 

24 
104 

50 
256 

(+  90) 

7 

20 
14 

52 
68 

128 
2  40 

(+306) 

7 

34 
14 

120 
96 

(+368) 

7 

48 
14 

(+23  6) 

7 

(4-62) 

Die  transformirte  Gleichung  wird  daher  heissen: 
7yH-62y4+216y3+368y2+306y+90==O 
Beispiel  3.    Man  soll  die  Wurzeln  der  Gleichung 
(1)  3X4+Ux*— 16a;3— 44a+16=0 
um  1  vermindern. 

Wrir  setzen  x  =  y  +  l  oder  y  =  x  —  1,  müssen  also,  um  die 
transformirte  Gleichung  zu  erhalten,  f(x)  durch  x — 1,  den  Quo- 
tienten wieder  durch  x—  1  dividiren  u.  s.  f.  und  dann  die  Reste  als 
Coeffizienten  der  neuen  Gleichung  nehmen. 


«=1 


11 

—16 

-44 

+16 

3 

14 

—  2 

—46 

3 

14 

—  2 

-46 

(-30) 

3 

17 

15 

3 

17 

3 

+  15 

20 

(-31) 

T~ 

~2Ö 
3 

(+35) 

3 

(+23) 

Die  transformirte  Gleichung  heisst  demnach: 
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(2)    3//4+2:V+^%2-;J12/— 30=0 
Die  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  sind:  2,  —2,  -4  und  \\ 
die  Wurzeln  der  Gleichung  (2)  sollten  demnach  sein:  1,  — 3,  — 5 
und  — §,  welche  auch  in  der  That  die  Gleichung  (2)  verifiziren. 

Wollen  wir  aher  die  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  um  1  ver- 
mehren, so  setzen  wir  x=y — 1  oder  y=x-\-l  und  müssen  dann, 
um  die  transformirte  Gleichung  zu  erhalten,  f(x)  durch  x-hl  di- 
vidiren,  den  Quotienten  wieder  durch  a;+l  u.  s.  f.  Hiebei  ist  also 
a  =  — 1. 


3 

+11 

—16 

—44 

+16 

—  3 

—  8 

24 

+20 

3 

+  8 

—24 

—20 

(+36) 

—  3 

—  5 

+29 

3 

5 

—  3 

—29 
—  2 

(+9) 

3 

2 

—  3 

(-31) 

3 

(-  1) 

Die  transformirte  Gleichung  lautet  demnach: 
(3)    3y4-i/3— 31y2+9y+36=0, 
welche  in  der  That  die  Wurzeln  3,  — 1.   —3  und  J  zulasst,  die 
beziehungsweise  um  1  grösser  sind,  als  die  entsprechenden  Wur- 
zeln %      2,  — 4  und  }j  der  Gleichung  (1). 

347.  Ist  die  Zahl  a,  um  welche  die  Wurzeln  einer  Glei- 
chung vermehrt  oder  vermindert  werden  sollen,  mehrstellig,  so 
kann,  wenn  man  vorzieht,  bloss  einen  einstelligen  Operationsfaktor 
zu  haben,  die  Operation  in  so  viele  einzelne  Transformationen  zer- 
legt werden,  als  die  Zahl  a  geltende  Stellen  hat.  Wollte  man 
z.B.  die  Wurzeln  einer  Gleichung  um  5-1,27  vermindern,  so  hätte 
man  die  ursprüngliche  Funktion  durch  x — 54,27  zu  dividiren, 
den  (Quotienten  wieder  durch  .r-  54,27  u.  s.  f.,  und  endlich  aus 
den  erhaltenen  Kesten  die  transformirte  Gleichung  zu  bilden.  Statt 
dessen  könnte  mau  4  verschiedene  Transformationen  vornehmen, 
indem  man  die  Wurzeln  erst  um  50,  dann  um  4,  dann  um  0,2 
und  endlich  um  0,07  verminderte.  Sollten  umgekehrt  die  Wur- 
zeln der  Gleichung  um  54,27  vermehrt  werden,  so  hätte  man 
fix)  durch  #+54,27  zu  dividiren,  den  Quotienten  wieder  durch 
#+54,27  u.  s.  f.,  d.  h.  man  müsste  den  Operationsfaktor  a  =■= — 54,27 
setzen.     Statt  dessen  könnte   man  wieder  4   Operationen  vor- 
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nehmen,  indem  man  als  Operationsfaktoren  der  Reihe  nach 
—  4,  — 0,2  und  — 0,07  wählen  würde. 

Beispiel:  Es  sollen  die  Wurzeln  der  Gleichung 
x:i— 3a2-r-4aM-12=:0 
um  2,13  vermindert  werdeto. 
Erste  Auflösung: 

1     _3       +4  4-12 

2,13  —1,8531  4-  4,572897 


-50, 


a  =  2.13 


—0,87  4-2,1469  (4-16,572897) 
2,13  2,6838 


1,26  (+4,8307) 
2,13 


L  (4-3,39) 

Somit  lautet  die  transformirte  Gleichung,  deren  Wurzeln  um 
2,13  kleiner  als  die  der  gegebenen  sind: 

I.    ^34-3,39^-4-4,8307^4.16,572897  =  0 
Zweite  Auflösung. 
Wir  zerlegen  die  Operation  in  3  einzelne  Transformationen, 
indem  wir  die  Wurzeln  erst  um  2,  dann  um  0,1  und  endlich  um 
0,03  vermindern. 


Opera  tion. 

1  —3 


+4 
—2 


-M2 
4 


4-2  (4-16) 

2 


1  (4-4) 

2 


1  (4-3) 

Die  erste  traiisformirte  Gleichnng  heisst  also: 

ar*4-3#24-4.r-f-16  =  0 
2te  Operation.     Wir   vermindern    die    Wurzeln  dieser 
Gleichung  um  0,1. 

3  4 
0,1  0,31 


a  =0,1 


16 

0,431 


1 


1 


0,1 


4,31 
0,32 


(4-16,431) 


3,2  (4-4,63) 
0,1 


T  (4-3,3) 

Die  zweite  transformirte  Gleichung  wäre  demnach: 
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a;3+3,3^2-h4,G3^-f-lG,431  =  0 
3te  Operation:     Wir  vermindern   die  Wurzeln  dieser 
Gleichung  noch  um  0,03. 

3,3  4,63  +16,431 

0,03         0,0999  0,141897 


a=0;03 


3,33  -f-4,7299  (4-16,572897; 

0,03  JV1008  

3,36  (4-4,8307) 
0,03 


1  (4-3,39) 

Die  3te  transformirte  oder  die  gesuchte  Gleichung  heisst 
daher : 

DL    #M-3,39xH-4,8307a;4-l  6,572897  =  0, 
gerade.  wie  oben  in  (I). 

Berechnung  der  ink  o  mm  ens  u  r  a  bei  n  reellen  Wut* 
zeln  einer  Gleichung  nach  der  Horner  'sch  en  Methode. 

:US.  Sei  /X^H^^i^-^^^ 
die  gegebene  Gleichung.  Wenn  a  den  bis  auf  eine  Einheit  ge- 
nauen Werth  einer  ihrer  inkommensurablen  Wurzeln  bezeichnet, 
so  handelt  es  sich  darum,  die  noch  fehlenden  Decimalstellen  zu 
bestimmen.  Bezeichnen  wir  mit  xx  den  gesammten  noch  fehlenden 
Theil  der  Wurzel,  so  wäre  x~cl-\-xx  und  dieses  x{  besteht  dann 
aus  Zehnteln,  Hundertsteln,  Tausendsteln  etc.  Wenn  c*j,  a2>  az 
a4  etc.  die  absoluten  Werthe  der  auf  a  folgenden  Glieder  bedeu- 

ten,  so  wäre  ,t  m  |  +  ^  +  ^  +  ^  + . .. ,  wo  dann  at: 

a2>  cr3  etc.  ganze  Zahlen  von  0  bis  9  vorstellen,  so  dass  also  die 

Tir  i  al  &9  <*•{ 

gesammte  VN  urzel  x  =  «4-  Jq  +"  Jqq  +  jfifo  +  •  •  •  =  <*+®i  w**&' 

Man  hat  somit  auch: 
(2)  fix^fia+x^ 

•  •  •  i 2&  <  '  ° 

Hier  ist  xi  jedenfalls  kleiner  als  1 ;  wenn  wir  daher  die 
hohem  Potenzen  von  xt  vernachlässigen,  so  bekommen  wir  nähe- 
rungsweise 

/'(«)+/'( =0 
woraus  folgt  xx  =  —  '  . 

t  (^v 
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Mein  die  Gleichung  (2)  ist  nicht*  Anderes  als  eine  Gleichung, 
deren  Wurzeln  um  a  kleiner  sind  als  die  der  gegebenen  Gleichung 
(1);  sie  kann  daher  nach  dein  oben  in  Xo.  346  ( zweite  Auflösung) 
entwickelten  Verfahren  aus  (1)  angeleitet  werden,  wenn  wir  f  (x) 
durch  x — et  dividiren,  den  Quotienten  wieder  durch  x  -  a  u.  b.  f. 
und  dann  die  dabei  zum  Vorschein  kommeuden  Reste  als  Coefti- 
zienten  verwenden.  Wir  dürfen  also,  um  die  Gleichung  (2)  zu  er- 
halten, nur  die  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  [%)  nach  dem 
oben  angedeuteten  Verfahren  um  a  vermindern  und  bekommen 
so  eine  Gleichung 

^  (./,)  =  /'./,'"  !-#,./,  "- "M  -  I    ./An-i^i-r-^m  =  0  (2«), 

die  mit  der  obigen  Gleichung  (2)  vollkommen  übereinstimmt,  so 
dass  Bm=f{a)  und  /if/1_,  =/''(«).  Man  hat  daher  bei  Weglassung 
der  höhern  Potenzen  von  xi  die  Gleichung : 

Bm  f(d) 

#m-Mj  +  #m=°>  woraus  fct==  -  =  — 

ß 

Von  diesem  Quotienten  —  -m      bestimmen  wir  nur  das  Ute 

*>m-\ 

Glied  JjL  so  wird  dieses  =  ^  sein.     Da   wir   indessen   von  x{ 

nur  wissen,  dass  es  kleiner  als  1  ist,  so  wird  die  Gleichung  Bm—\X\ 
-\-Bm  =  0   noch  eine  verhältnissmässig  geringe  Annäherung  geben 

und  wir  sind  nicht  sicher,  dass  der  Quotient  —  f~-    schon  bis 

/>m— 1 

auf  jl£  genau  die  Wurzel  der  Gleichung  (2)  und  folglich  x{  = 
itt  +  ^  bis  auf  genau  die  Wurzel  der  Gleichung  (1)  sei.  Wrir 
werden  daher  gut  thun,  eine  Prüfung  hierüber  eintreten  zu  lassen, 
bevor  wir  weiter  rechnen,  indem  wir  </>|  —  |  und  berech- 
nen, welche  nichts  Anderes  sind,  als  die  Reste  der  Division  von 
<f(xt)  durch  xt  —  —  und  <ß%  j^p  Wenn  diese  Reste  entgegen- 

gesetzte  Zeichen  haben,  so  liegt  xi  zwischen  ™  und  oder  x 

z  24-1  z 

zwischen  a  4-  —  und  «+-  -j^    d.  h.  x=  ct-\-  —   ist  wirklich  bis 

auf  -jL  genau  die  zu  suchende.  Wurzel  der  Gleichung  (1)  und  so- 
mit %  mm  ctf    Hätten  dagegen  '/(^j)  uim<  ^eide  dasselbe 
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Zeichen,   so   wäre  das  ein  Beweis,  dass  beide  auf  derselben  Seite 

der  Wurzel  xt  lägen  und  man  würde  dann  ^v    ?^  berechnen 

10 

oder  ms  mau  zwe*  Resultate  von  entgegengesetztem  Zei- 

chen erhielte.    Wir  wollen  annehmen,  ai  sei  richtig  bestimmt,  d.h. 

a  1 

x=cc-{-  ~  sei  die  bis  auf  —  genaue  Wurzel  der  Gleichung  (1). 

Dann  vermindern  wir  die  Wurzeln  der  Gleichung  (2a)  um  in- 
dem wir  dieselbe  durch  x^ —       dividiren,   den  Quotienten  wieder 

durch  $|  —  ~  u.  s.  f.  und  die   herauskommenden  Reste  als  Coef- 

tizienten  verwenden.    Wir  kommen  so  zu  einer  neuen  Gleichung 
if)(xl)=Cxm+Clxlm-*+C2xlm~*+  . . .  +Cm_lXl-t-(  m  =  0  (3), 

deren  Wurzeln  um  -rg  kleiner  sind,  als  die  der  Gleichung  (2)  und 
uma4-~  kleiner  als  die  der  Gleichung  (1).    Wenn  also  x  = 
Jq"  +  iq0  +  -j^fj        eine  Wurzel  ist  der  Gleichung  (  1 ),  so  wird 

0\  =  {()()()  ^  %  •  •  eme  Wurzel  sein   der  Gleichung  (3),  die 

jedenfalls  kleiner  ist  als  ^  Wir  können  daher  die  hohem 
Potenzen*  von  xt  vernachlässigen  und  näherungsweise  setzen  : 

Cm-\£\-\-Cm  =  0,  woraus  folgt  x{=- — 

Das  erste  Glied  dieses  Quotienten  gibt  uns  das  nächste  Glied 

der  zu  suchenden  Wurzel,  d.  h.        ,  was  wir  zur  vollkommenen 

Sicherheit  noch  verifiziren,   indem  wir,   wenn  wieder  dieses 

erste  Glied  des  Quotienten  bezeichnet,  und  V'^y^j^  ^e- 

rechnen.  Wir  wollen  annehmen,  es  sei  die  2te  Decimale  a.,  un- 
serer Wurzel  richtig  bestimmt;  dann  vermindern  wir  die  Wurzeln 

der  Gleichung  (3)  um  jSL    indem   wir  die  Gleichung  (3)  durch 


J 
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Xt  — den  Quotienten  wieder  durch  x,  —  ^2  u.  s.  f.  dividiren 
1     100'        ^  1  100 

und  die  dabei  erhaltenen  hivisimisreste  aK  ('(»effizienten  verwen- 
den.   Wir  bekommen  so  eine  Gleichung 

(4)    Dxt  m+Dt  x4*  ^Dtxr-'-i-  •  •  •  Dm-&t+Pm=09 

deren  Wurzeln  um         kleiner  sind,  als  die  der  Gleichung  (3) 

oder  um  a4--^-  4-         kleiner,  als  die  der  Gleichung  ( 1).  Wenn 
10      100  ö 

daher  j-=a  +  ~+  ^  +  -|-  . . .  eine  Wurzel  ist  der  Glei- 
chung (1),  so  wird  x{  =  ~^  +  +  . .  .  eine  Wurzel  sein  der  Glei- 
chung C4),  und  da  diese  Wurzel  unter  allen  Umständen  kleiner 
ist  als  so  werden  wir  die  höhern  Potenzen  von  xt  vernach- 

lässigen und  näherungsweise  setzen  können: 

Dm-Xxi  -f-  Dm  =  0  oder  xt  ==  , 

von  welchem  Quotienten    das  erste  Glied   uns  die  nächste  Stelle 

3_  liefern  wil.a 

Wir  vermindern  nun  die  Wurzeln  der  Gleichung   (4)  um 
2qqq»  indem  wir  diese  Gleichung  durch  xx  —  iqqq  1  ^en  Quot*en" 

ten  wieder  durch  xt —    a-3-    u.  s.  f.  dividiren   und   die  erhaltenen 
1  1000 

Divisionsreste  zu  Coeftizienten  der  neuen  Gleichung  machen.  Da- 
durch erhalten  wir  eine  Gleichung 

(5)  fijrlm+Äla;lw-,+J2a?lin-2+  .  .  .  Em-\Xx+Em=0, 

deren  Wurzeln  um  kleiner  sind,  als  die  der  Gleichung  (4) 

1000 

oder  um  a-f— +  -^=-4--^-  kleiner  als  die  der  Gleichung  (1). 
10  ^  100  1000 

Es  wird  daher  die  Gleichung  (5)  eine  Wurzel 

Xt  =  W  +  To*+--' 

haben,  die  unter  allen  Umständen  kleiner  ist  als  ^'j,-;  und  wir 
können  daher  mit  noch  mehr  Recht  als  früher  die  höheren  Poten- 
zen von  X\  weglassen  und  setzen: 

Bm-i .r,  +  Em  =  0  oder 
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von  welchem  Quotienten  wir  wieder  nur  das  erste  Glied  berech- 
nen, das  uns  geben  wird. 

Wir  vermindern   abermals  die  Wurzeln  der  Gleichung  (5) 
um  das  neu  bestimmte  Glied  |L  und  bekommen  so  eine  Gleichung 

(6)    ^-+^^—1+^-^+  .  .  .  F^xi  +  F^i), 

welche  eine  Wurzel  +   hat,  die  kleiner  ist, 

i     1  i 

104  und  W  k°nnen  daher  abermals  setzen : 

Fm_{x  +  Fm  =  0,  woraus  x  =  —  folgt. 

Das  erste  Glied  dieses  Quotienten  liefert  das  nächste  Glied 

unserer  Wurzel,  nämlich  — .    In  gleicher  Weise  fährt  man  fort 

und  bestimmt  von  der  Wurzel  so  viele  Glieder,  als  der  vorge- 
schriebene Grad  von  Genauigkeit  erfordert. 

Anmerkung.  Bei  Bestimmung  der  einzelnen  Stellen  der 
Wurzel  wird  immer  das  letzte,  von  x  unabhängige  oder  soge- 
nannte ab  s  olute  Glied  durch  den  Coeffizienten  des  vorletzten 
Gliedes  dividirt  und  der  Quotient  mit  entgegengesetztem  Zeiche» 
genommen.  Dabei  stellt  sich  heraus,  dass  diese  zwei  letzten  Glie- 
der der  einzelnen  trausformirten  Gleichungen  stets  entgegengesetzte 
Vorzeichen  haben,  die  mit  entgegengesetztem  Zeichen  genommenen 

Quotienten  (-  p- ,  -  t  etc.)  also  positiv  ausfallen. 
Dm~\        tm.1        Dm-\       f  r 

Die  Zähler  dieser  Quotienten  d.  h.  die  absoluten  Glieder  der 
transforinirten  Gleichungen  werden  immer  kleine)-  und  man  hat 
gegen  das  Ende  hin  nicht  mehr  nöthig,  sie  vollständig  zu  berech- 
nen. Es  genügt,  so  viele  Stellen  davon  zu  bestimmen,  alfi  man 
zur  Ermittlung  der  geforderten  Anzahl  von  Mied  in  der  Wurzel 
nothwendig  hat.  Gesetzt  z.  B.  die  Wurzel  sollte  bis  zur  8ten 
Decimale  genau  berechnet  werden,  so  ist  nur  erforderlich,  dass 
man  schliesslich  die  8te  Decimalstelle  der  Wurzel  noch  bestimmen 
könne.  Das  ist  aber  der  Fall,  wenn  man  die  absoluten  Glieder 
berechnet  bis  zu  der  Stelle,  deren  Lokalwerth  gleich  ist  dem  Pro- 
dukt aus  dem  Lokalwertl.  des  letzten  Wiu^elgliedeß,  «ins  man  noct 
Oftfli,  Algebra.  2ie  (Uflage 
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bestimmen  will,  (lO-8)  in  den  Lokalwerth  vom  ersten  Gliede  des 
Divisors  ä.ji  des  Coefnzienten  vom  vorletzten  Gliede.  Ebenso 
kann  man  bei  Berechnung  der  vorangehenden  Glieder  diejenigen  Stel- 
len weglassen/  welche  auf  die  Ermittlung  der  im  letzten  Gliede 
notwendigen  Stellen  ohne  Einfluss  sind. 
Beispiel  1.    Die  Gleichung 

(1)    x*+%x— 5=0 
hat  eine  reelle   Wurzel  zwischen   1   und  2,  da  f(l)  =  —  1 
und  f(2)  =  4-9.     Wir  wollen   diese   Wurzel  bis   auf  6  Der- 
malen bestimmen.     Es  ist  a  =  1  die  bis  auf   eine  Einheit  ge- 
naue Wurzel  ;  daher  hat  man  X  =  et  -h     =  1  +  r>v    wo  x\  = 


10  T  100^  1000 


-f  etc.  ist. 


Wir  vermindern  nun  die  Wurzeln  um  1,  indem  wir  f(x) 
durch  x— 1  dividiren,  den  Quotienten  wieder  durch  x  —  1  n.  s.  f. 
und  die  Reste  zu  Coefhzienten  der  ersten  transtbrmirten  Gleichung 
nehmen.    Wir  bekommen  so: 

10  3—5 
11  4 
u    11    1       4  —1 
1  2 
.    2  +6 
1 

L™3 

Die  erste  transformirte  Gleichung  ist  also: 

(2)    ^(x^x^-h'Sx^-hßXi— 1=0,  aus  welcher 

folgt:  Xi=      ^  =  ^  =  0,1. 

Um  zu  wissen,  ob  dieses  Glied  von  xi  richtig  bestimmt  sei,, 
berechnen  wir  ^(0,2)  und  y(0,l),  die  nichts  Anderes  sind  als  die 
Divisionsreste  von  (p(xt)  durch  a,^— 0,2  und  xx — 0,1  (Nro.  307)- 


1 

3 

6 

—1 

«  =  0,2 

0,2 

0,64 

1,328 

1 

3,2 

6,64 

-J-0,328  ; 

1 

3 

6 

—1 

0,1 

0,31 

0,631 

«  =  0,1 

1 

3,1 

6,31 

-0,369; 

~  —  ~  7  "  ~  7   ~  7  7  /   \      I     /     —  O 

Die  Wurzel  der  Gleichung  (2)  liegt  also  zwischen  0,1  und 
0,2,  und  somit  ^  ==  0,1  oder  ai  =  1. 
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Wir  vermindern  nun  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  (2)  um 
0,1,  indem  wir  cp(xi)  durch  a-t  — 0,1  dividiren,  den  Quotienten 
wieder  durch  xt — 0,1  etc. 

13        6  —1 
0,1     0,31  0,631 


«=0,1 


3,1 
0,1 


6,31 

0,32 


-0,369 


3,2  +6,63 
0,1 


|  1  3,3 

Die  nächste  transformirte  Gleichung  wird  daher  sein : 
(3;    x%  S-H^x,  2+6,63^— 0,369=0, 
deren  Wurzeln  um  0,1  kleiner  sind  als  die  von  (2)  und  um  1,1 
kleiner  als  die  der  ursprünglichen  Gleichung.   Aus  (3)  folgt  nähe- 

0.369 

rungsweise:  xx  =         =0,05,  und  man  überzeugt  sich  wieder  leicht, 

dass  diese  Ziffer  richtig  bestimmt  ist,  dass  also         =  0,05  oder 

-  100 

«2  —  5. 

Wir  vermindern  jetzt  die  Wurzeln  der  Gleichung  (3)  um 
0,05  und  haben  daher  folgende  Rechnung: 

1    3,3       6,63  —0,369... 

 0,05     0,1675  J),339875^ 

1 


3,35 
0,05 


6,7975 
0,1700 


—0,029125 


1    3,40  +6,9675 
0,05 

1    3,45  daher 


(4) 


xt  3+3,45o;12+6>9675a71— 0,029125=0 
die  neue  Gleichung,  deren  Wurzeln  um  0,05  kleiner  sind,  als  die 
der  Gleichung  (3).    Man  findet  hieraus: 
0,029125 


Xi  = 


6,9675 


=  0,004 


daher  ^  =  0,004  und  ct3  m  4. 

Wir  vermindern  die  Wurzeln  der  Gleichung  (4)  wieder  um 
0,004  und  haben  hiefür  folgende  Rechnung : 


32* 


—   500  — 


0,004 


1 

3,45 

6,9675 

—0,029125 

0,004 

0,013816 

0,027925 

1 

3,454 
0,004 

6,981316 
0,013832 

—0,001200 

1 

3,458 
0,004 

6,995148 

1 

3,462 ; 

daher 

(5)    a?13-h3,462a:12+6,995148a?— 0,001200=0 
die  neue  transformirte  Gleichung,  bei  der  das  letzte  Glied  nur  aut 
6  Decimalen  berechnet  wurde.    Hieraus  folgt 
0,0012 


6,995 


=  0,00ül.   Daher  ist  die  4te  Decimale  aA  =  1. 


Wir  vermindern  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  wieder  um 


0,0001 


1 

3,462 
0,0001 

6,995148 
346 

—0,001200 
6995 

1 

3,4621 
0,0(01 

6,995494 
346 

—  0,0005005 

1 

3,4622 
0,0001 

6,993840 

1 

3,4623 

was  uns  die  neue  Gleichung 

(6)    Xi  3+3,4623a?,  2+6,995840^,  —0,0005005=0 
liefert,    deren  Wurzeln  um  0,0001  kleiner  sind  als  die  der  Glei- 
chung (5)  oder  um  1,1541  kleiner  als  die 'der  ursprünglichen  Glei- 
chung (1).    Wir  finden  hieraus 

0,0005005 


6,9958 


~  0,00007 


und  es  wäre  demnach  - ^  =  0,00007  oder  a5  =  7. 

Wir  wollen  noch  das  nächste  Glied  berechnen  und  vermin- 
dern daher  die  Wurzeln  der  Gleichung  (6)  um  0,00007,  bei  wel- 
cher Rechnung  die  Coeffizienten  des  2ten  und  3ten  Gliedes  bis 
zur  3ten  Decimale  unverändert  bleiben.    Wir  haben  daher 
1    3,462    6,996  —0,0005005 

4897 


0,00007 
woraus  folgt :  ./ , 


1    3,462    6,996     — 0,0000108 

0,0000108      ,  AA;AA, 
=  0,000001. 


6,996 

Die  ute  Decimale  unserer  Wurzel  wäre  demnach 


1  und  um 
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zu  wissen,  ob  die  Wurzel  bis  auf  eine  Einheit  der  6ten  Dccimale 
genau  bestimmt  ist,  dürfen  wir  nur  in  die  neue  transfbrmirte  Gleichung 

(f.(xi)=:xi  3-f-3,462;r,2-r-6,996#1  —0,0000108=0 
an  die  Stelle  von  x{  einmal  0,00'  »001  und  ein  andermal  0,000002 
setzen.  Es  zeigt  sich  liiebei,  dass  die  Substitution  von  0,000001 
ein  negatives,  die  von  0,000002  aber  ein  positives  Resultat  gibt, 
woraus  folgt,  dass  eine  Wurzel  dieser  Gleichung  zwischen  0,000001 
und  0,000002  und  somit  eine  Wurzel  der  ursprünglichen  Glei- 
chung zwischen  1,154171  und  1,151172  liegt. 

Beispiel  2.    Sei  f(x)=xA  —  4a?s+a?-h4=0  (1) 
die  gegebene  Gleichung,  so  hat  diese  eine  Wrurzel  zwischen  1  und 

2 ;  daher  ist  *  =  =  1  +*,  =  l  +|  +         K  .  . 

Zur  Bestimmung  von  al  vermindern  wir  die  Wurzel  dieser 
Gleichung  um  1  und  haben,  indem  wir  uns  das  fehlende  Glied 
mit  dem  Ooeffizienten  Null  hergestellt  denken: 


1 

—4 

0       1  4 

1 

—3    —3  —2 

TT 

—  3 

—3    —2  j-2 

1 

—2  —5 

1 

—2 

—5  -7 

1 

—  1 

i 

—  1 
+1 

—6 

i 

0 

;  daher 

cpix^^x^Gx]— 7x^2=0  (2) 
und  ^  =  2=0,2. 

Um  zu  wissen,  ob  0,2  richtig  bestimmt  sei,  bilden  wir  <jp(0.2) 
und  </>(0,3)  und  bekommen: 


1  0 

— 6 

— 7 

+2 

o.2 

0,04 

—1,192 

—1,6384 

1  0,2 

—5,96 

—8,192 

4-0,3616 

1  1  ° 

— (') 

—7 

+2 

0,3 

0,09 

—1,773 

—2,6319 

|  1  0,3 

—5,91 

—8,773 

— (»,6319 

Es  ist  also  <y>(0,2)  =  -K),361(i  und  <y>(0,3)= — 0,6319-,  daher 
liegt  die  Wurzel  der  Gleichung  (2)  zwischen  0,2  und  0,3  und  es 
ist  at  =  2  richtig  bestimmt.  Wir  vermindern  die  Wurzeln  der 
Gleichung  (2)  wieder  um  0,2. 
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0,2 


1 

0 

—6 

—7 

4-2 

0,2 

0,0-1 

—1,192 

—1,6384 

1 

0,2 

—5,96 

—8,192 

4-0,3616 

0,2 

0,08 

—1,176 

1 

0,4 

— 5,88 

— 9,368 

1 

0,6 

—  5,76 

V 

0,2 

1 

+0,8 

(3)    tf(xi)=x\-{-0fixl— b,76x] 
0,3616 


9,368^4-0,3616=0 


woraus  xi  = 


9,368 


=  0,03. 


Der  Quotient  liegt  näher  an  0,04  als  an  0,03 ;  wi  r  berech- 
nen daher  zur  Sicherheit  <jp(0,04),  was  nichts  Anderes  ist  als  der 
Rest  der  Division  von  <f{xx)  durch  #,—0,04 

1   0,8     —5,76       —9,368  4-0,3616 
0,04       0,0336    —0,229056  —0,3839 


0,04 


1    0,84  —5,7264    —9,597056  —0,0223 
Also  y(0,04)  fallt  negativ  aus,  während  y>(0,03)  positiv  ist; 
daher  ist  0,03  richtig  bestimmt.    Wir  vermindern  jetzt  die  Wur- 
zeln  der  Gleichung  (3)  um  0,03,  wofür  wir  folgende  Rechnung 
haben : 

1    o,8     —5,76       —9,368...  4-0,3616 
0,03      0,0249    —0,172053  —0,28620159 


0,03 


1  0,83 

—  5,7351 

—9,540053  4-0,07539841 

0,03 

0,0258 

—0,171279 

1  0,86 

—5,7093 

—9,711332 

0,03 

0,0267 

1  0,89 

—5,6826 

0,03 

1  0,92 

(4) :  y(;r2)==;r}4-0,92#;|— 5,6826^—9,711332^4-0,07539841=0 
ist  somit  eine  Gleichung,  deren  Wurzeln  um  0,03  kleiner  sind  als 
die  der  Gleichung  (3),  ferner  um  0,23  kleiner  als  die  von  (2^ 
und  um  1,23  kleiner  als  die  von  (1). 

rr         ,  i  *  0,07539841  ^v*** 

Hieraus  folgt:  xt  =  =0,007 

Wir  wollen  nun  von  unserer  Wurzel  6  Decimalen  berech- 
nen; der  vorletzte  Coeffizient  hat  als  höchstes  Glied  Einer;  wir 
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brauchen  daher,  um  die  Millionstel  genau  bestimmen  zu  können, 
das  letzte  Glied  nur  bis  auf  6  Decimalen,  wollen  aber  zur  Sicher- 
heit 7  Decimalen  nehmen.  Indem  wir  jetzt  alle  einzelnen  Coef- 
fizienten  nur  soweit  berechnen,  als  nöthig  ist,  haben  wir: 

:  t    o,92     —5,6826    —9,71133  +0,0753984 

0,007    +  64_-    3973    —  682574 

0,007  r  i    o,S#T   ^5,6762   —9,75106  +0,0071410 
0,007    +  65  3968 


1    (\934  —5,6697 
0,007    +  66 


-9,79074 


1    0,941  -5,6631 
0,007 


(5) 


!  1    0,948  j  daher 
^^0,948^-5,6631^-9,79074^+0,0071410  -  0 


0,0071410 
woraus  folgt:       xt  =    ^jöötT  =  ' 

Wir  vermindern  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  um  0,0007  : 


0,0007 


1 

0,948 

—5,6631 
+  6 

—  0,79074 

—  396 

l 

0,948 

—5,6625 
6 

"_"9,7947 
—  39 

1 

0,948 

—5,6619 
6 

—  9,7986 

1 

0,948 

—5,6613 

1 

0,948 

;  somit 

(6)    .rJ+0,948^— 5,6613^— 9,7986^+0,0002847  =  0 
die  neue  Gleichung,  deren  Wurzeln  um  0,0007  kleiner  sind  als 
die  der  Gleichung  (5).    Hieraus  folgt 
0,0002847 


==  0,00002. 


9,7986 

Wir  vermindern  endlich  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  um 
0,00002: 

1    0,948    -5,6613  —9,7986  +0,0002847 
_        i   _  1959 


0,00002 


1    0,948   —5,6613  -  9.7987  +0,0000888 

bleiben  unverändert   * 

—9,7988 
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t  v  ,  0,0000888 

Daher  xt  =         ^    =  0,000009 

und  somit  die  gesuchte  Wurzel  der  Gleichung  (1): 

#=1,237729. 

Um  zu  wissen,  ob  die  letzte  Stelle  genau  sei,  betrachten 
wir  nur  die  Gleichung 

(7)    x\+0,USx:l—  5,6613a?*— 9,7988^+0,0000888  =  0 

und  prüfen,  ob  sie  eine  zwischen  ?-  und  |L  oder  *L  liegende 

Wurzel  habe,  indem  wir  y(0,000009)  und  y(0,00001)  berechnen. 
Die  Prüfung  zeigt,  dass  die  Wurzel  richtig  ist;  denn  man  hat: 
1    0,9    -5,6    —9,786  +0,0000888 
  —  880 


0,000009 


1  0,9  —5,6  —9,786  +0,0000008 
1    0,9    —5,6    —9,786  +0.0000888 

,  —  978 

0,00001  |  1    0,9    —5,6    —9,786   -0,0000090  " 

Die  Substitution  von  0,00001  gibt  also  ein  negatives,  die 
von  0,000009  aber  ein  positives  Resultat;  somit  liegt  die  Wurzel 
der  Gleichung  (7)  zwischen  Ö,OÖÖ01  und  0,000009  und  daher  ist 
#==1,237729  bis  auf  die  6te  Decimale  richtig  bestimmt. 

Regula  Falsi. 

Noch  häufigere  Verwendung  als  die  vorige  Methode 
findet  in  der  Praxis  die  sogenannte  Regula  Falsi.  Substituirt 
man  nämlich  in  eine  Gleichung  /U)=0  an  die  Stelle  von  x  zwei 
Zahlen  c<{  und  cr2,  deren  jede  von  einer  Wurzel  x{  um  weniger 
als  um  l  verschieden  ist.  nennt  dann  die  Unterschiede  zwischen 
den  substituirten  Zahlen  und  dir  wahren  Wurzel,  also  die  Diffe- 
renzen öfj  Xi  und  a2  -  x{  Fehler  der  Su  b  sti  t  u  tio  nen,  die 
diesen  Werthen  a{  und  a2  entsprechenden  Substitutionswerthe  f(at) 
und  f(cc2)  aber  Fe  h  1  er  der  Re  sul  t  ate  ,  so  besteht  die  Regula 
Falsi  in  der  Proportion:  Die  Fehler  der  Resultate  sind 
näherungsweise  proportional  den  Fehlern  der  Sub- 
stitutionen ;  also 

fOh)  :  /(^2)  =  «i—  a?j  :  ct2—xi  °der 

f(ai)  :  f(a2)=^i         weiin  al—xi^=di  und  a2~xi=62. 
gesetzt  wird. 

Man  hat  nämlich  nach  No.  30i: 
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(1) )  i 

>f{«*)=t(xi+öi=txxi)+nxi)61+f\xl).^+... 

Wenn  nun  a;,  eine  Wurzel,  also  f(xt)=0  ist  und  d,  und 
d2  ächte  Brüche  bedeuten,  so  bekommt  man  bei  Weglassung  der 
höhern  Potenzen  von  d,  und  ö2  die  Gleichungen: 

woraus  durch  Division  folgt: 

/Xai)=:  /2) 

Das  ist  nun  in  Bezug  auf  die= Unbekannte  xx  eine  Gle^hunjr 
ersten  Grades,  aus  der  wir  xx  ohne  Weiteres  berechnen  können. 

w  äre  die  Gleichung  (2i  exakt,  so  bekämen  wir  durch  de- 
ren Auflösung  den  genauen  Werth  der  Wurzel  xx.  Sie  ist  aber 
desshalb  ungenau,  weil  die  Glieder  mit  den  höhern  Potenzen  von 
öx  und  d2  weggelassen  wurden.  Je  kleiner  dx  und  ö2  Wäitill, 
desto  genauer  würde  die  Gleichung  (2)  und  damit  auch  der  da- 
raus resultirende  Werth  von  ,  ausfallen.  Man  kann  daher  durch 
Substitution  zweier  angenäherten  Werthe  ax  und  a2  einmal  einen 
neuen  angenäherten  Werth  «3  für  .r,  Huden,  welcher  der  wah- 
ren Wurzel  ./•,  näher  liegt,  als  jeder  der  frühern,  dann  diesen 
mit  einem  der  frühem  benutzen  und  so  eine  neue  Gleichung 

/(«O     <*z—®i         /'O2)  a2—xl 
bekommen,  aus   der  sich  ein  noch  mehr  angenäherter  Werth  von 
xx  ergibt. 

Anmerkung  I.  Wäre  xx  nicht  gerade  Wurzel  der  Glei- 
chung /•(#)  =  0,  aber  die  Differenzen  ax—x{  und  u2—xt  verhält - 
nissmässig  klein,  so  bekäme  man: 

/(a2/ — /(.-fi)  =  /'(^i)A,  voraus  durch  Division 
sich  ergehen  würde 

f(ccx)  —  f(xx)  _  V  <*i  —  xx 
f(a2)-f(xx)  d2  -  a2-xx  W  ■ 
d.h.  die  Differenzen  der  Substitutionsresultate  sind 
den  Differenzen  der  sttbsti  tnirten  /  ah  len  näherungs- 
weise proport i  o  na  1,  eine  Proportion,  die  noch  allgemeiner  ist  als 
die  vorige  (2),  indem  diese  aus  (3)  hervorgeht,  wenn  man  die 
Voraussetzung  einführt,  dass  f(j#i)=*Q  sei. 
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Anmerkung  2.  Wenn  die  Derivirten  höherer  Ordnung 
sämmtlich  gleich  Null  wären,  so  würden,  was  auch  dt  und  d2  sein 
möchten,  die  auf  /v(a?i)d1  und  f,(xl).ö2  folgenden  Glieder  alle 
verschwinden  und  man  hätte  dann  die  exakten  Gleichungen: 

aus  welchen  man  für  /,(a?1)=0  bekäme: 
f{a2)  a2—xt 

als  eine  nicht  bloss  angenäherte,  sondern  vollkommen  genaue 
Proportion.  Das  ist  nun  der  Fall,  wenn  f(x)  vom  ersten  Grade 
ist  d.  h.  bei  Gleichungen  des  ersten  Grades  würde  die  Regula 
Falsi  stets  genaue  Resultate  geben,  ohne  dass  at  — xx  und  a2  "  xi 
an  die  Bedingung  geknüpft  wären,  kleiner  als  1  sein  zu  müssen. 
Natürlich  würde  man  sich  zur  Auflösung  einer  solchen  Gleichung 
nicht  der  Regula  Falsi  bedienen,  da  die  direkte  Auflösung  rascher 
zum  Ziele  führt.  Wir  wollen  uns  aber  doch  an  einem  speziellen 
Beispiel  überzeugen,  dass  sie,  wenn  die  Gleichung  vom  ersten 
Grade  ist,  stets  genaue  Resultate  liefert. 

Sei  x — iV^I^+iV  80  ist 
f{x)  =  \x  -  1. 

Setzen  wir  nun  für  at  und  a2  zwei  beliebige  Zahlen  z.  B. 
0^=1  und  a2  =  2,  so  geht  die  Gleichung  (2)  über  in: 

1  —  a?| 


 3 

 4  _ 

—  i  2- 


oder 


-xi 

1  — Xi 


oder 


2     2  —  xi 
3(2  —  ^)=  2(1  —  x,)  oder 
6  —  3a:,  =  2  —  2xv  oder 
4  =  xt. 

350.    Geometrische  Darstellung  der  Regula  Falsi. 


\ 
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Wenn  f(x)=Q  die  Gleichung  ist,  so  denken  wir  uns  unter 
Annahme  eines  rechtwinkligen  Achsensystems  eine  Curve  konstru- 
irt,  deren  Gleichung  y=f(x)  ist.  Wenn  dann  zwischen  at  und 
a2  nur  eine  reelle  Wurzel  liegt,  OB=a{,  OD  =  a2  gemacht  wird, 
ferner  [(a^  positiv,  f(a2)  aDer  negativ  ist,  so  denken  wir  uns  in 
den  Abständen  0B=al  und  OD-=a2  die  Ordinaten  AB  and  DC 
errichtet,  dann  wird  AB  =  f(al)  und  — CD=f(a2)  sein.  Die 
wahre  Wurzel  xt  wäre  dann  die  Abscisse  OF  des  Durchgangs- 
punktes F  der  Curve  durch  die  X  Achse-,  derjenige  Werth  des 
den  die  Gleichung 

f{<*i)  =  «i  — Si 
f(*i)     cx1  —  xi 

liefert,  ist  aber  die  Abscisse  OE  des  Punktes  E,   in  welchem  die 
Sehne  AC  die  X-Achse  trifft.    In  der  That   hat  man  wegen  der 
Aehnlichkeit  der  Dreiecke  ABE  und  EDC  die  Proportion: 
AB  :  DC  =  BE  :  £D  oder 
AB      BE    ,  N 

Nun  ist  aber,  wenn  wir  OE=xt  setzen:  BE=Xi — at  = 
— («i — D£s*flr2— %;  ^B^f(at)  und  —CD=f{a2)\  daher 
können  wir  die  Proportion  (a)  auch  so  schreiben: 

— ö-1)  =  ~ (gi  — *i)  oder,  beide  Seiten  mit 
— f(a2)         a2 — #1 

—  1  multiplizirt:  Ct^t  =  — 1  —  ,  was  gerade  die  Proportion  (2) 

/(or2)      Cf2  — ^ 

der  Regula  Falsi  ist. 

Man  erkennt  hieraus  unmittelbar,   dass  der  Werth  xx=OE 

in  der  That  näher  an  der  wahren  Wurzel  OF  liegt,  als  at^OB 
und  in  den  meisten  Fällen  auch  näher  als  a2  =  OD. 

351.    Statt  die  Gleichung  (2)  in  der  Form 

/'(a2)  or2— 

zu  benutzen,  kann  man  sie  auch  direkt  nach  xt  auflösen.  Wir 
bekommen  dadurch 

(«2— ^iYC^iM*!— Xi)f(a2)  oder 
xif((*i)=<xif(a2)--Tif(a2) 
*i  [/"( «2  )— f     )] = <V(  «2 )  -  «2  A«i ) 
_  <*if{*i)—**f(<*t) 

Xi--nä2y--f(al)  <*> 
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Wollen  wir  bei  den  spätem  Annäherungen  nicht  immer 
die  ganze  Wurzel  xi  als  zu  suchende  Unbekannte  betrachten,  son- 
dern den  bereits  gefundenen  Theil  benutzen,  so  heben  wir  a{  oder 
or2  heraus  und  addiren.  um  z.  B.  at  herauszuheben,  im  Zähler 
von  (3)  —  «i/XffO+tti/'fai)!  so  erhalten  wir: 

x  =  ^KKfeiW^i)^!)  oder 

x  -  ciy(g»W(ct)]-Hgi-g»y(ci)  woraus 

Xi  ffäßm  * 

C  /(«2WO1)  f  (<**)— fl<*i) 

Ebenso  könnte  man  o;,  in  die  Form  bringen: 

1  f(«iW(«i)  P 

Bei  den  Formen  <4a)  und  (45)  hat  man  jedesmal  nur  den 
2ten  Theil  zu  berechnen. 

352.    Man  könnte  nun  diesen  2ten  Theil  des  Ausdruckes 
für  xt  in  Gleichung  (icr)  auch  durch  eine  Proportion  unmittelbar 
finden.    Bezeichnen  wir  nämlich  mit  %  das,  was  man  zu  dem  be- 
reits berechneten  Wurzeltheil   er,    noch  hinzufügen  muss,   um  die 
wahre  Wurzel  zu  erhalten,  so  können  wir  sagen: 
die  Substitution  von  at  gibt  f(at) 
die    „    „    ,.    von  «,-r-z  gibt  0 
die   „    „    „    von  a2  gibt  f(a2). 
Nun  verhalten   sich  nach  Gleichung  (3)  die  Differenzen  der 
substituirten  Zahlen  näherungsweise,  wie  die  Differenzen   der  Sub- 
stitutionsresultate.   Also  miisste 

(<*l-M0  -  «i  ;  «2—  0fl==0—/,(«t):/(«2)—  fi<*l) 

oder  s  :  «2  -  ak  =  —/(«,)  :  f(ct2)— /(er,) 

eine  Proportion,  die  man  auch  so  ausdrücken  könnte:  die  Differenz 
zwischen  der  wahren  Wurzel  und  dem  einen  angenäherten 
Werth  verhält  sich  zur  Differenz  zwischen  beiden  angenäherten 
Werthen,  wie  die  Differenz  zwischen  Null  und  dem  ersten  Sub- 
stitutionsresultat zur  Differenz  zwischen  beiden  Substitutionsresul- 
taten.    Aus  dieser  Proportion  folgt  dann: 

\~  /(«2W(«i) 

Beispiel.    Sei  f(x)=xz — £#—3=0 
die  gegebene  Gleichung,  so  zeigt  sich,  dass  dieselbe  eine  zwischen 
2,4  und  2,5   liegende  reelle  Wurzel    hat;   denn    es  ist  /'(2,4)  = 
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— 1,176  und  /Y2,5)=0,125.  Wir  betrachten  daher  «,  =  2,4  und 
a2=2,5  als  erste  angenäherte  Werthe,  bezeichnen  mit  r  das,  was 
man  zu  2,4  noch  hinzufügen  mnss,  um  die  wahre  Wurzel  zu  be- 
kommen, so  haben  wir : 

die  Substitution  von  2,4  gibt  — 1,176 
„       „     „        „   2,4+z  gibt  0 

„     „         „  2,5  gibt  0,125 ;  daher 
s  :  2,5-2,4=0— (—1,176)  :  0,125 -(—1,176) 
oder  I  :  0,1  =1,176  :  1,301,  woraus 

0,1.1,176  0,1176 

2=  -TUT-  T3ÖT-0'09 

Bei  dieser  ersten  Annäherung  finden  wir  also  x  =  2,49. 
2ter  Gang.    Wir  setzen  nun  ccx  =  2,49   und  cr2  =  2,5 ; 
dann  ist  /\2,49)=(2,49)3— 5.2,49 - 3  =  15,43824!»— 12,45- 3 
oder  /\2,49)=15,438249— 15,45=-  0,011751;  ferner  war  /*(2,5) 
=0,125. 

Bezeichnen  wir  daher  mit  A*  den  noch  fehlenden  Theil  un- 
serer Wurzel,  so  wäre  die  vollständige  Wurzel  =2,49-|-&.  Daher 
haben  wir  wieder: 

die  Substitution  von  2,49  gibt  — 0,011751 
„      »        „    2,49-f-Ä:  gibt  0 
„     „       „    2,5  gibt  0,125. 
Daher  A-  :  2,5    2,49=—  f(at)  :f(a2)    f(av)  oder 
k  :  (),(H  =  0,011751  :  0.136751, 
0,01.0,011751       0,00)11751  ^ÄÄÄf™ 

*  =  o,^,  -  mm =o'000859' 

daher  x  =  0,49-4-2  =  0,490859. 

Da  der  eine  angenäherte  Werth  0,49  bis  auf  jJ—  genau  ist, 
so  dürfen  wir  hier  eine  Genauigkeit  von   höchstens  einer  Einheit 
der  4ten  Deciinaie  erwarten.  Wir  machen  dalier  noch  einen  drit- 
ten Gang  und  setzen:  C*j  =2,490859,  «2  =  2,49;  dann  ißl 
/•(at)  =  (2,490859)3- 5.2,490854— 3 
=  15,45423212-12,454295—3 
=  15,45423212  -15,454295  =  —0,00006288 
/'(«2)  =  /  (2,49)  =  —0,011751. 
Bezeichnen  wir  daher  den  noch   fehlenden  Wurzeltheil  mit 
w,  so  ist  die  wahre  Wurzel  x  =  2,490859-|-aj  und  wir  haben  da- 
her wieder: 

die  Substitution  von  2,490859  gibt  —0,00006288 

„  „    2,0080+0  0 

M    2,49  —0,011751 
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Daher  die  Proportion : 

cü  :  2,49— 2,490859= -/*(>! )  :  f(a2)—f(at) 
oder  o)  :  —0,000859 =0,000062tf8  :  —0,01168812 

-0,000859.0,00006288 


Cü  = 


—0,01168812 


0,00000005401392 
!»  =       0,01168812  =^W"J04624> 
somit  a?  =  2,490859  +  0,000004624  oder 

x  =2,490863624, 
welche  bis  auf  6  Decimalen  genau  ist. 

353.  Man  könnte  sich  der  Regula  Falsi  ebenso  gut  zur 
Auflösung  transcendenter  Gleichungen  bedienen.  Hätte  man  z  B. 
die  Gleichung 

0^=  1000  oder  xlogx  =  3, 
so  fände  man  leicht,  dass  dieselbe  nur  eine,  zwischen  4  und  5 
liegende  reelle  Wurzel  hat.  Es  ist  nämlich  44=256  und  55=3l 25  ; 
daher  muss  x  zwischen  4  und  5  liegen.  Man  hätte  nun  f(x)  =r- 
xlogx — 3  und  könnte  als  erste  angenäherte  Werthe  at=4  und 
or2  =  5  setzen,  dann  wäre  /'(a1)=/'(4)=4  .  log 4 — 3  und  f(a2)= 
/(5)=5.1og5 — 3.  Man  müsste  nun  /*(4)  und  f(b)  berechnen 
und  dann  unter  Anwendung  der  Gleichung  (4a)  oder  der  in 
Nro.  352  entwickelten  Proportion  ganz  wie  im  vorigen  Beispiel 
einen  angenäherten  Werth  von  x  bestimmen.  Diesen  erhaltenen 
Werth  benutzend,  würde  man  durch  Wiederholung  des  gleichen 
Verfahrens  einen  genauem  Werth  linden,  dabei  jedoch  die  Annähe- 
rung nicht  weiter  treiben  können,  als  die  Genauigkeit  der  ange- 
wandten Logarithmentafeln  gestattet.  Man  könnte  also  z.  B.  bei 
siebenstelligen  Logarithmentafeln  von  der  Wurzel  nicht  mehr  als 
7  Glieder  bestimmen. 


1)  ruck fch  1  c  r. 


Seite  12,  Zeile  5  von  oben  lies  (— 35)-r-(-t-23)=  ?  statt 

(— 35)+(— 23)=? 
„      31    H      4  von  oben  lies  a4-& — c  statt  a-f-ß  = — c. 
„      34  3  von  unten  lies  a*-t-2ab-t-b*  statt  a2— 2o6+i2. 

w     35    „      5  von  oben  lies  (a—  6)-  statt  (a-f-6)2. 
„      36    „      9  von  oben  setze  einen  Punkt  statt  des  Doppelpunktes. 
>?      52    „    10  von  oben:  Schalte  im  (Joef'fizienten  von  x  das 

Glied  —  azb*  ein  und  im  nächsten  (lliede  lies 

—  3a463  statt  3«46. 

1      ß  \  B 

„      56    „    11  von  oben  lies  —  .  —  statt       .  —  • 

d       A  G  l 

„      61    „      7  von  oben  lies  am.an  statt  avl.am. 
„      73    h    13  von  unten  lies  yjlja^  statt  V^ö^. 

n      r      i  w  p 

*  '  *«*  /  «     V  |  / 

„      75    „      9  von  unten  lies         y  a  statt         y   a  •  

£    ,    r    p_      JL.JL  L.JL 

'/  «/      i  *  q  m     sl/       *  q 

75    „      8  von  unten  lies         y  a       statt      _V  ß 

„      76    „    12  von  unten  lies  L  y   ^«^J    statt'  V  ^fflrp 
„      79    „      4  von  oben  lies  —  SQxfy*  statt  — 80ac?jf*« 
„      84    „      6  von  oben  lies  yj  A-\-Bjc-\-Cx--\-...Qxn  statt 

„      86    „      5  von  unten  lies':  eine  Anzahl  Zehntel  statt:  eine 
Anzahl  Einer 

„      91     „    11  von  unten  in  der  1stcn  Klasse  lies  16  statt  19. 
„      95    „    12  von  unten  lies  am  Ende  c3  statt  c2. 
„    101    „      5  von  oben  lies  +(Q,2)a  statt  (6,2)3! 

105    „      1  von   unten  Beispiel  2  lies  als  leztes  Glied  xz 
statt  x2. 

„    105    „      5  von  unten  lies  ^75  =  x/25#3  statt  =  ^22.3. 

„    10b    „      5  von  unten  lies=t/   -  statt  bloss:-!/   r. 

V  V  Or\-b 

„  108  „  2  von  unten  lies  a;=+V  4  statt  x  h  V  A  . 

„  110  „      6  von  unten  lies  (ö-H>)2  statt  (#-H&)2. 

„  119  „  18  von  oben  lies  /«X  statt  mY. 

„  119  „      7  von  oben  in  Gleichung  (2)  lies  c'  statt  c. 
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Seite  130  Zeile  16  von  oben  lies:  also  .x==8  statt  x=7. 
„      155    „    20  von  oben  lies:  Eliminationen  statt  Elimination. 
>i      158    „    17  von  unten  lies  7a?2 —4a;  statt  7a?2—a.r. 

»      169    „      G  von  unten  lies  a?"= —  W     —  statt 

„      161    „       7    von  unten  lies  Lli  statt  ULI 

9  6    * 

»      164    „        1  von  unten  lies  x"  =  —  -|  ^  -|  a  statt 

„      173    „      8  von  unten  ties  ■ — q  statt  — p  und  Zeile  10:  s2 
statt  a;3. 


175  „    10  von  unten  lies  a — ßyj — 1  statt  a—  yj — 1. 

176  „      2  und  3  von  unten  lies  ~-  statt — -finden  Wer- 

then  von  x*  und  x". 

177  „  11  von  unten  lies  a?2-r-/>#— y  — 0  statt  a?M-paM-<7=0. 
186    „      9  und  11  von  unten  lies  -f-Ja*  statt  dbja*- 

1ßQ  q  .    v    26.23a—  7.83a        .26.28  a-  7.83a 

189  „      9  von  unten  lies   —          statt  - 

2.26  2 

1on  Q  r      ,    37aM-35a2  27aM-35a2 

190  „     8  von  unten  lies  z  =   statt  — —  - 

2  2 

194    „     8  von  unten  lies  <ob2x  statt  ßbx2. 

203    „     4  von  unten  lies  —  statt  — 

c 

210    „    17  und  18  von  oben  lies  a'>l  statt  a'<l. 

213    „      2  von  unten  lies  am  =  y  a  statt  =  ^a  . 

213    „    11  von  unten  Kies  a™  \4^—;l )  statt  a^i^a—l). 
232    „      4  von  unten  90,6  statt  80,6 

257    „      8  von  unten  lies:  letztes  <  ilied  statt  „erstes  Glied11. 

o*o  i      ,.     18—10  18-10 

^oK    „    11  von  oben  lies  — — —statt  — —  . 

2o-f-l  22-f-l 

296    „      6  von  oben  lies  „für  w"  statt:  für  x. 

ono  t  b  a 

wo    „      1  von  unten  lies  —  statt  —  . 

a  b 

310         11  von  unten  lies  /  =  —j^p  statt:  =  . 

315  1  von  unten  lies:  Als  statt  Aus. 

315    „     13  Von  unten  lies:  wenn  wir  in  die  Gleichung statt: 

wenn  wir  die  Gleichung. 
347    „     9  von  oben:  Setze  die  Nummer  255  hinzu. 
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q  u  u    oR.T^  -i    11  30.31.106  30.3.106 

beiteite  352  Zeile  11  von  unten  lies    statt  — -  • 

6  6 

353    „    14   von  unten  lies:    von   dem  imaginären  statt: 
imaginäre. 

360    „    20  von  oben  lies  cos(0)n-|-yn+l)  -f.(  sin  (Q)n+ (pn+\) 
statt  -f  -  si  n  ( C0„  -f  -  </>  „ + 1 ) 
,      360    „    13  von  unten  lies  cos  y-h?  sin  <y>  statt  y-f-tsin  tp. 

,      361    „      9  von  unten  lies  cos  — -f?  sin—  statt  cos— -f-sin^-. 

01  fn  m  m 

,     382    „      15  von  oben  lies  Sn  statt  & 

426    „       3  von  oben  lies:  daher  auch  statt  daher  auf. 
430    „       2  von  unten  lies  Anmerkung  2  statt  bloss:'  An- 
merkung. 

,     423    „      13  von  unten  lies:  jedes  statt  edes. 


Druck  von  II.  W.  Schmidt  in  Halle. 
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